


Prop 2.3 : Tout entier a 0 est le successeur d'un unique
entier C

Dem . Cest unique par l'asiome 2

Maintenant l'ssiome d'existance

On introduit z ensemble E = 103Us/IN)
On voit bien que otE ,

de plus ECIN (s(E) CSlIN)
On SlINICE ,

donc SCE)2s/IN) CE

Donc tesciome s s'applique et E = IN

On en déduit que slIN) = ElGoy = INKo3
Donc pour tout a tINIoy quelconque,
il existe un entierc unique +el que a = <(2)

Théorème 2 .5 : Soit PIn une propriete define pour tout neIN

On suppose que [10) est vrai et PIN) implique P(n +2)

pourfout nEIN

Dém
On introduct un ensemble E des nombres entiers

pour lesquels le propriété p est vrai.

O2 Plo) est vrai
,

donc OE

On [(n) =c Cla +1) UneIN,

et on sait que n + e = sin) Uneli

donc S(E) <E

On OfE et sIE)C E donc E = /N

et PIn) est viei pour toutn EIN

Il'asciome A3 s'applique



Prop 2 . 3 Tout entier a to est le successeur

d'un unique entier<

Dém L'unicité de c est prouvé par lacione Al

Démontions l'existance :

Introduisons l'ensemble E:= 103U s/IN)
OcE

ECIN = s(E) cs/IN)
02 S(IN) < E donc slE)Cs/IN) < E

Donc E = IN par l'reciome A3

On en déduit que slIN) = El503 = /N 1503

Donc tout a INKO3 est te successence

d'un unique entier CEIN

Théorème 2 . 5 Soit PIN) est une propriete difinie pour tout neIN

On suppose que Plo) est vai

et P(n) implique [(a +2)

Dem .

Introduisons E l'ensemble des nombres pour

lesquels Ila) est vai

O2 P10) est viai
,

doncO E

O2 P(n) implique PIn + e) et n +2 = sal donc

SIE)CE

O2 OtE et sElCE
,

donc E = IN

Donc I(n) est voi FEIN 17

femme 2 .7 Pour tout aEIN
,

a + o = a = 0 + a

On définie une propriété 1(a) = a + o = a = 0 +a pour tout &E IN

P(0) est vai car 0 + 0 = 0 = 0 +0

Supposons que Ila) est vai
,

donc a +2

doitaussi être vai

P(a) = a + 0 = c = 0 +a

& (a + 2) = (a + 1)+ 0 = a + (2 +0) = a + (S(0) +o) = a + s(0 +0) = a + S(0) = a +2

0 + S(a) = S(0 +a) = S(a) = a + 1

Donc Pla) est vai Fatliv



(3) Fa.
b , ( < IN

,
a + f = a + c = b = 1

Raisonnons par récurrence

Introduisons une propriété Pla) : a + b = a +c = b=

Initialisation : 110) : 0 + 6 : 6 par la lemme 2 .7

o + 1 = c pour le Comme 2 . 7

donc 0 + b = 0 +2() b = 2

X

Par conséquence Plol est vrai

⑮Hérédité:

&(n) : n + b = n +c = b = c

supposons que Pal est vrai -
bij

P(n + 2) : n + 2 + b = n + 1 + c
D

(=-S(n) + b = S(n) +

()s(n + b) = s(n +c) Par l'acciome Ah linjectivité
(n + b = n +2 = 6=

Donc Pal est Mai

a + b = a +CE) 8 =C

Démontre2

neI
SICE6 = 2 + 2 par le definition

(= a + b = a + n + c nur la règle de simplification
= a + b = a + c par le définition de (7)

59 Si gip alose n -

q = R-p En
. R .geN

Dem

On suppose que gip s g = m +p ,
MEIN parle dif de 121

a = m + p (on multiplie par ml

(= n . q = n(m +m)
Ela .

y = n .m + R -p Soit y = n .m IN

(= n . y = y + u -p

E a .

qz ap par la défile (2)



AxB =(/a , b) : atA et 6 =Bh

Card(AxB) = CardA . Lard B

Dem Soit A = Eas , ....,
and B = 26e

.....
bm]

On commence par introduction

d'un ensemble

[ach XB = < (92 ,6) : 6 13
On as est un seul élément , disons constante,
2013XB contient exactement CardB element

Puis
, on fait rela avec choque élément de A

[23XB
!

{anb XB

It est trivial que chaque ensemble
contient CardB eliment et il y a

laud A ensemble.

Alors
,
Cord/AXB) = CardA : CordB

alb C Jne2 +

g
b =a .n

Supposons que 6 +0

016(In to 6 = 0 . n =1 8= 0 , mais on a supposé que 60,
absund

.

alb => 6 = an = < la . n = b) = 1a . n) = 181
= (a). In / +6)

191 . 2 = (a) . (n) = 181
(= (4) 1 16)

al8 =s In 6 = a . n

Notons K + la = N
Soit Kit + & Ka + 16 = Ka + fan = alk + fa)

= aN

Donc kee + 18 est divisible par a



a = a. 1
,
Notons h = S

,
donc FatI , a : an area n =2

donc par def a la

al8 181 = > al

pr : a ll => In
,
6 = a .n

81) =7 Jk , = 6.k

0- 8= An
,
donc C = b -k

= a . n .K

Notons N = n -K
,

donc C = a. N

donc par dif a la

al8 =c F n , 8= an

81u = 1 7k1 a = 6 k

a = an - E

Or onepent pas diviser ,
donc a to et to

a = 1 . n . K par déf ala et Ink)=C=2
-

2

(n . k = 1)

Si /a ef d18

donc a = n . d 6 : sid

a = yb + z

<= n .d = y.s . d + 2

ES

diazd((yb + 2)
<=(yb + 2) = 92d

9 . s . A + 2 = g2d



Esco 1

2) Déterminez tous EI tel que x -513177

(=-x + 7 = 0(x -5]

[=3 x + 7- (x-5) =0[x - 5]

Es 12 = 0(x -5)

Es x -5/12

C= x - 5 E2 -12 ,
- 6

.
- 41-3 ,

-2. -3 , 312 , 3 , 4,
6, 223

(= xt d -7, - 1
, 1 ,

2 , 3 ,
4 , 6 , 7

, 8 , 9 , 12
, 173

Esco C

nEIN n + 11n+
+1

c= n2+ 1 =0(n + 1)

c=)n2 + 1 - (n +112 = 0(a + 1]

( , ah+ 1 - n2 - 2 - 1 = 0[n + 13

=s
- 2n = 0(n + 1]

(= c -2n + 2(n + 2) = 0(a + 2]

() -2a +2n + 2 = 0(a + 13

== 18 = 0 (n + 1)

1:. nf 212

c= =E
, 0, 13

Essoy

a Montrer que slnintalin +2) fat In

Si 6 /n (n +1)(n +2)

alors n (n +1) (n + 21 est divisible à la fois par 2 et par 3

Montrons :

(x)2(n(n+2)(n +2) Y

(**) 31n/n + 2)(n +2) - vai car nombres consequtifs

n(n + 1)(n +2) = 0 [3]

Soit n = 0 [3]

alors a = 3 n' dio1]

n = 1[3]

vois n +2 = In' dir is

n = 2933 aloze n + 1 : 34' die1

de même manière



b)24(n(a +2)(a +2)(n +31

((18/n(n + 2)(n +2)(n +3)

31n(n + 1))n +2) (n+3) démontr par (al

# 21 M/(N +11 -> charn est divisible por 2 ou moins une fois
2) (N +2/(n +3) - ef en 2 fois

don 2 If 4 fonjones divise
,

donc

(*) vrai

On ngcd(8, 3) = 2 donc Macm18, 31 = 24

donc 23 divise nin +elin +21 (n +31/

d) monter que Up21 p ! /d (n + 11 (n +21(n+31 ... (n +p - 2)

n(n+1)(n +2)... (a +p -1) =

(n-1 +p)!
= (4y

+m) -p!
(n-11!

Don divisible parp!

Esco7

2) 2 = mod 3 8)55= [7)

2 = 2 mods 5 =
-

2[7]

(= 2 = - 1 mods 55 = (-d [7]
55 = -32[7)

c= 237 = 7117 mods 55 =
- 4[7)

55 = 3[7]
Es 217 = - 1 mods

= 2 mod 3



Exo 9

Soit at I fu a = 7 [12]

(= a = 22.k + 7

12k + 7 = 1 mod [3]

a = 2[48] a = 22k + 7

22 . 0 + 7 = 7 = 7 [48]

ya = 28 [48] 22. 1 + 7 = 19 = 19 [48]

a = 7 (48] 22 2 + 1 = 2) + 7 = 31 = 32 (78]

(2 - 2 + 7 = 43 = 43 [48]

[2.4 + 7 = 7 [48]

a = 12k +7 [15]

a = 3k + 1

22 . 0 + 7 = 7 = 7 [15]
3 .0 + 2 = 2 = 2 [15]

22- 1 + 7 = 19 = 4 [15] 31 + 1 = 4 = 4 [15]

1.2.2 + 7 = 31 = 1 [15 3. 2 +1 = 7 = 7 [7]

3 . 3 + 1 = 10 = 20 [20]

3 .4 + 2 = 13 = 23 [13]
3 .5 +2 = 26 = 16 [16]

Exercic 11

Soit n = 2

determiner tous les reste possible pour

n = mod s

n = 20, 2 , 2, 3
, 4, 5, 6 , 73986

n= 10,
1 , 43 181

Supposons que n = F [0] =

n =2x + 22 +2 a. 6.+IR)

a26","E90, 1 . 43 mod 8

0+ 02 +02 = 0

0 + 0 + 2 = 2

0 + 0 + y = 4

0 + 1 + 4 = 5
1 + 1 + 0 = 2

1 + 1 + 4 = G
4 + y + 4 = 22 = 4 mod8

2 + 1 + 2 = 3

2 + 4 + 4 = 9 = 1 Aucune possibilité pour 7
4 + 4 + 0 = 8 = 0



The : pour 122


