


Exercice I

Soient a 1 671 a16 = 1

C: = (a - 812 d : = a - ub +8

(4) Soit REP 22 et pla et peld

lplc ef pla) => placoval Fair

Alors nll- c +d) - ( +d =
- 02 + 206 -8 +a -ab + 82

= ab

= plab

6) On soit que pic c= pla -206 +62 et plat
= ab = 0 modp

1 = p(a-b((a - f) = p((a -b)

dupies le thiorime d'Euclide (plai...ne =

pld , on placo...

on pina)

(2) pla -b) = p(ca.18 = plab -8

(Pla-a8 + 6 et plab-e4) : plat

() pId = d = 0 mod PEsa2 - ab + 62 = modp

depuis (1 et (a) a =modp et ab =modp

Doi-16mode

et, p18[=

(2) Si pycdICd)> 1 ,
donc Rgcd/cdlla ? et Agdicd/182

= Lycddl/a et pydid)18 , mais par hypothèse
a 18 = 1 donc pgcd/cd) = 2.



Exercice 2

Soient m22 et nah et Cm
.
In groupes cycliques

avec (m) = m ef Kalin

(0) D'après le théorème de cours
,

se G est un groupe
cycliqueove 161 =1

donc G = /[/pZ ,
+ ) Doi CmE/E1m2 ,

+ )

et (n = (Zin2,
+)

(6) D'après (a) On a montré que

(m = (Elm[
,
H et In =lZinzit

Dapiès te coure si men = 2 ,
don,

121m2
,

+ ) x(zinz
.

+ ) =lZim2, + les annee

dont cordinal est mon

donc pour les groupes de l'addition.

O . /Xmm2 ,
+ ) est cyclique engendré par

I ef isomorphe ama /[Im[ +X([mz .+ )

qui sont ismophes aux (m et Ca

Doi (mXIn est cyclique

C) Soit m11c 1

Supposons por labsence que CnXCn soit

cyclique , ce qui povecal implique que [mxCn est

isomorphe à /E/mn*, #) qui est cyclique.
Donc il doit exister un éliment (x ,ylt (21m2. + )x(ki*,+)

qui engendre additivement 121m2+) x1ZI*,+)
:

. e (10,0 , Ky) , . . . .
(kx ·ky) . . . .

. (mm-2R, (ma -21y)b = (21mz
,

+)X(*(nz.
+)

Soitd : pycd/nim) = > pacm)m .n = d'm' <drdm' = ma

où m= et n'=
Les élémentin groupe doivent être 2 Ldistincts

,
ce qui

n'est pas voi,
can si = dm'n' mn-1

donc (kx
, Ky) = (mn' , miny) = 10,01 t (z1m2.

+) x(zinz,
+)

Bon contradiction. Donc LmX2n N'est pas cyclique
2 m11>2 .



Exercice 3

On doit montes que le ,
A) est un groupe

avec 14 .
6 . c *(9,6'c) 1 1 /a ++ , 6+8 tac'

, c + c)

(a) Montrons L'associativité :

Soit 10 .
8 . 2)

,
19 .6'c) ,

La " ,
8"

,
2 ElIr3 , *)

(la . b . 2) * (01,6,cl) X (a", b", (") = (a+a ,
6 :8 + ac , c +c) x(a",

b", "

= (4 +a + a"
,
b+ 61 + ac + b" + (a +ac"

,
c + c'+") = (a +al+ a"

, f+ 61 + 2 "+ ac + ac+ ad
c +c' +24

(a. 8. c) * /19'
, 6'

, (1) * (n ",
6", c')) = (a : b, 2) x(a ' +"

,
81 +b" + a'c",+c)

=(a+ a+a"
,

b + 61+ 8" + ac" + a(c+() ,
( + c +2)

= lata'+a" ,
b + 01 + b" + ac + ac" +ac" ,

c +c + c'

D'où la boist associative.

18) Montrons que 10. 0,0 est un element newte

(a. b
. c) +(0. 0.

0 = (a + 0 ,
8 + o + 00 , c +d = (a ,

b
, 4)

10
, 0 , 01 *(a, 8'

,
c) = (0 +al , 0 + 61+ 0.4

, 0 +c) = (a ',b
,c)

Doi 10
. 0. 01 est un élement neuter.

KI Cherchons an immense 1918:2 delabia

ty (a ,
6

, c) */d',8,c) = 10. 0. 0) = In,
6

,
c) * 10,

6,C

lata' , 6 + 8'tac
, c + 1) = 10. 0

,
0En Eur = - E+S

D'où In.
b!c) = 1 a .

-b +ac -2)



recitions : 1-a .
-6 +ac .

-1)

(a . 6 . 2) *fa .
-b+ac ,

- c) = 1n -a
.

6 - b+a -ac , -4

= 10
. 0

, 0

(-a
.
-6 +ac ,

-2) *(0 ,
8,c) = 1-u +a =

- b +ac + b -a)
,

- c + c)

=10
, 0 .0

De plas-a EIR ,
-CEIR If foracIER

d'oi ( -a .
-b +ac , -c)f((r ,*)

Donc 1-9 .. 6 + 02,
-c) = 191.61

, Ill est une inverse

de 10 ,
8. c) .

(a)ala
donc le groupe n'est pas commutatif.

Exercice Y

(E8)5333 + 1293+ 2333 = 0

(a) 21232

3 = I mod 13
- 3
2 = 5 mod 13

5 = I mod 13

= 12 mod 13

=3
S = 8 mod 13

53 = 8 mod 12

6)2 = 3 .4"=2 = J: = 12 modes

55 = -
"

= - 8 = 5 mod 13

39

jo = [5=5 = 5 .8 = 54 = 12 mod 23
52

3= =
2

= 1 mod 2

j=j = - 5 = 5 mod 3

7 =

-
= - 5 mode3



(2) 52 + 138 = 1 on utilise to methode de division

enclidienne .

33 = 5 . 2 + 3

5 = 3 + 2

3 = 2.2
2 = 2 .2 + 0

2 = 3 -2

= 3 - 15- 3)

= 2 - 3 - 5

= 2 . (13 +1-21 ·5) - 5

= 2 . 13 - 4.5 - 5

= 1 - 51 . 5 + 2 . 13 = 25+26 = 1

don X = -5
, 13 = 2

al 5x2 + 1293 + 1333 = 0

= 0 mod 13 2333 =0 mod 13

= 1 5x +11y = 0 mod 13

= 15x3 = -12y2 = 0 mod 23 - 5

23 = 55y3 = 0 mod 1

= c = 393 mod 13

(2) Dayures (a) et 181 On a trouve

que ↳ éléments distincts de GI, 2, ....23
sont :I

,
5

,
8

, 12

On ajoute
"

= 0 dans cet ensemble

d'où on obtient : 20 , I,
5

,8 ,
23

5.0 = Ö

5. = 5

5 .5 = 2

50
Doi F = (0,

[
,
5 ,
50,2)



Dupres (d) > = 3y3mod 13

Orpues el on a multiplié tous les element puissance cule

mod is par 5 et he seal élement

qui est egal i un autie estio mod 13

d'oi < = 0 modes et i = 0 modes

g) d'après (f) x = 23x' et y=23y/

Di 5x3 + (2y) + 93z2 = 0

(= -1333 = -533 - 224)
= 133(+5x-22y

( 33 = 232)-5x- 12yi)

Doi 3 = 0mod13 = 13 = 0 mod 13

h) Soit d = pgcd (x ,y .31

0 = 5x3 + 22y2 + 23y3x = dx

y = dy
3 =dz

0 = 5(x) + 11/dy
3

+ 13/dz)
= d3 (5x + 21y" + 133

On pose d = 2 et donc K ,y "3) + 10, 0.0
estume solution de CED)

(i) Ban 1h) par absurd on a trouvé que 5(x ,yog) (xy;37
10, 0,0

fo si
,y'y' sont nont aucun multiple comme

par contes dans 21 et 191 on a montre que
les solutions (yz) doivent êthe divisés par 13.

Contradiction. Donc 10. 0. 01 est la seule solution de (EN)



Exercice 5

(21972)(21272
, +,x/

17 - 1 = 24

j' = 5 mod 17

32 = 9

=-5 mod 17 34

68

54 = j
-

= -j = 6 = - 5

58 = -y = 16 = -I

(a)526 = -8
+

888 =(-il

6) ne n = mindREI:
"

= Il

((21272)
*) = 26

23) <121112)*) me 5 genice (EIZE)
*

(3) =0(5) = n

Par Le théorème de Fagrange 141/16
d'où n 116

c) Supposons par table que 18

don (33) = 1 on a on 4 on 8

par te théorème de Lagrange.
Mais 51 = 5+1= +1

- 4
3 = -i 7 1 e + 58 =5 +2

Doi a n'est port l'ordre de 3

et n'est pos sigpe de 121 2721
*

contradiction. Donc /8



fl Le deviner diviseu est 16
-16

16116 et 3 = 1 D'après (9)

Doi 26 est le plus petit nombre que
"

= I

d'où 0(3) = 16

2) Dapis le thirrème du cours candinal du groupe
est égal à l'ordre d'élément qui engendre ce groupe.

On a trouvé que 0(3) = 16 et sengendre (2/17z)*

doi 11172/) = 16

f) soit en morphisme:(+) < ((2127z)*, x)
k((5=: f(x)

Supposons parl'absende que 5 11 : <j 116

= 5) mal 17

Esi-j = I mod 17

Donc K = : -jEG1..... 256 F = 1 ce que contredit

a ce qu'on a établi domld/

Donc 3, ....3 sont has distincts et

fest surjective.

g)er f = Lizz :
i

= 1}

On soit que <b) est cyclique avecla

donc " est périodique depériode 16, d'où

Fitz ,
j = I,d'oi cerf = 26



h) On sait que 7: 1(21112(x, x
est un morphisme
avec Kerf = 16/

dapres te théorème de factorisation,

: /Kenf) = 121362) 1(41272 , x)
est injective. De plus (21262) = /(2117

*)

donc I est bijective.

Exercice 6

(43n
+2

- y4n + 2
=

33g" - (y3/" - y2 =

2737 - 16116: 26)" =

53" - 5/551" =

5 . 30 - 5131"Eo mod 27

= 0 = 0 mod 12

Exercice 7

Soit G un groupe avec 2-Land Gas

avec to toi multiplicative 2 = 16 6

Vgz G
, g2 = 2

(a) FgzG , y = es gog =g = g =g

Doi

Soit gitd . gg'(g(g)
"

= ggg
+g = gggg = (gy)=e

= gy = g'g

Doi G est commutatif



18/ Soit geGlses On sait que g2 = e

doi j' =g j2 = e donc <97 CG

et o(g) = 2 = 1212z) = 2

Introduisons 4:
-> G application

avec y(0) = e +y = 4(1)

4221
doicement Ker f = 22

Grace a b the ocene factorisation

Z
4

, 6

↓
7

2/22 i

on i est un isomoschisme.

-

-


