
Exercice 2

(9) In + 15 =? mod 31 +2

1=2: 1 + 15 = 22 = 2 mod 5

g

n = 2 : 14 + 25 = 29 = 5 mod 6 + 2

22

n = 3 : 21 + 25= 36 = 3 mod 9 + 2

n = 4 : 28 + 15 = 43 = 1 mod

(6) (n + 15 = q(zn +2) +2

In + 15 = In + 35 mod 3n + 2

71 + 15 = n + 22 mod 31 + 2

n + 11131 + 2 Fn25 d'oci d + 11
-

5n + 2 n+ 3
(2) On doit monter que 2 + 3 = 29k avec KEIN

Raisonnons par reccurence

Suit n = 0 2 + 33 = 27 +2 = 29 = 29 . 2

vrai

Hérédité : P(n) : Supposons quehtt
5(n +1) + 1(n+ 1) + 3

= 25n+

= - 3
n + 3

avec KEIN

P(n + 1): 2 + 3

=
5n +6

+ g
+ y

= 252+
= 6/25n - 34)
= z(25n+

- 2 . 34)
= 3(- zn+3

- 2 . 34

= 3)- 3433 - 2 .34

=- zn(34 + 6)
=
- 34/87) 87 = 0 moday

= O mod 29

-

Donc por récurrence on a montré que
251+

1no mod2



Exercice 2

al pyce (87 , 27) =

87 = 27 .3 + 15
3 = 9 - 6

= g - (15-9) = 2 . 9 - 15
27 = 35 . 1 + 9

= 2 . (24 - 15) - 15 = 2 . 24 - 3 . 15

35 = 9 . 1 + 6
= 2 . 24 - 3187 - 3 . 24)

9 = 6+ = 2-24 = 3 . 87 + 9 .24

6 = 3. 2 + 0 = 11 -24 - 3 . 87

Par Calgorithm d'Euslide pgal (87
, 24) = 3

O Supposons que 2 O mods

24x(+87y = ((3.(8x + (yy) = c

cla vent dize que c est un multiple de

3 mais on a suppose que cO mods

d'oi contradiction qui nous donne qu'il no

aucune solution lorsque <O mod 3

Soit C = 3 . C Le

(11 . 24 + (- 3). 87 = 3/XC

(((((24 + 1= 32)87 = 3c = C

Doi 1124 ,
-32) = (x ,y) est une des solutions.

c) 24x+87y = ()8x+ 29y = c Soit X = x - Do = > -11c

E'8X +29y = 0 Y =y - yo = y +3

= s 8X = -29Y
= ) 81y can 8129 = 2 = > X = 8E 291X car 8129 : 1 =) X = 29m

= 8 . 29 .m = -298n = m =n =) (X,Y)((29k ,
- 8kl:+z]

= X = 29k =(x = X + x0 = 29k +1

y = - 8k y = y+y0 =
- Ok - 3

Doi (S) (= 1 &(294 + 121
,

- 8k - 3c) : k +2)



Exercice 4

(a) Soient 9.27

-
my qu = 0 mod3

24 = 16

q = 2 +2 mode soi = 1 mods

don " = 0 mods necessairement.

6) Soient
p .

2 e I

3p" = 1 + 422 mod 5

- mod 5

I I I

2 Y I 2 + y .0 = 1 7 3

34 I 2 + y = 0 7 3

411 1 + 4 . 7 = 2 mod 5

F S

Don 3p" = 0 mode nécessairement

2) (ED) E 3p" - 5p" - 422 = 26

3p" -59" - 422 = 26 =2 mod ?

= - 59h - 422 = 2 mod 3 car up" = O mod 3 car 350 Mon

= q4 = 2 + 42 mod 3 cr - 5 = / mod 3

= q = 2 + 22 mod cor y = I mod 3

Dugies (a) 9 = 0 mod 3

3 est le sea nombre premier qui est

no multiple de 3 dou 3



d) 3ph-5p7-42" = 26 = / mod 5

23ph - yz2 = 1 mods car sp" = 0 mod 5

E 3p" = 1 + 422 mod 5

= p = 0 mod 5 diaques (6)

p = 5 ce 5 est le seal nombre premier multiple de 5

2 Dupises (2) et (d) y
= 3 e +p = 5

3p - 594 - 422 =26

2=s 3 . 5" - 5. 3" - 422 = 26

73 3 . 625 - 5. 81 - 423 = 26

(= - 727 = 26 + 405 - 1875

= 431 - 1875 = - 1444

> 422 = 1444

= 22 = 144 = 36

(=-2 = 56 = 19

Don 15, 3 , 191 est la solution.

Exercice 5

(a)
(i) IIR *, x
Non, car pour x = -1 et n = 2

* y +yy2 = -2

(ii) (@* , X)
Non , car pour x = 2 n =

y2 = 2 = y= ***+



(iii) /R ,
+)

SoitEIR

FneIN*
n. = x

, où FER
d'où ExEIR

,
Une*, Fy EIR tgyn =x

Donc IIR +) est divisible

(iv) (2 , +

Pour x = 3 etn = 2

3 = 2 . 3 où **
donc (2 , +) n'est pas divisible.

6) Soient 16
,

*1) /62
.
*2) ,

montions que 16 . XG2 , X/

estdivisible si 6
.. 6 sont divisible.

Esupposons que G
,
62 sont divisite

Alors Va , e G
,
SzEGe

,

Une* Fy , EG, yee G

fy x, =y x2 =yz

G
, XG2 =G( , xz) : x, G

,
(EG)

↳ est dimisible si V , 2) EG
, X GL

EnEN*

=(y1,ya)tG, XG

+q(x, x2) = (y,,y2)

On G
, et G sont divisible par hyp -

donc

la propriete est satisfaite ,
don G. XG2 estdivisible

T Supposons que
G, 46 est divisible

Alor F(p2) G. XE2
,
Fre*, Flysyat G, XG

+q(y,
n

, yz") = (x, x)

On fixe SetGe
,
alors FelieG

. FREFy , +

Y Don G, est divisiet en



c) Soit 4 : G . 16 un isomozhisme

Et On
suppose que G, est divisible

Alors FCEGy ExzEG2 4(0) = 02

UnE IN*
4(y. 1 = Y2

Jy ,
G , JyzEG2 4(y,

a) = 4(y, )"
= Y

car isomorphe

A l'invase VactE FEG, e2 =4() can isom.

Q S. EG, donc UneN*

Fy. EG, x =y,
"

EyctGc +y yc = P1y1) save isomozyne

== 4(y, ") = H(y, )n = ya

you = x = 4(y, m) = 4(x) = yz =x2

Don G2 est divisible
.

Them avec G2

Donc G ,
est divisible siGe l'est nussi

d) Supposons por fabsed que (12 .
+ ) et (IR*, X)

sont isomorphes. · Gz

Dapies 1 G . est divisible sizu t'est

ce qui n'est pes teras us CIR*, XI n'est

pas divisible d'où (IR ,+) n'est pos divisible.

Contradiction , can 1121 + h est divisible d'agres a

donc (12
,

+) et (IR*, X) he sontfloe isomorphes.



Exercice 6

Soit P l'ensemble des nombres premiers.
et 3 + 4/N = 23+ 4K : FEING

(a) Non i car 3 + 4. 3 = 23 n'est pas premier.

(6) 9 123 + 4K : 0281103 = 23 , 7
,

11
,

15
,

23 , 31
, 433

(2) ge22 gest toujours impin

donc debe forme : 1 +2m avec me2

comme m est paiz o impeiz don

be be forms m = 21 on m = 212k avec 21 1

k = 0

don g
: 1 +4t on y

= 3tyk

(d)/e) trivial

(f)A : = - 1 + 4p ,p ...p

Si on decompose t en nombre premiers
et tous les nombre sont de ta forme
1 + 41

,
alor d'après (e) A doit être aussi

de te forms 1 + 4 LEA = 1 mod u ce qui n'est

pas le cas ver A = + =3 mod

donc are moins I facteur premier de A

estde te forme 3t4k.

g)

9) On a supposé que Gard XI*


