


Exercice 1

E = G 1
,

2
, 3, 4, 5

,
6

, 7 , 8
.9

u : = 112310/4560789)
V: = (4560789)
2 : = 114710/258%369)

(a) Soit 119 , 1924219

2f o = (a
.
->az - as)

-

Méthode 1

010) = 3 et pold = Id =1 03 =J

Méthode 2

0 00 00=

-

la
Med-dz -> As

-

~

6) Idagis (1)
*"10002 = Jd/
(02 = o

- 1

-

c) On 1 . 0. 0 sont composées de cycles a

supports disjoints, donc its commutent

Alors e = 2002 = 112313 %1456130/189)
= (123)(1231 0/456/456120178911789

Cayes (6) = (123) (1237' 0/45614567" 01789167891
= Id ofd ofd = Id

Tem are v efh

dions u3 = Jd = vi = 23



Autre méthode

au) = ppcm(01 231) , 01145611 ,
01178911) =

= pp (m/3 , 3 ,
3) =3

de plus 24 = Id =e commeM=3

al Idapies (81)
W" = w2 = (4470/580

worowt

-7 = (1
=>- 3)0(y + 4(0)5+ 51016 - 6

I Y

-> 2 - > 5 o(f++ 9) = 112310/70809F I-> 3 -> 6

- 5 ->8L
-

y - 6 - 4 -> 7

w
w

-

-

ew" = 22 = (70/50

Y -> 3 I- 4 -

wowow

=In + 8 -5
-5

-
- 4I↳ -

i

-2

I 23)0(450-
-13 - -> 9

~

W -

e

t



7) (2 or out) ola "

orow) = worouorowl

=1123707890230456
= 1123120(456701789

2200" = 11 23120/456120/7891201789104561

= (1237 0/456)0789)

don l'or" = worrowor ou

(Now)
"

on = wor oror on

Ne= (04" = (w -) = w

nee wEw" (daguses16

don (Work" ow = worowtor on

-

9) 200 = Workow : Worow tor on

nor"or =(woolor or

= n2 =orB- e = (y" = (rows)
+

= (2or)
= 3

=U

mais ef = 4 dois aKel" =(1) " = e

lonc e = (or)
-



Exercice 4

Soit N = 1 ef In be groupe be permutations
de E = 2 1,

2,..., N3

Soit &So cycle avec do in on CHIN

m = j = am

(a)



(a) On peut étudier le cas où N =n car

si Nan alors

0 = (1
...

n) et E= S 1
,

2, ...,
n

,
n +1..... Ny

on N +2, ...
N sont points fixes et he sontpas

effectés par o donc on peut décomposé o en cycles
ef N,

. .. .
N resoront pas effecte

De plus on peut étudier te ras o :/1 ... a)

et puis utiliserbe conjugaiso pour changer
des coordonnées.

6) Soitniz of 0 = (1
... n) Su

= ) o(i) = i + 1 modn

m =dm' n = du1 on t =pycd)m , n) mitn =1

5(i) = @M(i) = am -((il) = am+

(in) = 03-2011) = am-2(i+2)
d'an 5(i) = it m

5hi) = alm(i) = it Im

Don Obli) : [i, itm
,
itzm,... itsg-11my area tous tes élement

avec em nombre y a déterminer
distincts

.

Dapilecour =mindle
ilen

cours Obli) = Orbij) on bien
i
*

Objlil10rbj1j) = Q

On cherche o by itym = : mod n

cym = 0 mod n

dn'19dm' GOLUSS

(= n'(qm) => n'lq car m'111 =1
N

=> y =

d
= 2

N
donq =

pyfdinim)
= n'

donc Orbyli) est constitué de n' elements distincts.



a) Soient 121
.jan

et

Obli) = Si, i + m, . ..,
if (n- 17m]

Orbsj) = &g , j + m ...., j +(n- 17m)

D'après le cours Orb
j

(i) = Objlj) ou bien

Orbyli)1 Orbj/j) = 0

Supposons que Orb5(i) =0cbr1j)

alors Je Orbli) = 21
,
i + m

,
i + am

,
if in - 11 m3

= j = i + gm awec 014 n'-

i + ym = i+ yam' = i mod a ce yolm = o moda

02j = itym ef itym = i modd

donc i =j mod d.

d) Dans (1 On a montze que Orbilil
= Obj) =s i = jmoed

alous si i Ejmod & donc Orblil # Ozbj
= > Orby (i) 1 Orby(j) =0

FIEKIIcd KEL mod & ce qui implique
Orbsa) Orbl) =0

D'où lazécrion Orb(1)V ... VOrbich) est disjoint

Deplus 2 +Orb11) ,
2 e Orbak) ...., deOrbyId

d+102bjlil can d+ 1 = 1 moded

n = dn' = 0 modd donc ht Orbald
donc tout nombres entre 1 etn appartient
a l'une des orbites Orbii). .... Orbe)

Don Orby (1) V -.. VOrbich) : El..... 23



2l Soit &Si mcycle ave net et mal Soit 5 = 01

· Supposons que min = ) d =pgcd(min) = m

d'après 181 Fi Orbylil est de longerdimn)

Dapies d 41.....abolen
mais d = m

,
donc J = Om se décompose

en m cycles de longer

o Supposons m1U = 1
, Napies (6) Oubylil est de longer

m= n

Dapies (1) (1, . . . . 43 = Orb/)U...Orbal maisch,
donc [1, .....

n3 = Ocbj(1) de longeu

(f) Oui , cor d'après le cours on peut utilises be conjuguisons
pour changer des coordonnes de oz SIEl

en format Il...., h) et puis les retorner

an format Initial.

(g) of S25 de type (12 , 8 , 6. 1 /

2
-

Alors les longeurs C Sont

N 12 86

les nombre de cycles pgrdl4.n) Y 42

longeurs de cycles 3 231

Alors Le type de 04 est :

19
,

3
,

3
,

3
,

2
,

2
,

2
,
2

, 33 1)



Exercice 2

(a) Déterminer le reste de la division enclidienne
de X90 - X5

par
X +1

Soit QIX)
,

on went calcule R/XI +9

X
*

-x = (x + 1(Q(x) + R(x)

Calculons X"-X mod X" +1

X = -1 mod X2+1

X
*

=(x2)48 = (118 = 1 mod X'+

x25 = x
*

x =(x4)
*
X = (11X = XmodX+ 1

d'où X-X= 1 - X mod Xi +

Doi Le reste est : 1 - X = - (x-1)

6) Déterminen 1219

X -X + X -1(x) - x +1 - xm +X" -

X -x + x - 1 =(x + 1)(x - 1)

(x-1((x - 1) = X3-x2 + x -

Alors be zacines de X"-XAX -1

sont : 1 ,
i

,
-i

Notons P(X) = X" -X + X -1

e + Q(x) = (x) - x +1)" -x* +X* +

P(XT/Q(X) si Q(X) = 0 pour toute eacine

de P(X)



Q(11 = (2 - 1 + 2) - (2) + 24 - 1

= 14 - (1724 + 24 - 1

=

2 - 2 = 0

Donc Q(1) = 0 Un

Q(i) = (i) -i + 11" -(4 + in -

= ( - - i + 1) - (-1 + in - 1

= (- i)4 - ( -) +in - 1 = fi( + (in - (71) + 1)

Sin = 2n ((n' - 1 + 14 - 1 = in((((n + 1) - ((- 14 + 1)
=un 1 - 1 + 1 - 1 = 0 = O sin = 2n' +

Q(i) = o si 412 on n = 44

Q(- i) = (fin + i +1) - (- i(2)" + 1-14 - 1

-in - 1 - 11" + 1-i) - I

in + (i(n - 1- 14 - 1

= in)1 + 1 - (m) - (1) + 1) = 0 Si nest impain

on 417

Alors P(X)/Q(X) FneIN ty 4)n On

nest impair.

Sol
.
TD (X" -X + 11" - x

>
+X +1 =Qa

PIQs X-1)Qu
et ran (x -111(x2+1)=

X + 1/ Qu

Qu1) = m - Ph +m - 1 = 1 - 1 + 1 - 1 = 0 Fem*

Qu = (- 1 - X +17
m

-(1 + xn - [X+ 1]

= (X(n - 1- n +X -1[X+ 1]
= Xn() + (-(4) - (1 + (-14)[x*+ 1]
= (x" -1)(1 + 1-134)[X"+ 1]

sin impais Qu= 0 [X + 13 donc PI Qu

si n puis In' EIN +y n = 24

Qu = 2 (x** - 1) [x +1
= 2((-11" -1)(x2+1]

SituF="QEX-B donc

finalement , PI Qus a impais on 411.

-



Exercice 3

Soit Q[X] et 3 polynômes :

Di= x2 + 2x + 5

Q : = x5+x" + yx3 - yx2 + 3x - 5

P : = x+ yx5+ 12x) + 15x3 + 1772 +3 +20

a) x + xi + yx3 - yx) + 3x -5x +2x + 5

-

x5 + 2x +5x x3 - x2 +x - 1

- x - x3 - 4x2 + 3x - 5

-x" - 2x3 - 5x
x3 + x = + 3x - 5

-

x + 2x + 5x

- x2 - 2x - 5

2
- x

- 2x - 5

O

Verification des calculs : ( -x+ -113+ 2x +5) =

=
5-x +x -xh

+ 24 -2x3 + 2x) - 2x

+5( - 5x2 + 5x) - 5

= 25 +x" + yx3 - 4x2 +3x - 5

D'où Q :8 = x -x+x - 1

6) x0 + yx5 + 12x4 + 1533 + 17x2 + 3x +2042 + 2x + 5

-

x6 + 2x5 + 5x x4
+ 2x3

2x5 + 7x + 15x3 + 17)2 + 3x + 20 + 3x
-

2x5 + ya + 10x
- x

+ 4
3x" + 5x3 + 17x + 3x + 20

-

yx) + 6x3 + 1532

- x + 2x2 + 3x + 20

- - 2x2 - 5/

4x2 + 8x + 20
-

4x2 + 8x + 20

O

p : D = xT+2x) + 3x - x + 4



Soit A =x" +2x3 + 3x2 - x + 4 et B = x3 -x +x -1

C)x" + 2x3 + 3x2 - x +ya -
x+x - 1

-x" - x3 + a - x x + 3

373 + 2x2 + y

3x3 - 32 + 3x - 3

5x - 3x + 7

33 - x- + - 15x2- 3x + 7

x -Ex +xx +
-2
25

-x-Ex-
-E+

--5
·

5x2- 3+ 7
-Ex-

2575562 +55 -12 t
256

-103x + 7
16

-103 -1133-xI 256

2925

256

2925

-- 256

4036 28/6
-16 - 73125x

-

7312525

-

-

2925Or
256 est le dernier zeste nonmel en livisant A par B

donc pyc(A, Bl =
2925

256



d) pyc(P , Q)

Q = 0 . B d'après (a)

p = D . A d'après 161

pycd(P . Q) = pgcd)D .B,
D .A) = DegcdIB ,

Al = D d'apres (4)

On multiplie par une constante et on obtient pgcd(A,B) =

Dai pgcd(p, R) =D

Exercice 5

B(x) : =

(2 -1
x(x2 +113

as Le dimominateur est sous forme decompose
en facteurs irréductibles ,

de plus le degré de

einominateur est supérien in celui de nominate,

donc le theozime de cours s'applique :

B(x)=++6
on a .

6 , 2
,

6'
,
Li8". "

sont des inconnues à déterminer.

6)
B(-x) =- = - B(

Alors B(-x) + B(x) =0

=-++
24 2c'

(x2+ 1)3
+ Satis +

(+ 1)
= j

C

=12-12
+ exy +

c inst
x + 1

=

Mais d'après le cours
,

la décomposition est unique,Le quidonne

C = c = c = - c" = c = 2 = " = 0



c) Alors on obtient :

Ble=
On multiplie pazi et on obtient

(2-1)2
pira

= a +Gene

Posons x = 0 :

1 = a

-

d) Alors on obtient :

B(x)=+
Multiplions per 192+113

62c + Ex + Exkt + Exit

-

On poce x = i (i2 + 1/

=(- 1 + 1 = 0

1 - 2)2
= 0 + 6i

j

Y

i2 = b = = =4

Donc 8 = -4



Don on obtient :

B(x1 = e -p+

el Soit f(x) :=

(12-1)
2/92 + 113

6 -11h x- 2x2 + 1

him sf(x) = him pit =In s xo + 3x + 3x
-

+ 1
= 0

(L=7 +5

Lim (B(x)=Lim-+1
+ 2 &

6"x2
22 + 1

-to

6"+

1 - 0 + 0 +
1 se

=01-0 + 0 + 8 "
= 0

Doi 1 + 8 "= 0 = 6 "= -

Donc on obtient

(92-1)2
B() =

a+ 13 =-+

2

7) bi-1 ( + 6x-Es
x(x+1)

=

0 = y - 2 + 61 - 2

0 = 6
-

Gour le Zisaltat finale est:

(92-1)2
B(x) =

xx= 13 =- -En



g)( -112 = x) - 2x + 1

x
-2x -x + 1 = (x-1) - (x)-172 x

ec(x2 + 1739((x2+1
-

x(x2 +13 x(x2+1)3

= B(x) - piris -

Dupies les questions précédentes :

x -
2x2 -x +1 I

=-- -

n +1x(x2 +1)

9x+/
= st-kanas-jat
=

Exercice 6

x x
a) A(x) = I =

3

an + (2+1 (x2 +112-x (2 +x + 1)(x) -x + 1)

(2x2 + 2)) = xx) + 8x2 + 4 - 3(x2 + 1)"

4(x 2 + 2x + 1 3x + 6x2 + 3 - x

Y(x2 + 1)h

y(x) + 1)
2
- 362+112 -x

= (x2+ 1)2 -xh = (x2 + 1 -x((x) + 1 +x)

Dupiès le theorème de cours de decomposition

3 ax +f(x+d
&A(x) =

24 + 22 + 1
= (2x +1( =x +1)

-cartacti eabasti

avec a.
b

. 2
,
d des ziels à déterminer.

Multiplian Nos (x2+x + 1)

x

=
ax + b +
(+ c)(x2+x + 1

(2-x + 1 22 -x + 1

0 = b + (d)(1) = b+d =)d =6



3
A(x) =

24 + 22 + 1 =+1 =a

x = (ax + f(( -x + 1) + (( + d)(x2+x +1

x = ax +(x (xx - fx + ax +f + (x) +dxh + a) +dx +x+d
-

= (a +c(( + (-a + b +c +d(x + (a- b + c +dk + (8+d)
ab - d

S
=

0 =a+ C 00 3 ht(z +2 -(y)
0 = -a +b+c +d 111

1 = a - b +c +d (yz((y + Ly - 4)E
0 = 8 +d·010

0 0I

O g I

I O I P
8 <dl(8 d=

0100 -I a = c = 0

Don : proti-cre + an
+

= A(x)

6) Il faut montier que

p: = ci +x+p Es -xx +x + M = 0

7Q( ,Qx)p = Q()Q(

E Soit p := s' +det M See 1

réductible . Or deg(2) = 2

donc le seule possibilité de

décomposition est : deg(Qx) =deg(@k)) = 1

donc Q(x) = pc -2) Q'P = 10-3)
où

p = (x - a)(x -3) et de plus les polynomes
de degré 1 sont irréductibles.

Si on pose p(x) = (x -al(x -3) = 0

donc par definition, est une racine dep !



E Soit p := c' + x +M et on suppose que EXER +y p(x) =

Dapees recours
, si x est une eacine de p

alors p se decompose comme p
= (x-XIQby

où Qu enpoly nome se

par contie deyip) = deg(k-all +deg(Q()
=S 2 = 1 + deg(Q(4)
= ) deg(Q(x) = 2+ =

donc Q est aussi de la forme (-B) =Q()
mais les polynômes dedegré I sont irreductible.

Donc p
= p-2)/-31 ce qui est une decomposition.

donc p
réductible.

c)(x + y) = (2 - i) [5]
= (x - i)(x + 1) [5]

Mais (x +5) = ( -E) nic pees
de socines , dispres1

cla signifie que 1751 est irreductible.

d) SoitAddict E Fr(2] où K = 215

x =[

Depees 11 As =

(x -i)(x+i((x2+ 3)

On tous les facteur an linominateur et nominateur

sont irreductibles (dispensa et degli) = irreductible

Degré de nominateur est inférieur à celui de

dénominateur

re qui , diapies b theorime de cours nous

permet a decomposen ce poty nome :

x =[ an + 6 C d
A(x) =

(x -i)(x+i((x2+ 3)

-

x) + 3
+

x = T
t

a + F

aut a
,
bi21 des incommce àdéterminer



x =[ an + 6 d
A(x) =

( -T)(x +i(2+3) a) + 5
+ =+ a + F

= x - i = (ax +b((x - i)(x+ i) + c(x)+3( + i) + d(x - i)(x2+3)

= (ax +b((x+ y) +(x) +(x) + 32x +3

+ de + 5 dx - da - d

-

=++4
= x =

c3(a + c +d) +x(b+- d) +x(yn + 3 + 3d) + (56 +5 -5d +2)

= 0 = R + c +d = a = - 2 -d

So
= b + c -d

1 = Ya + 50 + zd = -j - 7d +3 +3d = -c -d

o = 58 + zc -3d + 2

=> a = /

=> u = 1

1 = - c -d
=) -d = 1 + 2

0 = b + c -c = 0 = b + 2 + 1 + = b + 22 + 1 = b+22 = -

1 = y +5c +5d&
o = jb + 51 =zd + 2

1 = yb + ic + T = yb + 2 = 0 = ) - 26 =

8 +2 = = 8 = iE =28 = i = - 5

= 8 = -z

=( u = 1

Ic = -z = 5

1 =
-c -d = - 1 -c = d = - T + 2 =d = T

a = i b = 52 = 5 d = T



A(x) =5 +

=5 5 + a
-


