


Exercice 1

2
(2) In-21 ! =smoda proces 2 . 3 =1

(2-1) ! = 1 ! = 1 = -I mod 2

car 1 = 2:1I

(3-1) ! = 2 ! = 2 = -1 mod 3

car 2 = 3 .12

6) On suppose que n =p memieu ty n =p25

trouver dans IIPI le solutions de
-

54 - 1 =0

C= s 2 = I

(= c = 2 ou = (p - 2)

un (p -1) = p2- 2p + 2

= p((p-2) +ste

Donc (p-21 = 1 = ) (p -2) - I = 0

2) My FijzX/PI + o 21y <P-2
515EX/PI amec 212 =P-2 +y

-

1 =j .j
= j .5 - 1 = 0

Dans le question 8 on a monter
-2

que 22-2 = (= x = 1(- j . 5 = 2
-

Si c = 1 ou 5 = p -1 et pas d'autre.

Donc l'inverse dimn nombre dans &IPE
est Lui mêmeSsi i = I on 2 =p -1

mais (1y [p-2 ,donc fi



O2 pest premier et 21y < p-2
-

donc y1p = 1 , per Le the de Bezont
Furt - to http = 1 = 1modp

= 1 cytup = 2 modp up =0 modp

san malt. de p

= n = 1 moda
-donc nest un inverse dej

C = in Ep-2 Cur sic = c donc ii = 2.j =j = 1 modp
"Imod p mais

j=2

do même on suppose i =p-1
contrad.

donc ij = 1 =(p -2) = pi -y
"Omods

=-mod p
= 1 mod p

= j= -1 modp
= p-s modp

contend
.

On a montzen que Faeyp2 -2 =5 = p-e

Montions que cez invest unique.

On suppose par l'absurde que 5215 =p-2
+y 5 :j = 2 modp

Donc 5 ·5 =y . = 2 mod p

(= jz -T .z = 0 mod I
(= [(5 -51) = 0 mod I

Ey = 0 mod p on 15-5) = 0 modp

2-35 =p
-2 =T 0 modp , donc c'est -j' = 0 mode

== mod p

mais on a supposé que JF] donc

contradiction.

Donc Test une seule inverse dei dans E/PE



d) Dans la question précédente.
On a montie que Vjzh2..... p .23 5:522 , ..., p -23

+q jz = 1

(p - 1)! = 2 . 2 . 3 .... -

p - 2 -

p - 1

Donc pour chaque nombre dans 22 ....,p-13
il existe un et un seul inverse aussi

danc 22, ..., p
-24 +y donc

(p-2):
el On suppose quent et 72 midIn-1

+ y n = dm e + n = 4

Icas : & +M

Alors (p-11 ! = 2.2 .... : d ..... m . ...p - 1

=2. 2 ..... p
- 1 .... -d - m

= 2. 2.....p-sn = 0 modn

#I mod n

265: d = m donc n = d2

Alois (p-21 : = 1 . 2-... d . ...p-2
= 1 . 2.... p-1 . d

1 . 2 . ...p
- 1 -d = en + 2 = (d .d + e

id(1-2 .... i - 1 .... i+1 .....p- 2 - (d) = 2

2d = d-1

(d- 2d - 1 =0

=1-
2

x2 = 28 = 1 +12, 4

donc un facteur (d est dans In-el !

(1-1)!
si d? 2

, 4 = des Es In 73

donc pour n = 9 In-el : = 0 mod n

pour Cas n = One (-1) ! = 3! = 6 = 2 modu



Exercice 2

Soit 21 e + [FnG0 ty Fo = 0 .
F,

= 2
, Face = En + Face Une

montrons que [11][Ant
maisonnons par securence : Plai : D = 2

F2 = Fy + Fo = 1 + 0 = 2

=(
Veci .

hérédité : Pl : (127 (F)
Pin + 1) : (2)

n

EnA
Fntz = Fn +1

+ En

= (En
- LinF] EnSi

Donc [1] [F
par excurrence



6) [2y"Si
wihLe

= 10-2
Or dat(A") = det(A)

donc def((20))" = det([])" = (-1)"

O. [SI" = [1]
donc def)[18] =det[*])

= (- 1)"

def([] : FneEn-F

Conc
1-1) = Faxe En - 1 = Fr ·En

4) Dapres al (117)
Soitn = 0 m22
On ecset

152ym gimt )
[Csymemmy

= [Fate]=EmmSiI
"En + m

donc Fem = FnegFm + En Face

-



d) Oncemplace 2:=Fi+ 2

vi= 1 Fm

donc on a : a Free + Fm = 1

par bezout cela signifie que
pgcd /Fm-2

, Fm) = 1 on que es nombres sont premiers entre ens.

el D'après(1 pour no etmas

Fa+ m = Fn+g Fm + En Fm=

Soit 22

1. Supposons que elFm et elFr

Alors 7K.. Fm = K, e Fm = 0 mode =s FreEm = O mode

Jk2
, Fa = Rue En = 0 mode = FrzFm = o mode

Form : FurFm + FnFm· = Oto mode

Alove Fatm = FateRie + Ke Fin
= 2(Fnicki + kcFm-2) = Frem

Donc Enem est een multiple de e

don 2(En+m

2. Supposons (21Fm et altrem (

Fm = 0 moda

Farm = o mode

Entm = FueFm + FnEme = O mode

= FnFm-1 = 0 mod e

= > (Fn =0 mode on Fm-e = o model

O2 Em 1Fmo = 2 par (d)
222 et clEm donc eXFm-1 d'où Fm-eO mode donc En = 0 mode

= e/Fn
2



f) Josons & : = pycd/Furm,
Fm)

donc d/Frm et dIFm =. Furm = o mod d

Fm = o mod d

Diapies (e) (dIEm et dIFm) =s /En

Montions que do est le plus grand
nombre qui divise à la fois Fn et Fm

Supposons par l'absurde que Je d +yelFnete/Fm

D'après (2)(e/Fn e + elFm) = ) el Fem

O2 e/Fm et elFatm donc e = pycd(Fm , Fn+m) =d

=ed

contradiction . Alors d =pgc(Fr , Fm) =pycd)Fa+m , Fml

g) Soit 06a

Posons &:=pycd/Fa . Fe)

On pose a - b=

et b = m

alors a = a - E + 0 = 1 + m

donc d : =pgcd /Fa .
F8) = Rgcd(Fn+ m

, Fm)

= pycd (En . Fm) dopres Il
=pycd/Fa . b ,

Fe)

h) ngcd(Fn+m . Fm) = Rycl(Fn · Fm)

ngcd(Fa. Fb) = prycd) Fa-b ,
F6)

pgcd/Fybe ,
Fe) = pgcd (Fqb · Fr)

a = yb+ 2,
b =b

aged (Fqb + 2.
F6) = pycd(Fqb+ 2 = b , F8) = pycd)F(y-1b +2 ,

Fb)
=... = pgc (Fb+ 2 , Fb)

=pycd (Fy . Fb)



() Dagues (2) pyc(Fa .
F6) = pgcd/F8, Fe) où 2 est

le ceste de la division encidienne de apar 8

Alors si on note 2 , la restie la division de

6par r alors pycd(Fa . #6) = pgcd)F8, F2) = jegcd(E2 · Fe
. )marin

On peut continuer de même jusqu'au moment

où on obtientte dernier teste non mul 2
...

= pycd(fe . Fol

qui par falgorithme d'Euclide et le pycl de a et 6.

=21 = pgcd (a, 8)

= Pgcd(Fe
, 0) = Fe = Ergodsa. b)

Bons Ngcd(Fai Fel = Faginich,6

-

h) ngcd(Fn+m . Fm) = Rycl(Fn · Fm)

ngcd(Fa. Fb) = prycd) Fa-b ,
F6)

pgcd/Fybe ,
Fe) = pgcd (Fqb · Fr)

a = yb+ 2,
b =b

aged (Fqb + 2.
F6) = pycd(Fqb+ 2 = b , F8) = pycd)F(y-1b +2 ,

Fb)
=... = pgc (Fb+ 2 , Fb)

=pycd (Fy . Fb)

h) Soit z le reste de la division cuclidienne de a par b

donc 59q a =96 + 2 · Montions que pycd/Fa, Fel =pgcd/F8· Fu)

pycd/Fu . Fo) = pycd(Fa-b ,
Fel d'apres 19)

= pgud) Fa-28 , Fel

agcd (Fu. 8 , Fo) = pycd/Fyb-2-6 ,
Fe) =pycd (F(q-28 +2 , F8)

=pyd F(g-2(b+e
, F8)

[jgcd (F(g-g(b + 2
.
Fb)

d(Fz , Fe)



Exercice3

(a)
24x) +

yy = assi pycd(24 , 911a

= Soit di =pgcd(24. 3) Supposons que 2401 + gy = a

Alors Ja 24 = ad alous on a : ada + bidy =a

76' g = 8'd 1= d(ax+by) = a

Alors da ou d =ngcd/22 ,3)

Ef Supposons que d = =pgcd (24.D) da alors Jk
,

a =dik

donc 2yestgy = dik
par enclide

54.0 ty (44 + gV= d)A

(= s 24(4 ·k) + 9(2k) = d.k = a

Alors il existe une solution de 2ix + gy =a

(x , y) = 22

(8) 24x +
gy = a on pose a = 3

Alors 24x +gy = 3

1= c8x+ 3y = 2 813 = 1 par
te Bezont

En. 2 +y 84 + 30 = 1

On cherche une solution particulière par Bejant

8 = 2- 3 + 2

3 = 2 . 1 + 1

2 = 3 - 2

= 3 - 18 - 2 . 3)
= 3 - 8 +2-3

= 3. 3 = 8

= (-118 + (3):3

Sp = 1-2, 3) = po. Yo

8(x((d) +

314 = 0

X

( = 8X +3y =0 Gaus(

(8X = -3y = (38X3
=> 8. 3 .k =

- 3-8.k
-

=> R = - k) = (E) &(k ,
-1) : kt2}

= (S) c = [(3 -k + x0 18.k +yo) : kt 2}

= ((3 -R - 2 ,
- 8.k + 3) : kt 24



(2) On pose 3 = 39

Alors 24x +gy = 39

( = 8x + 3y = X

D'après (6) (8 . 1-2) + 3 .(3) =2(x

28 . (-x) + 3(3x) = 2

Alors (0, yo) = (-&
,

32)

Demaine posons X = c -xo
, Y= y-yo

Alors 8X + 3y = 0

(= 8x = -3yGUSLOYEsy
(= 8 -3x = -3.8 -y

C = S
c = -y) = Jk , k,

(=s 8. (3k) = -31-8k)

Donc ( = X +20 = 3k -2

y = X +yo =8k + 39

Alors (S) 3 (3k -X .
-8k +3x) :D = 23

(d) Trouvez we

w =20[24][w = 5[9]

w = 9 .k+5

w = 24 . 2 +20

(= 9k +5 = 22 +20

2 241 + y(-k) = -25/2= x
, y = - R

24x +yy = - 25 -15= 5 . (3)= ) X = -5

x = za - 2 = 2 -
y =
=8k +3x =

-k = k = 8k -3x

w = 249 +20 = 24/3k + 51 +20 : FLR + 140 on pose q = k +2

= 724 + 68

Aloss (S)= 2724 + 68: 23



Exercicht

Soit aEIN

x := a2 + 54 + 2 d : = pgcd(x ,y)
y : = a - 5

(a) d := pgcd(x ,yl = Ngcdly,
se) = Agadly , sangl avec ne

On pose n =cal

a
2

+ 5a+ 2 -ala -5) = 100 + 2

x + ny
Alors d = =pycd(x ,y) =pycd(a2+ sa + 2 , a - 5) =pgcd(a - 5 , 20a + 2)

6) On pose z = 10a + 2

Alors on a : d:= pyc(a -5, 20a + 2) =pgc(x ,z) =geged(x ,z + nx)
On pose n = 1-10)

Plos z + nx = 100 +2 -10(a - 5) = 100 + 2 - 10n + 50 = 52

Alors d: = pgcd/a-5, 5C)

dx ef y sont premiers entre cussi pgd(x,y) =d = 2

D'après (2) d : = pycl)Q - 5,521

Alors Cherchons tels a tel que d = 2

1) Si a est impaie ,
alors J to a = 2x + 2

a- 5= 24 +1 - 5 = 2x - 4 = 2(x -2)

pycd(2(x -2) , 52) = Rg(1219-2) , 26 ·2) = 2pgad (d-2, 261

Cela signifie que 210 - 5 et 2152

donc on a trouvé un nombre qui divise

à la fois a - 5- ef 52
,

donc d =2
, mais

On cherche a tel que d = 1
, donc a doit être pair

Supposons que a est poir alors Ex +y a = 24

Aloux-5 = 2x-5 donc 2x-5 est toujours impair
donc n'est pas divisible par 2

,
donc d F2



2) pocer que d = 2 on doitfrouver tel a

felque 52 = 4 . 13 ne divise pos a -5. On suppose
a poiz , donc a -5 impoir.

Si 4: 131a -5 4 estpremier a a - 5

alors Se 23 est premier
à a -5 donc

-

4. 13 est premier a a-5

Don pour que 52 me divise pas a - 5

il fact que a-50 mod 13

= a#5 mod 13

A l'inverse
. On Cherche tel a tel que

a- 5/52 ( a- 544 . 83

On a suppose que nestpair ,
donc a -5 impact.

donc a -514 = 1 ,
donc Si a -5152 ,per Guess

a.5/13 , donc pour qued = 2 it faut que

1370 mod a - 5 Es 13 + -57n Un

Sea a telque a - 5113 esta = 18 = a = 5mod 13.

Donc scety sontpremiers entre eus si

Sac
C e a5modes

-

al Soit nEIN eth21

Soit 2 Le nombre de chiffee de n

On note a: 111k) ième chiffre de n

donc on peut écrice n = 12 10
*"

+1210
*

+... + Ap100

20 = 1 mods et 201=1" = 2 mods FJEN
Donc U = a. 10

*+
+ 12-10k-z +... + Qu100[9]

(= n = a,1 + 12 . 2 +... + Un - 1 [9]

(= n = u ,
+a2 + - -.

+dr[9]

Donc tout nombre n est congines he somme de

ses chiffres Modulo 9.



6)

4444 = y + y + 4 + 4[9]

= 16[9]

= 7[9]

444y = 3 . 1482 + 1

4494
4444

= 74444993
= 74443. 7(93

= 73
. 1482

. 7[9]

= (7312382 . 7(9]

a) 73 = 343 = 34242 = 9 . 38 +2

Donc 73 = 1 [9]

Alors (73)2282 . 7 = /111482·7[9]
= 1 - 7 [9]
= 7 [9]

Donc yyyynuu = 7 [9]

d) 44un < 10000

Es74447444/10000
7444

= 104. 4494

Gla signifie que you" estement avea moins de 4 : 4944 chiffres.

e) 200 = 1000000

7 . 4444 = 17776

dispies (2) nombre de chiffres de yyyy94"<4. 4944 = 17776

Le plus grand nombres écrit avec 17776 Chiffres est

l nombre on tous be chiffies sont 9

Alons le somme des chiffres de ce nombre est

9 . 27776 = 159984410
Donc A <106



fl D'après 1) A<100 = 1000000

Alors Agggggg Somme de ces Chiffres est 69 = 54

Alor B154

()) Davies (f) B154 ,
alors lenombre qui est 154

avec la plus grande somme des Chiffres est 49

don'the somme des chiffres est 23

AlorsC113

2) Daces (a) On peut écrize n'importe quel nombre

comme n = 0. 20
* - 2

+ &2 .20
* 2

+... + Ap . 200 on K : Le nombre de chiffre

diarea 1k estbe same chiffre.

Deplus ,
Le nombre est congrus ,

a la somme de ces chiffres mod g.

Donn on pose 4493
7747

= a..9042 + 92-10
*2

+... + Qu100 Keli

= a ,
+ a2 +... + da = A [9]

aven a : jere chiffres de yyu"il

Demême
,

on ecrit A = aitazt+av = 0,
201+ 62 -102 +... + 81200 LEIN nore de

= b
,

+ 82 +... + be = B[9]
chiffres de A

avec 6: Le ième chiffrede B

B = 6. + 62 +
- ..

+ 82 = c. 20h
- 2

+ 12. 10m
-2

+... + Cm200 avec me /N nore de chiffre
,

Ci ième chiffre deB C
,

+ (2 + (y +... + Cm =[[9]
de 13

Donc yyyyhis = A mod 9

A = B mod 9

B = C mods

lis omaa
mode

ef dageis (n)73747742 =C mod a

Donc ( = 7 mody

D'après (g) ( 1 13 13 = Y mod y

carHouc =7est Le seal nombre 113tg C = +(9)



Exercice 7

al Bon Le than de Fermet
, comme 23 est premier et

2 et 3 sont pas divisibles par 13
,

alors

2 = 1 mod 23 e + 31 = 2 mod13

2002 = 12 : 166 + 20 = 1992 + 10 12 - 100 = 1200

222
. 166 +20 /222776610 10. 22 .5 = 600

16 . 12 = 192 22 . 16

(222366 2760 =29232

1992 + 18

212
: 166 + 10

= 2 . 250 [13]

220 = 1024 = 10 [23] 13 . 80 - 13 -23 = 13 - 88 = 2014

Donc (12. 166 + 10

= 2 .2
%

= 10 (13) =s 22002 = 10[23]

= 1 2933
par Le the de Fermet

32002 =12 : 166 +102226
(32272662609537

12

33 = 27 = 1[13]

33
.3

= (333 = 23 = 1[23)

320
33+33 1 -3 = 3[13]

3200212 :

166320 = 1 . 3 = 3233

Donc (2002 + 32002 = 10 + 3 = 13 (13]

= 0 [13]

Donc 13/22002 + 3
2002



6) MEI ,
ne avec and = f

KEIN un exposant , zn la reste de la division enclidienne

de a "parn .

Soit 4 : IN >I une application.
ki 1 2k

My -02K<K2 avec ke-k , minimal possible tel que 4(k) =H(R)

O2 In est lazeste de le division enclidienne

de an par n ,
alors 2xt 10.

4 -21

Don 4 esti valles de IN à 40. -25

Card//N) > Card /90, n-2])

Donc I n'est pas injective ,
alors

FQ. ER2 +y 41k,) = Pelkel

In = a
* modn est un entier compris entre o et n-1

Or t'ensemble des valeurs possible est fini legal i 10, n-c3

Donc il existe un point depais lequel to secite (2)

commence a se repeter periodiquement
On Mend k, et ek

.

= 4(kil
On Lagrandi a 2 chaque fois notons Ke

jusqu'au moment on on offientfo premiere

répétition 2k, = 4(ke)

K2-k, est donc la periode minimale.

2) On noteC := ka-k.

Montions que Une alt=ramod n où af = 2 modn

altk = al . ak

at = qk
- m

= a
Or Ik

.

= [Az =: 2
, donc aL modn et a 2 modn

an modn donc at 2 modde

1

Doi altk = ala" = 1 -a " modn

= 2k mod n



d) FmEN FREN

amata = am2 . ak = (2) -ak

a = 2 mod n diagies KI don (allm =I modn

Donc amlth = at modn
,
d'oi en est & périodique.

65 130 5201040 2080

260 1027 205441088290

en = 23
,

a = 2 2 admet seulement 2 diviseurs : 2 et 1

2413
, mais Idicise. Alors 2312 = 1

/IlI

AlorslaMade
de

n

et en
k

Iappl
3-0 = 3 = l'est la periode de *

g)2200222
-26

= 210 mod 13 can ex = 2123 est 12 periodique

et dispies a) alt* = akmod n oue est le période.

20 = 10 mod 23 alors 22002 = so mod 13

20023667 E3 mod 13 car 3
*

123 est 3 perioiee

Doi 22002 ,
2002

= 10 +3 modes

= 13 mod 13

= 0 mod 23

Don 220022002
est bien divisible par>4



h)

2002
+ 32002 =

2 - 1002 2 :

2002 >20012002 = 42001-1-g ,
20

2 + 3

49001 - 1-g(3002 = 14 - 1-911/42000 + 4933(9) +.... + 41-91999 + 1-9130001
= (4 + y)(41000 + y933(-y) +.... + 4(-91999 +(-g / 1000

= 13(41000 + y933(y) +.... + 4(-91999 + 1-9,30001

Donc 220021 ,
2002

est un multiple de 13,

alois est divisible par 13.



Exercic 6

as pan dif Land /2/222K = 4(22) = 412 . 82) = 4(21 . 03221

=(2- 2) . (21 -1) = 20

bl Montrons que 2 engendre (2/112)
*

2"[== i 5

Doi 0(2) = 4(12) = 10 ef Le puissances de I decrivent

un te groupe (
*/C *)

*

On 12/12* est engendré por I
,

donc monogène,
de plus a groupe est de cordinal fini plonc cyclique.

1) D'après le théorème du cours , si men = 1

vous un maphisme des anneaux

4: /ma -(21m2)x(zinz)

est isomaphe.

De plus ,
fautie theorème nous dif que si on a

un iso-mozhisme des unneous

4 : Zimm (2(m2) x(zinz)

it offic un isomorphisme des groupe des inversibles :

41 : /Eimnzs) /EimElx([Inz1 *

Posons m = 2 n = 21
, on a bien m1n : 2111 =1

doi on obtient que (21223)
*

est isomorie i (2122)
*

X(EE



d) Prenons 6 = 13

13 = 1 mod 2 et 13 = 2 mod 11

- I -> 3
- 5 - 6

- 10

el 12 2323 i 23...Il 1

13 15 19 5 21 S I

0 (13) = 4/22) d'oci 3 genèze (21222)
*

(f) On soit déjà que (2122E) *
est de L'ordre 20.

Donc Le nombre de générateurs est 41201 = 4.

Bon le nombre de generateurs de (21227) " est 11

g) Les éléments de (122) cont:

413.
25 , 59 , 5 , 21

, 9
,
7

, 3. 57, 13

Un générateur g doit avoir onre 20
,
i. e glesmod n

11 = I mod 22

35 = I mod 22

55 = 1 mod 22

F
20

= I mod 22
-

= I mod 22

s ma

et en5

I
moden

20
=I mod 22

2
= 1 mod 22

Les nombre ge (122E qui g = 1 modez +9 R +10

recont pos de tordre 80
,
donc he sont pas ginérateur

G nombres ge(2/222)
*

qui out K = 20 Le plus
refitexposantet que g = 1 mod 22 sont de Code

10 etdons sont des générateurs de (2122z)*

Tels nombres sont : 71 13
,
17

.
39 - sont les générateurs

de (21227)
*



i) De meme façon comme dans ()

(2(332) = (2/321x(2122) *

Can 33 = 3 . 11 et 3111 = 1

Don 121332) est cyclique sai 12137) * est

cyclique et (1323)* est cyclique.

Depuis 161 (2/1121 *
est cyclique.

Donc (21332)* est cyclique: (2/32)
*

est cyclique , verifions :

(2/32)
*

y(3) = (- 2) = 2

(2132)
*

=21, 23 2 = 2 #1 mod 3

= I mod 3

Don I est de lordi 2 est géneze (1321
*

De plus 12132)* est de fordie fini.

Don 12/3E1" est cyclique.

On (2132) "
et 121232)" sont cyclique

2 + (2/332) = (2132)* x(21222)*

donc (2x/33"est cyclique.


