


A anneace commutatif OA #IA

Nen1 11 . 11 possible Jnz2 ty n - 1A = 0A

Ea:/I n .1 =0

Prp : SiJn22 ty n : 11 = PA le n minimale est n =pe?
pelmier

pr : Sinon n = 1
, 12 1 . 1 =0 1 1 2 1 = 0 nil = 0

On 12 % = 0

Thm :
Def :

Si test en anneau commentatif ( to

l caractéristique de A est:

Osi * n > 2 +qu
: IA = 0A

PEP si p
. IA = On avec PAR

minimal

Caractéristique P

Hyp : Act de caracteristique O

Polynômes : 1 copomo 12 een annee

cas//k) = 0

pa(f(x) p
=

0 dego = -

p + 0

p
= and" + an.,

"
+... + a,x-

#

Def : Your 28 /(X) on dit 61a c : 74(X] avec by = a

Ex : X-11X-1 = (X-11/X + 11 Imeil qu'en withmatique

22p : Your a.
6,

c
,
d //X] a la

1918 et b(1) = al( Vu ,rt(k(X]
1018 al(ay + cr)IncalS

17



a.8 E/(X] Situation favorable a =69to
a = bq + r

I : = <by : 9z/(x] gecg]

(a = by e + a =bq) = a - a) = f(q=I
(a = bq et y(((x]g((y) = > pa = b(E
dif

Cot : 1 = 61KIN] est stable poz corst.

mult per pz/(X] gecq
pas seclement par XE/ const

Exi a : = 3x" +2x +x + 5

6 : = x +2x + 3 dir a par b

3x"+2x3 + 0 + x + 5x2 + 2x + 3

3x" + 6x3 + gx 3072

- 4x3 - 922 +x + 5
- 49

- 42 - 8x" - 123
-

- x2 +13x + 5

-x-2x - 3

159) + 8

-3)reste

Thm : Pour a .6 KIX] avec 60 · Alors 79.26KIX] uniques
+ga = by+ 2

deg b < deg 2 Las particulier bla :

z = 0 degz = -

EXISTENCE BE g ET 2
IN Edeg by -0 = degz

pr
: Si a-o ,

trivial
,prendre0 et 2: =0 degf = 0 = -0 = leg 2

OPS a to

Sidey as degb a

=
0. 6 + zien i faire



OpS deg a 2 deg b = atoC

a = xnX + an+ X"" +... + X,
X + don =deganan

+0

termes
de tête

6 = BmX* +

Bm-, X*" +... +B ,
X + Bo m =deg6 m Bm =O

9:7&Y a xnm Is .

E

a - by = xmX" + Xn - , X
* +....

Xn

-
XBmXm- yn

-

mm - Xm+
-
...

53m

Das besoin de saluter
-

= 0 t - - - - deg =n - 1

a - by.
= 21 E/k[X] degz , Lega

Si deg 2 ,
7 degb on a fini

Sinon deg 217 degb , on recommence, on note C:= deg 2 . %m

leg b

↳je. qu :=UX

calc similaire
2

, -642 =

Of fait disparaite
le terme de tête

=: 22

a - 6q.
= 4, deg 2,

2 deg a

2.- 6ye = Tr deg deg 2,

-------

2v. 1 -64e = 25 deger
< deg zo-

Comme les degrées décroissent strictement

Ju + degzeleg &

possible dey zo En

deg zu
= - Es zu = 0



Additionner

a-6490)
a - by = 2

dey 8 > degz

Unicité : a =by + 2 dey b < deyz
a = 6q1 + z dey b > degz'

=z - 2 = b(q' - 9)
= deg(2-2) = deg b + deg(g) -4)

S: 9 +9 dey (9-91)= 0

= dey(2-2)z deg b + o

Mais on sait dey/2-eltmax(degz , degzldeg (8)L
Donc 9 = 91 = z - = 0

donc z = e 2e 19 .
2) = 19.

21 13

Ry : - r = degb -

EIN 17

Lm : all*,by a =0 dey &

a = b(b)a + 0
17

En leg pour
ICA anneau

Def: Un ss-ensemble [CIFIX] est un Idéal si

(at] et b (l) = a -bEI I ssype pour +

(atI et pa/(x]gecg) = ap El

Ex: I = b(k(x] = 469 : 9/(x]ge3

Obs : [ = /(X] Es 11 pot const



pr = OK

E Puisque IEI FpzIX] pIEI donc KIXSLICKIX)

: 1 = 1k(x)

17
- Co2

Thm-exo: Tout idéal ICI est de la forme n & arecne

Thm : Tout ideal [CK[X] est principal
ind de la Forme J= dIIX] avec an de l

Fanalogue

où &EI est un polynome de degree minimal possible

pr : S: I = <03 d : = 0 olkiX]=0 =[

3: I 103 cad si I*= IK03 #0 FazI degazo
m =mindyadEI
existe

Soit dEI
*

avec degd = m

OBS : 12EI et dey 2 < degd)
#

2 =p

Soit at l glag But : a EdIk[X]

Euslidiviser

Axe
deg 2 degd

Ax2Zadi
-e donc 2 EI

OBS force z = 0

CCL : a = dq+ 0 (d(k(X]

1



Dif : proct FXk*= 1103 avecp = 1 Ret exice

P = AnS" +An s +... + do |p
=x + an- X

* "

+... + a
,x +ad) n =degp =0

Sian = 1

donc punitaire PrX +ax +.. a x
an

Det: 1(X]
:

= EX" + On -,
X* +... + 60 : 250 gly bay

....,
bo1 glog?

colynômes unitaires

n .6 /[X] pycd/a.
6) pycd/p. 91 sera unitaire

[/k(X]

Algo Enclide dans K[X]
(a. 61 +10, 01 pycd10. 6) = 6

pacd (a. b) = pycd(b, a)

OPS: 6 to

a =by + z

20 = 9,
2

,
+ 22 ley 2, dag z

2, = 9222 + 23 deg 22dey

22.2 = 92-122- 1 + 21

281
=

ge21 + o

Thm : Ze =pgalla.
6) in pr 4

Thm Beizont dans 1K(X) : Pour a.b /(X)

(a . 6) + (0, 0) J u,
v = /(X]

pycd(a . b) = au + br

Méthole : remonter algo Euclide



Exi a : = x* + zx" +2xx -X" - 3x -2

b : = x + 2x3 + 2x2 + 7X + 6

dio a par 6 avec reste

On obtient

x5 +3xy +2x) - x2 - 3x -2 = (X+ 1)(x) +2x) +2x2 +7x + 0) - 2x) - lox) - 16X -8

x +2xx + 2x2 + 7x + 6 = 1-x + z))-2x) -10x - 16x -8) + gx2 + 27X + 20

- 2x -10x - 16X -8 = 1- -X - 5)(9x2 + 27X + 18) +0

Def: pyclic , 81 = 0 on 1[X], unitaire

Ti : Tendre unitaire 9x + 27X + 18 donc pycd(d. b)= x
=

+ 3x +

tronnes tr ty pycdia.b) = au + fr

&pyd(a .b) = X" + 2xx +2x + 7x + 6 - 1- 2x + 3))-2x" -10x2 -16x -8)

- l-Ex +3)(a -(x+116)Le-ya + 1E + - Exte

RPL

pycd(a. b) = (+x - +(a + 15 + = - +x +)8
B

Thm Bezout dans KIX] : a 18 = (polynômes premiers entre eux)

↓ algo encide
Fu.rekk[X] au + bu =

pr : Si 1 = auxfr pacalca. b) dir a et divb

-spycl(ab) dir (au + bu
= pysd(6) dir I

06s : 21d dan /[X]
=> deg e = degd

pr: d = en luk[x]

= degd = dey & + leg u 7 deg e

long deypycd 19 . 812 deg1 = 0

donc pgca.bl =



06s : Va +x'(x -a1x- 21 =

a 16 =/

pr : Trouver Bejant 2=a--
E

Tous les thms wa dans I sont mais dans KIX]

grace a Algo Encl ~Begout

Thm Gauss dans KIX: 1918 = 1 et alba)al

*

po : Bezont (na + ve =
1) a

202 + vbc =

trivial alac Hyp alba

un
=> allac + rec ad al

a.b
,

c ,d ,e E/f[X]

&p : (a1 = 1 et 61c = 1) = ab1 =

Rep : 1918 = 1 et alc et 61) => abk

Dep: /di
.

1 Ri
.

= 1 Fi. izzz et Rid Ficiza) =(i c)

Thm : Youz (9
.8) + 10, 01 si di= pgcd(a . 8) Ek[X]

,
si a =da'a'((X]

6 =1816'k(X]
alors a18=

premier
Def: Un PER(X](30) est irreluctible si pe[X]c deyp31

irreductible polynome et dip => d = 1 ond =p anologue depeC
Es

nombre premier Sup : pet pl irreductibles PEP1 = P1p1= posent la

pr
: d :=pd,41 dip = d =1 on

11p1 = d =on 1=

13



Thm Enclide : Soient pireductible (X]2 a
.
6 EIIX]

,

a.6 (k[X]

Alors plab => pla onplf et si a et 8 sont premiers
=) p =doup= 6

Genecole :

plab... 2 => pla ou plo on ... on Ple

Si a 16 , .... 2 irred. = p = nou p = sou ... on p =2

9 to

Thon : Toutgelk(X] se décompose
q

= xp,...p ares & KIOS const

P1,...,PhE/[X] ,
irreductible distincts

i,,..., 1211

Cette dec est enique a permutationpres

120 : g
=( +...

Ey = xh +... EK(X],

Las1 : 29 est irreductible
=:P, FiN

Cas2 : E pas irreductible

= 4192 avec24de de, a an


