


Feuilles

Exercice
associativite

neutre

innesse

((2 , +

Fa
.
b

. c En
, (a + f) + 2 = a +10+c

otli est un element neutze

cr Fxt
,

< + o =x =0 +S

ferx + (-x) = 0 =(x) +x =) toutextIR

admet finvest donc (1 +1 est bien un groupe.

Il , XI neet pas een groupe
can il nexiste pas d'inve ese de o

(2 , +)

Idem avec (12 .+)

(CY ,
X)

Fa
.

b
,
ctC"

, (a . b) · c = alb-c)
Vx(X x . 1 =x = 2-x

fxt("7xt(* +qx . x) = 1 = x x

Donc (C" , X) est bien un groupe

Exercice 3

On G est un groupe donc FjEG +o gg:c =gig

g (g) = es) E) gigh =ges

(=y
-



Exercice Y

Soit Gun groupe et FytG g2 = es

Commutatif:a. bEG ax8 = 6x

Soit he G

On a gz = es

(g2 . n = h/g
g2hg = hy

(gh)(gh) = es

gghghh =gh
hg =gh

Don bien commutatif

Exercice 6

ex +y = 2eY

e :(
.

+ ) < (IRx)
In : /IR *, x) - ((2 .

+)

: (I
, x) > (m"+, X)

er : /Y
,
x) < (R*, X)

det : (G2(4) ,
x) < (2"

, x)

stash : /In ,
X) /I*,X E

2 +s : (2
,

+ ) <(z
,
x)

zH(z) :

zH : (4 , +)((k ,
+ )

aFbi +Idi = a - bi + 1 -di =(a + c) + 1- b -d)i

~TbitLedi = a + 1 + 1-8-d) :



Exercice 7

(Q , + ) -> (Q1
% )

f(x +y) = f(x)f(y)

expinden

Exercice 8

(6.. ) ype A
,

B sy-gpes de 16, 1

Supposons que feet sigpe de CG: )

donc AB = Sa . 6 : &EA
,

6 EB)

a. 6 (a ·81 E AB
=a.6aiA

mais 6 EB et a"EA

· ·
donc 8"a"EAB

V8"EB 6"a"EAB donc AB =BA

a"EA

Supposons que AB = BA

Donc a. 6 E AB

6'n'tBA

(a . b) · /6 :a)" = ( . b)/Gl
doncat.

= a . b - a " . O
n

EBA :AB 7 a"6"
= 6. a" EAR

= a . a .6 . 8
"

EAB donc est un sype-mu
EA EB



Exercice 10

A sype de 8

13 ssype de G

AnB ss-ype de A et de B

par le théorème de Lagrange IAMBI/IA)
et /AMBI /IBI

Comme (A)1(B) = 1 => 1A1BI =2 = > AlB = 226}

Exercice 16

Soit en groupe IIII avec IIIz1=

Soit à

On suitque I est en générateur de /2

donc o(I) = R

a = a. I = ja

Dupies le théorème du cours d=acill

1

=

egcd(a,n)
6) Pourque i soit un générateur de Enk

il faut que ocal = 0159 = n

n = pydan = pgc( , a) = 1

1) Duprès 181 Le générateurs de [112Z sont

tels a tels que pych (a, 12) =

= a = 1
,

a = 5, a = 7,
a =1

e(12) = 4(24 4 (2) = 12 2 -2) (3-1) = 2 .2 = 4



015) = 2 = = 4

05) = 12

d=u= = 2

0 (5) = je = = = 4

al Soy 20. :3 ,
10

,
5

,
83

,
10 .
5

, 5. 93

20 ,
2

, 5
,
5

.
8, Th,/Z

Exercice 9

(* , x) 34 -1 = 0

c= (z2-1)(z2 + 1) = 0

(= (z -1)(z +1(z - i)(z + i) = 0

( z (3 - 1 ,
1
,

- isi

(12X , X) x - 1 = 0

(x2- 11(x2+1) = 0

= (x -1)(x +) = 0

= xE 2 - 1
, 14

Supposons par fubsecale que p : " <*

est isomorphe
Alors 4(1) = 2 => 4H) /

= 41- 1) = -1

Donc ((i) 7 +1 et Pil+1
mais ((i4 = Plil" =H(1 = 1 =) P(i) = (ou Gil= -

c qui est absersche

Donc kX et 12" he sont pas isomorphes



Exercice 20

Si le G etait de cordinal infini, G aurait

Le nombre de sous-groupes infini, e

qui n'est pas lewas (it niga que 2).

Donc G est finie.

Comme G a seulement 2 sores-groupes alors

tout element sauf l'etement neute engerie a

car sinon : supposons qu'il existe get = 1 qui n'engendre

pas 6
, par contie it enendre an autie groupe

car G finie et <g) (G et (g) #212] car g = 10

Absurde
,

car G admet secelement 2 sous-groupes.

Donc IgEf =16 + 9 <g) =6 donc

G est cyclique.

Soit n = 16) 22

Supposons par l'absence que 4 n'est pas

premier. Alors Ed + dIn et &F 1, 2

Alors
,

notons n = *

Soitget <g groupe cyclique

(gy)) = n=
générateur de G ce qui est impossible
32 161 = n

,
don nest premier.



Exercice 13

Un = [gt( : zn = 13

Le polynome za-1 = 0 est de degée n

dont a exactement n zacines,

d'où # Un = N

Lik

On note zr = e
"

On vent trouver tous les 20 +g (3) = Un

i. & o(zk) = n

o(zk) =1 Si minumez : z = 1 = n
i. e m = n

min & me : em = 13 = n

C'est le cas ssi k1n = 1

Aloes (JK) : en EREI +y Ann =

Exercia 14

Soient nimeIN" Mn =2ze( : z = 13

as M = Et : z =1 = Gen

Mm = Ezed : zm = 13 = Ge : 1km

Supposons que nem :

Soit 3MnMm alors
Donc zE Ed =za =

Donc eldMMm CAd

Soit zEH z = 1 dom y =zan=
e+zm =zdm' = 1

Donc gEManUm = s MdCRRUm
Donc Il = An 1 Mm



6) Soit 7 : Mm con

1

fem) = f(ehi) = f(1) = 1 = flegm

Soit fleh) = e
don zikm

: e am = 0 mod n

Donc UIRM = 79ty = Rm = k=

= k = pyginimı · 4 avec ofgIn-1

Donc it
y

a n tels a possibles

Donc if y a n morphismes.

2) MmXMn E Man (=)
m1n = = d

fe)=

11/e
,
emn) = 1 = f(11 , /1) on on

Supposons par lubsende que di = m1n +1

n = dn

E m = dmit

1/le, emn) = 1 = f(11 , 11) on ma = d'a'm

1)/edii Zigdmin) == l,
= ppcm(m,n)

= IHmxHn) = dmin) + 14mm) = dim'n

L'absurde

donc UnXUm =Umn => men =



Supposons que m1n = /

11/eem) = 1 = f(1 , 1)

11l , e=Ceflet , e =(
11l , er) · fliet , e =G)G

= (eigte
7 un morphisme

1Um XUn) = ppcm/m , n) = mn

/

14ma) = un

Dona - bjective donc man =1

= > UnXUm E Umn


