


HLG ssigne Se H +) et FayeH xy-El
Thm : Les sous-groupes de (2 ,

+ ) sont n & avec n fixce.

n: Obs n := Ink : KE * gecqh c'est en sogne 10 on

y = nh

y =
nky

=
= 2 -ntxy = x-y = n =ne = n(k -2)tnz

Soit HCZ unssype gly H #P IGEH ,
cad OEH

Si H = <03, n = 02

Sinon 7ht ZMH, h + 0
= h

=

Quitte a pl hlc-hEl
WhEH htH 2 =x = h dif
Donc OPS h21

n := minChEN : h =1} #O ESIN E +C il exist el'min

neHu +neH n + n +El
- -nEH, -n -n +H

donc nICH
I

Aff: H =n pour ce n min

El carnM

po : Soitaelaby Enclidivisen a= Oe1

=
-) a - qn = 2 donc ZEl
En

Si 22
,

contradiction are

n = minimal

Donc 2 =0

Donc a = yntnZ
Cad FuelEn

c= - 4(n2

c= 4 =n21]

Ex : H = 622 = 2 .. .

..
- 10

,
- 22 : -6. 0, 6

, 22 . 10, 26 . ...



Prop important (i) HCG Ss-gpc de 6

(ii) cytel Faget

Sup : Soit G
7

. G morphisme de
ypes

HCG ssigne de G

127 F(H) =: H' est un ss-gpe de 2

(2)Si est ensype deGaldeess gde

no /11: Imf : [f(x) E6' : atH}
f(x)f(y)2"Im f

on : car Il

f(xy-2) = f(g) pour un zel
En

perfi f((a) = 16

xef(n) y%4) aloes AREU· fly)elt
It' Soye = > f(x) fly)2 en

fmorph =s flay') en'
cad xy-1Ef(n') 1

Loz * It'scogne

Pup : Je noyear Her f = f(21c3) car E 16} L G' est un

SS-gre
et L'image f(G) sont des ssoypes G', G donc 1/2103) est un ssigne

6 (6 est renss-gre def

fing 6 = 6 je sais.

Car dans l'espace d'arrivée pour dep* - inject (s Tee f = <263 f(G) = l'image est un sogre

choque voleur il yo un

sealuntecident. On f(16) = 16 pr : f(x) = f(y) (s faf(y)2 = 2c

donc pour 161 un seal antecident (=s f(xy)
2

= 2a

est 16 sif inj: Soit attent f(x) = 12 = f(sa) => a = 26 Heuf = 2

=

sikenfisoientyeG avec fle =fly)
(= (x = y

rad finj. 1

gEG ,
hel Def: Soit G un ype .

Soit HCG em signe.
UCG ss-ype On dit que n'est distingué si

y =y x h V9tGVheU gigEU Notation

y =zxg cach gHg = H gHigh : hel gecqh
siy = hiey = y+hxy

1
=h *,. REU. gUgt = 2ghyt : hel gegt

donc hest distingue On note Loi de G pas forcément
Ex 62 = 2....

-6
, 0, 6, 32

. ... commutatif H1G
-62E64
7 + 6 +(-7) = 0662 ↳ Ass-ype de G et H distingue
tzt



Anticipation

Thm : Si 116 m G/1 groupe quotient
Faux si Il pas distingué

Ex : G = I , U =m mInt

distingué ?

Obs : Si G est commutatif, tout ssype HCG est dist.

no : ghyt =ggth = hEH VgEG THER is

ou : = Etch
et h : = G Sont deux ssoypes distingues de G

is

Si Her F * G pour tout morph o
7

, 6

↓

sc-ypecrul

pr : Soits Kerf SoitgeG arbitraile But : gxg2 Ekenf

22
=
f(yxy

- 3)
ExtKenf) = f(g) . D -flgl

*

= f(d) f(g -2)
[f mozph] = f(yy

-2)
= f((c) = 22) Ok 1

Deux sypes de EX* U : = (( , 01 : **3
Hs : = < 10,y) : Y+23

U. UHc Issype NON

(. 01 + 10,y) = (1,y) avec0 *y (xg) & H. UU2

16m : Réunion de sypes par en general enss-gre
Partie PLG exP = HiUU

cad en ss-ensemble , pas forcement so-gae
ICLPX : = le ss-ype engendré par P

:= Le plus petit ss-ype de G contenant P

< PC -

sype .

<p > engendrepar
P

< P > leplas petit ss-ype contenant P



06s : Si Hi CG avec itI famille gecy
des ssoypes ,

alors ~Hi LG este ssogne de G 1
itI

LP := 1h C'est un signe lepluspetit !
PLACG

CP) contient tous les Thm : Soit PCG unepartie css-ensemble

product de tous les élément On note:[cit : NEP3

de P et des inverses de P Alors <P>: = (PL...n EG : n20 entier

: P oux: EP-2}

pr : Rose H := des , ...n : n20
.

3 : + PUp 15 But <D) EU

Affi: HCLP>

pr: Soit Si ...ntU avec xitP on SiEP. Comme PCLP> , on a DieLR

on <1:%ELP)

Comme Pest een signe par dif , il estclaie

x .... xnE LD>

Y
Affo < P> CH intersec

pr: <P) = le plus petit ssigne contenant P on 1 de tous les soigne
contenant P

Il suffit donc de ma le enssogne contenant ↑

H <e. ...nED3 Uc P

Rappel : HCG ssoype SiMFO et sycH =ytEH.
Ici He do a = 0 donc H0

x = x....nEH kiEP on ditD.

y : Y.... YmEH YjeP on Yjep

xyt = x....nym ...y 100)d = 2
- du =2

=3 .
...znzn +-- -En + m aver ZGEP on JREP

-I

El oui



Dsuitiesingleoare(2x = P
, x 6

(x) = Gxm :mt2}

18
: X. ... Xn avec XiEx} on Sit(s) cad X:=x ou Xi = X

+1

Ex: XXXXXXXXX.* = X = Xm X commute area X

XX1
= 2 =x

-2X X
-1

I

I ss-ypes sont des n2
Deux ssypes de I

, quelle est l'intersection ?

Thm : a * L * ef GECE deness-gresde

a4182 = ppm(a .8)

Aussi MIRALLE BEZOUT
(a.b) = Nycd(a . 6) 2 Poly (a.6) =2 + 26 Qu

L. engendré ! page 123 RedonneBejant" Rela.
ay(d(a, b) = na + vb

Def: Relation d'equivalence a R6 a .
btE : ensemble , si sacciones

(1) Réflexivité a Ra Satisfaits :

(2) Symitzic aRb => GRa Ex: a = f mod a
-

(3) Transitivité (nR8 et GR2) =s aR

Déf: Soit Eun ensemble et R une relation d'equivalence ser

cetensemble. On note la classe d'équivalence d'un élement atEglg

Up(n) = [SEE : x Ras = "tous les élemts de E qui sont équivalents à a

Ex : Amon(a) = {bEX : be mod ns

Dep :

HorsementtaOni sintéesectent sont égales :

ExoI - F (p(a)n(p(f) => Cr(a) = 4218

131 On bien Cinlal =Cr1b) on bien UnlalUr16) =0

(4) Sour a . 6

Up(al = (r(f) =sa (p(b) beCr(a)

(Cp(a) = CCr(t) on Upla 1Ur18) =0



NV121: Si ExeUrla)1(R18)
Lad aRx et sRf

Alors ,poury Eplanitaire
lyRa ef aRx) =s (yRx etcRGl

=> gR6 ad yECRIf)
donc Urla) <Cr18

Inclusion inverse : preuve similaire

CCL : Uilal = Cr/b)

Déf: Une partition de E
,
L'estE =Ut: AiCE sc-ensemble ame

AilAj = 0 Vitj
Ai 70 Vi

Thm : Pour une 229o deg. R seen en ens
.

E
, on a la partition :

Classes d'équivalences sur E

distinctes forment une E =UCR(ai) certans a : E
iz[

partition de E

Ex : Enz : = 20,
1, . ..,

n23

Notation : Gare HCGss-gre 16 ,
#) pas forcet commutatif

pour atG noter al = Lah : htH3
R Ha := Cha : heH} (7y)En = H

-yx pareil

Ezp : La relation xgy difpar sizyEl

& irredictible
gauche sont d'équivalence

La relationMy dif par yo EH

droite liune à L'autre

prg : (1) Sug Six = 1cel Ok

22) xrgy cad cityel => bidyl
*EH" = Use-ye

aid yXEU cad y egx
(3) /xvgy et yvggl cad (idy H et yezzl)

= xyyzztH n .0 EH = ) UNEH ss-gne

cad sidzEU cad angz
!



↓
pas de symbole new pour exr

06s : Si (G . x) Commentatif UAVENAU Faved
,

does ergyxray

Notation : G/H := [5]: E6} classes dep agauche mod H

41G = = 2j : yz 64 desite
# engal

Il
commutati

Ex : /I in daices à go et a droite

Rip : Down fous x,yz b

x-gY Esci2 My
I

I

nu
: digenEstenc

New
tun

= <(ei2)En

(= y
- d

vex
- 3

(= x -y D

CCL : L'application d'inversion :

111 : Gl > HIG

58 = x
d

est bijective

Co2 : #chesses deg gauche = # classes d'ep droite

Notation: CytG ergyz = 22

= 2YEG : cizy +43
= Ly = G : =ht siy =2}
= 49 :

y
=xh)

=
xH

CCL : & = Ex: Et ZinZ
* -

Xa = HX k = k +n2 = kx 2



[GiH] Le nombre Déf: L'indice d'un sc-ype HLG c'est :

de classes d'équivalence
[G : HS : = Card classes (agauche on a droite) module 4

= a autorise

Ex:

[X :nz) = <Inz = n

Sep : Sour ULG sigge les pptès sont équivalents
(i) H G est distingue
(ii) xH = Hx Ex G

(iii) xHx+ HUxG
Alois classes à gone et classes adtes coincident.

Thm : SiRCH2G soypes,
alors (G:K] = [GiH] · [Hik]

Than de Lagrange: Soit Gun ype avec G = Card G La fin;

Alors prom toutss-gre HCG on a G = [GiH] · /H1

d'où 141mise

pr: Poser 2 : = [6: H] = # classes mod H

Representants 2
.

&
, 58....2 de ces 2 classes

aid X. U
,

xeH
.... XeH

Disjointes donc

G = X. HUxcHU ... Vx- H

(G) = (H) + (H) +... + (H) = 2(H) = [G : H] · 1H)

1

Lm: (xH1 = /H) Fatl fixe
nr: H-xH bijection d'inverse

h1 yh

Ha XH

fk K

D




