


Déf : Soit A =(A . +, X) .
On note

A = [atA : Ja'ttare ac =113 groupe des inversibles deA

Ex : 2
*

= 22 . 93 Ex : Enz = [a : a la = 23

Bijout *: Juve & cautral mod n

Sie Ein2 ai = 1

ty a 1n = 1

Alor il existe inverse Asso : (A"
,
x) est un groupe

de

prpar Bezout 063 : a unique

P8m : Bop deIn*

Comparer entre eux ?

Sile : XImnt m XImE et Zin *

Préliminaire théorique :

Commentatifs,
Produit des anneaux Déf : A

,

B anneaux (A+A, ) ,
(B

,
+B. B)

commutatifs

AxB : = [ (a .
b) : a A

,
btB3 JAXB = (11 .

EB)
(a

.b) + (a
,
6) := (a+ a

,
b +6) OAxB = (01

, OB)
(a

,
b) x(x,

6) : = (axx
,
bx6)

groupe

Lzp : Le ge des inversibles /AXB)" = A
*

x B
*

12: (a ,
b) x (01,

8 = /na'
,
66') = (1

, 1)
a inverse de a

,
l'inverse de l

ZImnZ =
mn 2/mz = m 21nz = n

28, I, ..., n23

Rappel : E ,
lELG2

,
F

,
(F) c +

DE = EXF : /El . /F)
? in chose ?

En: (EIm2 +Zinz) : min = (EimnZ)



Iso := "L mame" MORPHISME = "application conservant la Forme"

Tsomorphismes :

bijection
2/mn 2

-
> [ImExIn

f
Mosphisme respecte mozphisme d'anneaux
les Coi entre 2 Structures

(A, ) (B
,

x) Déf* Un morphisme d'unasau ,
c'est une appl

f: A - > B

morphisme : a, 02 EA (A
,

+1 , x1) 7 c(B
, + Xi)

-> fla,a) = flu . ) x f(az) Satisfaiscent
- f((A) = Ci

(2) F(a +1x) = f(a) + i fait Faci A Si de plus
A = B ,

+A = +32 + XA =x,

(2) f(u x aa) = f(a) Xif(a) donc on appelle
cet is omorphisme :

(3) f(01) = OB Auto morphisme

(4) f(11) = 11

Iso-mopisen dep : Sit bijective ,
on dif isomochisme

=>

=

morphisme bijective Défi Nogen dif NeufSal =6)
: = [f(u) +B : atAl

-(A,
:A , xA) Déf : Un sous-anneau B d'un anneau A , c'est enss . ensemble

BCA SS-annexes satisfaisant
si b

., batB bi betB (1) 86
,6'tB36 +AbEB

b
, xAb2tB (2) 86

,
6'tB6XA6'EB

& (3) IAEB ,
OAEB

I
Simplement c'esten

ss-ensemble de A Fait : (B ,
+Alp , X1(p)

qui grande les toi internes

de A ↳2p : Soient (A , +A. XA) .
(B ,

+i , XB) deas anneaux comment.

Tout morphisme des anneaux F : A >B

poly est un morphisme entre les groupes des inversibles
p92 de ces anneaux : fix 7 Bx

pep 32 . 4



Thm** Sim1n = S dois Limnt et ElmEXEInE
sont iso morphes

+ motivation poly
p94 p96 , the 33 . 5

Mr: Zimn deuxmorphismes
Im fu

Zim /n

X

fm
mod ma

.

fa

*modmbienmini ?
- mod n

X = x +kmn
X = X dans 2/mn2

I ↳
X mod m

X'mod m

x - x = kmn
= (kn/m

X - X
.

= 0 Modm

LCL : L'imagedex mod ma dans Im I

me dépend du X. X,
X" : choisi

for et En bien définies

Aff : Fiest un morphisme d'anneaux

per : a +mak

61malwa
+ mac + b + mat modm
-o -0

autres représentants at mnR'ormae8 mod m

⑮
Zone on a bien fm( +E ) = fi(a) + fm(E)

T

dansma
* addition dans [/m2

De même
, on vérifie que Flax) = fi(a) xfm(8)

T

dons(mn2
↑ dans Zim 2

Enfin , fm() = 0
, fu(j) : i



Thm** Sim1n = S dois Limnt et ElmEXEInE

fraphisme déjà montré sont iso morphes
m = n = 2

pas f:/mn < 21m2 <In2
isomorphisme

Xmod on 1(Xmodm ,
X modn)

XI mis, flcaphismes
fest un isomorphismeor

iso morphismes = bijection morphismes un

Carcinous Igaux i gauche et a droite = In

Rappel : E
F

. F avec IE) = /F) < +

On monter que finjective = bijection Es f injection

It suffit ici de my f injective

Soient Xix'EXInn 2 avec :

f(x) = JDi) But : my
X = X

f morphisme ↓

f(x) = f(x) - f(x) = 0zmzxzin]
y

yeZimnfly) = 10, 0 dans le produit
↓ Il

by mod m
, y modn)

=10.0)

y est mult de m y
= mk = n2

->
m div mais 11 = 1 donc m Il

et y est mult de n donc 1= m2

H y : nme l = 0 mod ma

done y mult de ma

y : 0 dans /mn

cad X = x D



Thm : En restriction auxypes des inversibles

Bijection

(Elmnt
*

21(2/m2(x(zinz)
*

est un isomorphisme de groupes pourtu multiplication

a avec Fai
,
an = 2

a
ab a l'inverse at

6 avec 56
.

68 = (

Rappel: Indicative d'Enter 4(1) : = Cord [11a2n : ann =13
= Card [ 11n

, In , an =13
= Card (2/n2) *

Co2 : 12/mn*) : /(EximElo/(EinEl *

y(mm) = 4(m1 · 4(1) grand on 1n = 1

Thm : Sin :p ...p decp en nimbres premiers d'un

ne IN = 2 alos en : (p-p:1) ... (p-p
caz deux mbis

pr= y(n) = 4/p% p&... par) = Alp,) .4/02-y/pE permiers #

sont tjispamiers
entre ea

Lm : 4/p4) = pt-pt on Pep a = 1

10 : 4/p*) = Card1k ***: K1p= 13 On regarde te complimentaire
F:= [1 Lep2 : Cetpa pas premiers entre cass
ES C =pl avec tel et 1121p*2 , C'glag
donc it ya pad entierst non premiers avea pa
donc if y'en a px-po-d qui sont memiers awea po

D

4/99 = Gard &1*** p9 : k1pd = 23

= - Gard [1 =<p*: k1p> 13

tous nombees - nombies pas premiers avec
de 1 à x

Gard [1**p*: K1p*> 13 = Gard Lekp*: 72 +ykipe
= Gaed(2=p1(p)
= Cord [1111p

* -1} /divisépar P)

= p
-1

Donc y(px) = pa - px
- 2



Obs : Thm Fermet : Farp , Res al-2 = 1 modp

ap-2 = I dans /NE corps
7

aaP-2
= 1↑ -

àl'inverse de a

pas poly ThmEnle : Pour ne ze
,
dansII

.

Fat I avec aln = 1
.

on a

atin = I mod n

:D-PS2
...., p -2

po
:2 Aff : L'appe (kin2)

* (Inz)" est une bijo
x)(ax = :y

aidy 1y d'inverse 17

Esque : ExIzinEIG : LaxixelEinE]

Products : 1 X =c P(al fermes dans ces products
x +

(21nz)"- a est une constante

= an)7x
xe(zint)

*

o

1 = ab(n)
13



On a définie les anneaux et gies (commutatives

puis morphismes et isomorphismes
impisme bijectives

puis on définit le produit des anneous

pouce le produits on montre que les inversibles de

produit = le produit des inversibles
,
i.e (AXB)" = A * xBY

EDe plusonmonterquemorphisme entre unneussans
Onintroduit deji Zimn2 et FIm2 ,Ink

et Gard (2/mnZ) = m .n Gord(Z/m2) = m , Card([/nz)
= Card([/m2) ·Card(X/n2). De plus (AXB) = IAI-IBI(

A

Lasch -Gard
Puis on montie que morphisme [/mnl > [1m2xZInZ

est isomorphe si min = 1 -

-
1ZimnZ) " <(ZimElx(ZInE

est aussi isomozpisme

On 4111= Cord/(in21*
et RImn2)" = llzimEl" · l(kinz *

donc (mül = nim · pia
memen

CantoneMonpeutdichaiten
-

Suis on démonter = (p. -p,) ..... (p -p
4(p4 = pa -pa

-1


