


The: Tout 122 sedecompose n =,...**
pr: Sinon.

E = 2 n qui ne se décomposent par enproduit
de remiers 3

Par lubs. Et0 SoitnE minimal
-

Obs : in n'est pas premier In =p)

Donc n = dm in a em diviseur d

avec ed< pas premier

N

↓
21m cn IComme d

,
m <n

,
d.
mE

doncde
i = dm = produit de nombres memiers

CONTRAD

N. < p > < - - <Na Nombres memises

Thm 2 : ps... pa = n = a,,... 9, = s = 2

Nc = 4,

az = 9

EXTRAIRE 9i =33;k24i= 2

pr:-pa = q ... as
-

B , Thm Enclide

donc Ril q,
... =Lun des 4, ...,

95

dNi Spe) =se
2 = 5

Comme p.... Ce

Comme 9. 1 ... <95 =2

= pi = gi Fe<i22



Suite ... p ... = ......p Lpi = gi

p:B;

p.
Bi

Si di Bi (2) & : >3:

(2) di a:

L : n ...pi......
cela dit ni 1 p .........p Contredit Enclide

ai,;
symitzigt
ai:
Donc Xi =3 :

I

Ihm
: CardMerciers Cardifinik

de nombres premiers

PoserNine
= Fekk N = 2 mod uk

& iz
-

azzin... Link

Contrac Mis ,
. . .

, Xi2 31

Comod pic et aussi N =0 mod n

Lip: Soit pe5 Soit &22 exposant · Les senk diviseurs
de p cont 1.R , p, ...,paph

X fois

pr : ge divice po cad app Enclide a
= Landesp

9 =p
---
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39769Q : 570 =? mod 397

Thm : 5397 = 5 mod 397

51003975 = 5 .j = 25 . 25 = 625 mod 397 = 328 mod 397

Thm Fermet-Bis : UpEC Memier Fat I

a = a modp

ihm Fermat : UneP Fazzarec alp =engadia , a)

=pXa prest pas un facteurde
= c #0 mod M

Ca n'estdas multipledep

Alors ap = 1 mod p

Pzp : Fermat= Fermat-Bis

Re : => Soit at I Si ce to mod p ,

Hyp que Fermat BON donne

· lamoet-

↳ a" I mod p

=a mod &
↳F bis sect awes

alp =1

Si a =o mod p Rat =0 mod p
Ense

-modet mod
F bis danste cas ou

na

E: Hyp : a " = a modp Fat I

Prendre a avec alp = 1 comme de Fermet

EcrireApomo don plaa Maiset

GAUSS
=f ala""- 2) Es aP - 1 = mod Fermet 1



pr F- bis : op = 0 mod ? on i

On démonte be théorème =2maet ouigt
= 2 modde Fermat Bis

nor Rè en utilisant

le binome de Newton. Rec : Si pep premier ,
don Fatt on a

Magie (a + el = a" + 1 mod p

Alors2
me
est

= 3 mod p

no-magic : (a + 11"= + 11)a*2
+ 111a*-

+ ... +all + mod i

?= 0 mod P

Lm : Pour 11 * Ep-s on a (2) = 0 mod p

P ! P . (p-1) :

no : (2) =

KIp-:
=

2.2...k
.1.2 ... (r-4)

IN ici < p - c e + p - R & p - 2

n en hautme peut pas itze simplifié par

un facteurs en bas 21E =p-1 = ) kXP In Memical
donc lerésultat est mult de p =0 mod p 1

-

Resume : is I anneau (+, x) - a +25= 0 = a = -25

a . 25 = 2 a =2 x 2

X pas d'inverse

13 X/n I anneau 1+, x

Ex :132 = 40 ,
1 , 23 t

co 2 E

i a tinverse mult I

T
- =

= T

I . I = 1 c z" = 2 !



06smyc : 2134 = =1321403 = 21 ,
23

est un groupe de multiplication Xinex associative

id. est J élemt neutze T

Ex +0 Jx' +qXX=I

F

Déf: Un anneau A = (A, +, X) muni de +,x + q
associative : a 1 .) = (a - b) . (1) (A . + ) est groupe associativité de +

commutative : a . 6 = 6 . a commentativitéde +

0 + a = a VatA

FaeAf -a +ga +( -a) = 0

(2) X distributive / + ax(b+c) = axb + ax)

VaEA

(3) X associative
,

commutative
,
aveca-1A = Sta =a

intn'au a .a = 2 A E:
, Zinz

commutatif l'élément neutre pour l'addition

Déf : Un corps ,
c'est un anneau (A+X) , OA ,

1A
↳

l'eleit neutze

(K . +, X) qui a en plus la té pour mult

Or .
Cr Vat Or Jack to da=1k = a :a

/

a to Sinon sia = 0 , a . 0 =0

Sup : a est unique

Av : Deux inverses de a : a . a = 2
Soust2

a -d" = 1

a(a - a") = 0 = > a -a" = 0

&

06s : 213 = 20,
1

, 23 est un corps MIEUX Qu'un

ANNEAU

2/4z = 20 . 5,
2

, 53

-
Obt:

= 2- j= 2

↓ AïE2 [0 mais I . I = 0 C.I =

je vais le 2 2- 5 = [
-concentualiser AFE2 I n'd mas d'inverse oi

pour X



Déf : Inanneau (A +, X) intègre si

(i) Fa080 =10 . 6to 14 I pas intègre
↓ ar.= 0

(ii) (d =0 on b =0= ab = 0

*
(iii) 6 =0= (a . 8 = 0 are a + )

Lm : Si a +o et si a . b =a .c alors b =c

R2 : Souctz al8-11 =0 = 6 - c = 0 1

Corps
2122 L

2132 v

2/42 X

215 I ~

2)16 2 X

Tran diffProp : Tout corps (K+. X) est enma K
lesle

pr : Soient a. btA avec a to ty alab = 0

= a:a - 6 =0

=C 6 =0

Thm** Pour n22 entre
, on a equivalence entre

[ (i) n =p EP est memier

anneaui,et est intègre
est un corps

pr : (il (il
sit liil

H
in Pep Un

, Ok

(iiil (iiil

pr:" Soitpremier Soientyt &/ * avec sy = 0

(ii) But (x =0 ony =d

cad x.

y = 0 mod p

cad xy
=K .p

=> Alg =s plac on ply d'apres enclide

Es 6 = omody on y
= 0 mod p

Es (x = 0 dans 2/* on y = 0 dans [/p*)



pr:L Soit th2 .
2, ..., -13 gl

But trouver savec xx = 2

Hyp:/I integre
Nécessairement sto,

il faut trouver dans (I, ..., n=1) mod a

Asso : L'ensemble 2x ·R : K = 0
. 2 ,

2, . . .. 4- 2} a n elemt distincts

= C'ensemble [Sc . K : K = 1
.
2, . .. , -13 a n -1 eteints distincts

On admet à l'avance l'Assection

Si cela est vai on déduit que que [S12,12 . ..., xin-el3
=22 . 2, . .., a -2 .3
= 2/nz1503

necessaire : il existe à gauche k nues X. R =1

ci cherché

pr Asso : 01K
,
IKID-2 => SCR, EX. A2 mod a

E) X/K.
- K2) + 0 dans &In 2

Rappel:FO et A1 + A2

= kikt Fo
(n +0 e + b + 0) = a-070

Hyp :2Int integre 13
(il Contraposition

Rv: (i :=
non (i) (P =(QU=s(TPC-Q)

H
non (ii)

nonsil-nonn =pep cad a pas premier cad n = dm

avec 11d < n

2mcn

Dans 2/nz =/dm2 on a : d to car de /I,2, . . .
. n =7

m + 0 car me (j, [ , ..., n=27
MAIS d .

m = n = 0 dans /I

I . [ = 5 = 0 dans /42 ATEL
2/n 2 pas

intègre non (ii)
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Possible que certaine at ↳In

aient un inverse multiplicatif, même quand net

Thm : Soit 122 Pour fout at:

~ (i) aa =1 mod n

↓()in2 ame an =e

anod"icar
multiple del

#:Bezote nuten = 2 Fn
. v + 2

-o

reduction mod n

= un I mod n

cela dif que nest hinverse multiplicatif
de a dans &Int D

Dif : ( X/n2)" : Groupe des inversibles dans /I

= 2atzing
. Fa Zink avec a. al = 13

#Mat [inza1n = 23

Indicateice d Euler Def : Indicative d Enler

4/11 -> prend un nombre y(n) = a .n1=a =n : ala = 1

ef donne un nombre des

nombres entre 1 et n qui

sont premiers à n. Thm : [Restes Chinois] Soient n .. 12 .
. . .

, 1221 premiers entre eu

Ex : p/51 = 3 ca 2 .
3 , 4 ni1nj = 2 (f(itj= 2)

sont premier à 5 Alors pour tous a, 12 ..... nat ,
les epts : Ex

Y = C ,
mod n

!

X = &- mod 12

out tjzs une solution.

Si s'est une autie sol alors xx = 0mod (n . -na)



Ar : Poser a : = 1, .
. . Nice: Mite ... 12

Sone ifixé:= , ... Mie & Nite--.

06s : ai1 = 1 can Ninj = 2 Vezije
Begont:min:: = 2 / mod nillmodn; = e

;
= 1 modn:

:

Poser e: := Vini
j; 2 = 0 modn; fiti

&: X : = & ,
C,

+
...

+ die: +... + anen on vérific X = a: mod ni

(2) i12

13


