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J’essaie de modifier ces notes provisoires de temps en temps, et de les mettre sur ecampus
assez réguliérement. Je ne crois pas que je mettrai des numéros de version. Attention : méme
si ces notes sont distribuées, il restera des fautes de frappe. Ne jamais croire a fond quelque
chose, sous pretexte que c’est imprimé avec des jolies fontes (ou méme pas?). Utilisation
prévue au départ : compenser un peu les ennuis diis a ’enseignement comodal en laissant
une trace de ce que je raconterai en cours.

Désolé, c’est relativement peu dense; du coup j'espére que ca sera facile a lire, et aussi
les fautes de frappe devraient étre plus faciles a corriger.

Normalement, des exercices en WIMS doivent étre en ligne (ou y seront), avec un mode
d’emploi disponible et aussi des ressources de rappels de cours. J’espére aussi que le mode
d’emploi contient la maniére dont la note est calculée. En tout cas, en cas de question,
consultez d’abord le forum (vous avez souvent les mémes questions). Et n’oubliez pas qu'il
y a des dates limites pour faire les devoirs qui comptent !

Je rappelle encore que pour WIMS vous devez avoir moyen de vous entrainer d’abord,
mais juste un certain nombre d’essais avant que cela compte. Ce genre de chose est modifiable,
donc si vous avez des remarques, plaintes, et sugestions a faire, a la fois sur le systéme et sur
les exos, n’hésitez pas a nous en faire part.

Merci & O. Hénard, qui m’a laissé copier sans vergogne ses anciennes notes manuscrites.



Voici un certain nombre de livres qui peuvent vous aider (bien str aucun ne correspond
exactement), et qu’on m’a signalés; en fait vos retours seront appréciés (et signalés ensuite).
Cours et exercices
F. Cottet-Emard, "Probabilités et tests d’hypothéses". Ed. De Boeck.
P. Bogaert "Probabilités pour scientifiques et ingénieurs". Ed. De Boeck.
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"Calcul des probabilités : Cours, exercices et problémes corrigés", D. Foata, A. Fuchs, DU-
NOD




1 Introduction et motivations

Le but officiel de ce cours est de vous apprendre un peu de statistiques. L’utilité d’avoir
quelques notions en statistique n’est plus a démontrer, puisqu’il y en a partout et en parti-
culier en sciences, et souvent assez mal digérée on dirait.

Voici une question simple a laquelle vous saurez répondre a la fin du cours. Désolé de
prendre cet exemple. On veut évaluer le pourcentage de personnes atteintes d’un certain virus
dans une population de 50 000 000 de personnes. On dispose d’un test complétement fiable,
qu’on fait sur 1000 personnes totalement tirées au hasard et représentatives (évidemment,
c’est la partie la plus dure a faire : pas question de choisir seulement les étudants de la fac
ou les personnels d'un club de foot!). On trouve 5% de test positifs. Quelle est la probabilité
qu’en fait plus de 10% de la population soit atteinte ?

Bon, on ne fera pas que cela. On aura besoin d’un certain nombre de notions qui en fait
on un intérét en soi, on apprendra & modéliser des situations simples, et bien entendu on
ne peut pas faire de statistique sans faire un peu de probabilités avant (et en fait ¢a tombe
plutot bien, parce que c’est intéressant en soi).

Qu’est-ce que j’entends par modéliser un phénomeéne aléatoire? On veut par exemple
savoir quelles sont les chances (quelle est la probabilité), quand on lance un dé 5 fois de
suite, d’obtenir exactement cing fois un 6. Le modéle le plus simple & construire est de
dire que I'ensemble des réalisations possibles des six lancers est représenté par 1’ensemble €2
des quintuplet w = (ay, as, as, a4, as), ou chacun des cinq a; est un nombre entier compris
entre 1 et 6. Donc € est un ensemble qui a 6° éléments w; si les dés sont normaux et les
lancers honnétes, chacun des 6° éléments a la méme probabilité 67> de se produire, et un
moyen de calculer la probabilité ci-dessus est ce compter pour combien de w la propriété
correspondante est réalisée. Donc ici il y a 25 possibilités (5 choix de numéros pour le lancer
malheureux, et pour chacun 5 choix de nombre entre 1 et 5. On divise par 6° et on obtient
une probabilité 25 x 675 assez faible.

Mini-exercice (pour vous aider & vérifier que c’est clair) : quelle probabilité de faire au
moins cing fois un 67

Mini-exercice : avec quel ensemble modéliseriez vous 14 lancers de piéces pour jouer a pile
ou face?

Evidemment pour des cas un peu plus compliqués on sera amenés a faire de raisonnements

combinatoires plus compliqués aussi (donc un peu de technique ne nuira pas), mais I'idée
est la. En tout cas des raisonnements pouvant aider a calculer plus vite seront utiles, et on
devra aussi apprendre a ne pas les appliquer a tort.
Remarque. Ceci traduit peut-étre seulement mon point de vue personnel sur les statistiques,
mais je le dis quand méme. Pour moi 1'utilité principale est de tirer les conclusions les plus
complétes possibles des informations, souvent trés incomplétes, qu’on a a sa disposition. Les
exemples qui suivent vont un peu dans ce sens : plus on a d’informations, plus on peut dire
de choses. Mais aussi, parfois les stats aident a obtenir des informations qui seraient difficiles
a deviner directement.

Expérience qu’on pourrait faire en cours. Demander a chacun d’écrire une suite aléatoire,
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composée de, disons, vingt chiffres égaux a 1 ou 2. Par exemple 21211212221221121211. Puis
demander a ’audience :

- combien ont commencé par 12 ou 217 (ca devrait étre 50%)

- combien contiennent au moins une suite de 5 chiffres identiques ? J’ai pas calculé, mais
ca devrait étre une majorité.

Pas si facile d’en faire une crédible (sans lancer des piéces). Prendre une liste ou un
algorithme connu marche, sauf si je sais quelle liste ou quel algorithme....

Exemple Je vous dis qu’en Serbomalgachie, un malade de Covid sur deux est vacciné.
Devez-vous en déduire que :

- 1. le vaccin ne sert a rien ?

- 2. j’essaie de vous manipuler 7 (réponse : pas encore)

- 3 il me faut donner d’autres informations ? (oui en effet).

J’ajoute donc que 90% des personnes sont vaccinées. Cette fois, est-ce convaincant ? Pour
moi, oui. Mais vous avez le droit de penser que je cherche a vous manipuler. Mais il vous
faudra sans doute trouver une explication plus convaincante que : les chiffres sont manipulés
de toute fagon ; tous les vaccinés sont des trouillards, donc ils ne sortent pas, donc c¢’est normal
qu’ils soient moins malades; la moitié des non-vaccinés ont la maladie génétique X qui les
empéche de se faire vacciner, et qui les rend aussi particulierement sensibles a la Covid. Vous
remarquerez qu’en parlant de cela, on calcule implicitement plein de probabilités (comme
celle que des millions de personnes participent a un complot planétaire, mais qu’aucune n’ai
jamais pensé & tout raconter).

Exemple. Imaginons que le RER est organisé de la maniére suivante : un train part, disons
de la gare du Nord, toutes les 20 minutes, se dirige vers St Rémi, puis fait demi-tour,
revient gare du nord, etc. Donc & Orsay il passe un train toutes les 20 minutes dans chaque
direction. Je vais & Orsay sans regarder ma montre, et prends le premier train qui passe.
Quelle est ma probablité de me retrouver & St Rémi? Ne dites pas 1/2. Dites “je n’ai pas
assez d’information” ; ¢’est souvent cela la bonne réponse. Par contre, si je vous dis qu’il faut
39 minutes pour un train qui passe par Orsay en direction de St Rémi pour y aller, faire
demi-tour, et revenir a Orsay, 14 vous pouvez répondre : j'ai 1 chance sur 20 d’aller vers St
Rémi (pourquoi 7). Et encore, en faisant toutes sortes d’hypothéses implicites.

L’une des erreurs les plus classiques dont on devra se méfier est de considérer que des
événements (par exemple “je suis écolo”, ou “j’aime la moto”) sont indépendants, alors qu’ils
ne le sont pas.

Une illustration maintenant assez classique pour vous amuser, issue d'un jeu télévisé.
J’essaie de gagner une voiture. Elle est cachée derriére une porte parmi trois. Je fais un
premier choix parmi les 3. Le présentateur ouvre alors I'une des deux autres portes (bien sar
qui n’est pas celle derriére laquelle est la voiture). Je peux alors garder mon choix initial ou
choisir la porte que n’a pas ouverte le présentateur. Et si j’ai choisi la porte derriére laquelle
est la voiture, j’ai gagné la voiture. Quelle est I'option qui me donne le plus de chances de
gagner 7 Quelle est ma probabilité de gagner ? Réponse en TD.

Exemple. On sait (c’est ce que dit mon prédécesseur, je n’ai pas retrouvé la stat) qu’un
conducteur sur 1000 est alcoolisé. Et que le I'alcootest donne un pour cent de faux positifs.



On teste un conducteur au hasard et on trouve un résultat positif. Quelle est la probabilité
qu’il soit réellement alcoolisé ? Pourquoi n’est-ce pas forcément aussi grave que cela semble 7
[Résultat = une chance sur 10].

Exemple. Un voleur a eu la mauvaise idée de laisser trainer ses empeintes sur le lieu du
crime. Ca tombe bien, j’ai une super-base de données avec six millions d’empreintes, alors je
regarde, et je trouve une coincidence, avec une chance sur 107 que ’empreinte ne corresponde
pas. Dois-je immédiatement boucler I'affaire ?

Ce cours a un parti pris : les probas discrétes. On fera presque tous nos calculs sur des
ensembles finis (comme les exemples précédents). Ce n’est pas une théorie compléte (il est
aussi utile d’avoir des mesures sur [0, 1] ou sur R), mais cela nous permettra d’avoir une
théorie plus simple, et quand méme de comprendre les principes essentiels.

2 Ensembles et dénombrement

A la fois des notations, définitions, et moyens de calcul qui nous seront trés utiles.

2.1 Ensembles, cardinal, injections, surjections, bijections

On profite des définitions qui suivent pour rappeler aussi d’autres notations standards,
donc si certaines écritures vous paraissent étranges, familiarisez vous.

Souvent on choisira en premier un grand ensemble 2 qui contient tous les autres (qu’on
considére), et on appellera {2 un univers. Les éléments de (2 seront typiquement notés w, et
on parfois dira que w est un événement élémentaire.

Et les ensembles (donc souvent contenus dans §2) seront notés par une lettre majuscule,
comme A ou B, et il seront parfois appelés événements. On reviendra sur ces noms bizarres
quand on parlera de probas.

J’ajoute une notation personnelle qui me permettra de gagner du temps. Pour chaque
entier n > 1, on note

E,={1,2,...,n}
I’ensemble des entier compris entre 1 et n. Ce sera notre ensemble a n élément le plus simple.

Exemple. Pour modéliser 3 tirages de dés standards, on utilisera par exemple ’ensemble 2 =
(Eg)® = Eg x Eg X Fg = {(al,ag,ag) sa1 € Fg, a0 € Eg, et ag € EG}. On aurait pu prendre
un ) plus grand, comme par exemple une longue suite de nombres représentant la position
de toutes les particules du monde en tout temps rationnel, mais ce serait peu pratique et
totalement inutile. Un exemple d’événement est A = {(al, as,az) € (Eg)?; ay+ax+az = 7},
qui correspond a I’événement “j’ai fait un total de 7.

On supposera le plus souvent que tous nos ensembles sont finis (ont un nombre fini d’élé-
ments). Le cardinal de A, noté Card(A) ou encore $A est alors le nombre d’éléments de A. Je
prends le parti pris, maintenant et dans ce qui suit, de ne pas définir tout ceci de maniére plus
précise : vous savez bien ce que c’est. Je donne quand méme sans démonstration un certain




nombre de propriétés “logiques”, qui en fait se démonteraient par récurrence en faisant juste
attention a l’ordre dans lequel on démontre tout. D’abord
e Si A C B (deux ensembles finis), alors fA < §B, et si de plus A = §B, alors A = B.

Maintenant considérons des applications f : A — B. On rappelle que f est dite injective
si f(a1) # f(a2) pour tout choix de aj,as € A tels que a; # as. Dit de maniére plus
compliquée (mais trés utile en pratique), ceci signfie que pour ay,as € A, on a I'implication
suivante : “f(a1) = f(a2)” = “a1 = ay”.

On dit que f est surjective quand pour tout b € B, il existe a € A tel que f(a) = b.
Autrement dit, pour tout b € B, I'image inverse f~'({b}) = {a € A; fla) = b}, n’est pas
vide. Ou encore, I'image de f, a savoir I'ensemble f(A) = {f(a); a € A} est égale a B tout
entier.

On dit que f est bijective quand elle est a la fois injective et surjective. Donc quand pour
tout b € B, il existe un a € A unique tel que f(a) = b (I'existence parce que f est surjective,
I'unicité parce qu’elle est injective).

Mini-exercice : dessiner des patates, des croix, et des fleches (devrais-je dire des dia-
grammes 7) correspondant aux trois situations et contre-exemples.

Revenons aux cardinaux, et énoncons les propriétés faciles promises. Dans ce qui suit, A
et B sont des ensembles finis.
e S'il existe une application bijective f : A — B, alors A = {B;
e En fait, fA = n si et seulement si il existe une bijection de E,, dans A (en bref, on peut
numéroter les éléments de Al);
e [l existe une application injective de A dans B si et seulement fA < B
e [l existe une application surjective de A dans B si et seulement A > B
e (trés utile) Si A =fB et si f: A — B est injective, alors elle est bijective;

e (trés utile) Si A =B et si f : A — B est surjective, alors elle est bijective.
Et signalons déja que

(2.1) Card(P(A)) = 20ardA)

ot P(A) désigne I'ensemble des sous-ensembles de A. Démonstration plus bas.

2.2 Fonction indicatrice

Passons a la fonction indicatrice. Certains disent fonction caractéristique, mais pas les
probabilistes ni les statisticiens, parce que pour eux la fonction caractéristique est autre
chose (une transformée de Fourier en fait). Corrigez moi si je dis fonction caractéristique par
mégarde ; en principe il n’'y en aura pas dans ce cours.

Soient €2 un ensemble et A C €2 un sous-ensemble. La fonction indicatrice de A est la
fonction notée 1,4 (ou parfois aussi x4), définie sur €2, a valeurs dans {0, 1}, et définie par
les conditions

(2.2) Ta(w)=1siweAet Iy(w)=0siwe\A
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(donc 2\ A est notre notation pour le complémentaire de A dans €); quand il n’y a aucun
doute sur qui est €2, on pourra aussi noter £¢ = Q\ A).

Notez que si A et B sont disjoints, alors 14,5 = 14+ 1 ; c’est facile mais c’est pratique
(démonstration dans une seconde). J’en profite pour rappeler que AUB est I'union de A et B,
définie avec une notation que j’utiliserai tout le temps par AUB = {a €Q;aeAouac B},
alors que l'intyersection est AN B = {a €Q;ae€ Aeta€eB } Certains préférent mettre
une barre verticale |, ou deux points, a la place de mon point virgule central ; chacun son
gout. Donc, pour A, B € P(Q),

(23) 1AUB:]1A+]IB_1AOB-

Je vais le faire pour cette fois, mais les propriétés suivantes du méme type sont laissées en
exercice (je prétends facile). Je rappelle d’abord que ceci veut dire que 14, p(w) = 14(w) +
1p(w)—1anp(w) pour tout w € Q. Donc je prends w € € et je vérifie la formule en distinguant
les quatre cas possibles. Si w € A et w € B, les 4 fonctions indicatrices valent 1 et le résultat
est vrai. Siw € Aet w ¢ B, 1yup(w) =1, 14(w) =1, 1p(w) = 0 et 145(w) = 0, donc la
formule est vraie. Si w ¢ A et w € B, on fait pareil (en échangeant les roles de A et B);
je vous laisse faire. Enfin si w ¢ A et w ¢ B, toutes les fonctions indicatrices sont nulles et
la formule est encore vraie. Notez au passage que (avec le méme genre de démonstration ;
distinguer 2 cas)

(2.4) lae=1—1,4 (on rappelle que A°=Q\ A).

Plus généralement, on dit que les ensembles Ay, ... A, forment une partition de ’ensemble A
quand A est I'union disjointe des A;. Disjointe signifie que les A; sont deux a deux disjoints,
ou autrement dit A; N A; = quand 7 # j. Et si Ay,... A, forment une partition de A, alors

> La, =1a,
j=1

ou dit de maniére plus explicite, > 37, 14;(z) = 14(z) pour tout = € Q. Et en effet, les deux
membres sont nuls si x n’est pas dans A, alors que si x € A, le second membre contient
exactement un terme non nul (égal a 1), correspondant & 'unique A; qui contient z. Dans
le cas o A = €2, on trouve que

Z 14, =1 quand les A; forment une partition de (2.
j=1

Parfois on utilise 14 pour compter les éléments de A : vérifiez que

(2.5) 1A= 1a(w)

we

et en déduire par exemple que §(AU B) = A+ B — (AN B).
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Enfin démontrons (2.1) (le fait que Card(P(Q)) = 224V 4 I'aide de la fonction indi-
catrice. D’abord notons que la fonction indicatrice de A caractérise A, au sens ou 'on peut
retrouver A & partir de 1,4, puisque A est I’ensemble des w € Q tels que 14(w) = 1. De
plus, pour toute function f : 2 — {0, 1}, il existe bien un ensemble (unique) A C 2 tel que
f = 14, a savoir l'ensemble des w € Q tels que f(w) = 1. Je viens de dire laborieusement
qu’il y a une bijection entre P({2) et ’ensemble des applications de € dans {0,1}. Donc il y
a autant de parties de Q que de fonctions f : 2 — {0,1}, et on va voir que ce nombre est
2Card(4) Ep fait vérifions carrément un peu plus.

Proposition 2.1. Si A et B sont des ensembles finis
(2.6) il y a ezactement (4B)* applications f : A — B.

On fixe B et on démontre ceci par récurrence sur le nombre d’éléments de A. Si A a un
seul élément a, il s’agit juste de définir f(a) et il y a bien §B = (#B)"! possibilités. Donc la
formule est vraie quand A = 1.

Et si la formule est vraie quand fA = n (avec n > 1), on va montrer qu’elle est encore
vraie quand fA = n + 1. On se donne A tel que 4 = n + 1. On choisit n’importe quel
élément a € A. Et on observe que choisir f : A — B, c’est exactement la méme chose que
choisir la restriction de f & A\ {a} (choisir les valeurs de f sur le complémentaire de {a}), et
ensuite choisir f(a). Pour la restriction de f & A\ {a}, 'hypothése de récurrence dit qu’on
a exactement (§B)" choix. Et pour chacun de ces choix, on a encore §B choix pour f(a). En
tout, cela fait (1B)" x B choix, donc bien (1B)""! comme annoncé. O

On finit par des applications faciles des propriétés de 1,4 sur les cardinaux, & démontrer
par exemple en utilisant (2.5) (on pourrait le faire directement!) :

e CardA° = Card() — Card A ;
e Card(AU B) = CardA 4 CardB — Card(AN B);

e Si Ay, Ay, ... A, forment une partition de A, alors CardA = Z;“:l CardA;.
On a déja parlé de la premiére ; la seconde est encore plus simple, et pour la troisiéme il
s’agit de calculer une grande somme en regroupant par paquets.

2.3 Ensembles produits

On en a déja vu un ou deux (pas pu m’empécher). Donc si A et B sont deux ensembles,
le produit est

(2.7) AxB={(a,b);ac Aetbe B}

et c’est un ensemble qui a Card(A)Card(B) éléments. Démonstration possible en notant
que les ensembles {a} x B, ou a € A, forment une partition de A x B. Or chacun des ces
ensembles a exactement Card(B) éléménts, et il y a Card(A) ensembles, donc c’est bon.
Exercice : remplir les détails.



En général on note aussi
(2.8) Al x Ay . Ay = {(al,...an); a; € Ajpour 1 <j < N}

des produits plus gros, et (aq,...a,) est appelé un N-ulet (couple quand N = 2, triplet
quand N = 3, etc.). On vérifie que

N
(2.9) Card(A; x Ay ... Ay) = Card(4;) ... Card(Ay) = [ ] Card(4;).
j=1

Ceci se démontrerait par récurrence en jouant aussi un peu avec les définitions (noter par
exemple que A x B x C peut étre identific & A x (B x (). Pensez pour vous souvenir
qu'un choix de N-uplet, c¢’est un choix successif de N éléments, le nombre de possibilités se
multiplie & chaque fois.

Il y aurait plein de vérifications faciles a faire. Notez par exemple que si A; C Q; et
Ay C 9, alors la fonction indicatrice de A; x Ay = {(xl, T9) €Dy X Qo x1 € Ay et a9 € Ag}
dans 2 = ; x {2y est donnée par

(210) 1A1XA2(x7y) = ]lAl (aj)]lAQ(y) pour (:Evy) € Q1 X QQ~

Regardons quelques cas particuliers de tout ceci. Notons encore FE, notre ensemble de
référence a n éléments. On s’intéresse souvent a l’ensemble E?. qui est donc ’ensemble des p-
uplets a valeurs dans F,,. Et par abus de langage on le notera parfois n? ; j’essaierai d’éviter
mais je ne suis pas seul au monde. Au moins, c’est cohérent, puisque le cardinal de cet
ensemble produit est n? (le produit de n = §F,,, p fois).

Revenons encore sur (2.1) et sa généralisation (2.6). Soit £, notre ensemble & n éléments.
Une fonction de F,, dans B, c’est exactement la donnée, pour 1 < j < n, d'un élement b; de
B. Donc c’est pareil qu'un n-uplet de B™ = B x B... B (n fois). Autrement dit, on vient de
voir qu’on peut identifier I’ensemble des applications de FE,, dans B avec ’ensemble B™ des
n-uplets d’éléments de B. Pour moi identifier signifie trouver une bijection (naturelle) entre
les deux ensembles.

Du coup, quand on compte le cardinal de ces ensembles, on trouve la méme chose, a
savoir Card(B)"™ pour B", donc aussi pour le nombre d’applications de F, dans B ce qui
est conforme & ce qu'on a dit dans (2.6). Ici on s’est mis dans le cas o A = F,,, mais le
cas général aurait été pareil. A cause de ceci, certains utilisent aussi la notation un peu
abusive B4 pour I'ensemble des applications de A dans B (en tout cas, le nombre d’éléments
correspond, et on a un moyen “canonique” d’identifier ces deux ensembles).

Exemple : & nouveau une remarque sur (2.1). On a dit que se donner une partie de
(un ensemble A C ), c¢’est pareil que se donner une fonction de © dans {0,1} (ou Ej si
vous préférez, ajoutez 1 a la fonction). Donc bien siir il y a autant de parties de Q que
d’applications f : Q — Es, a savoir 262144,
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2.4 Permutations de n éléménts

On se rapproche un peu de ce que j’appelle dénombrement.
On reprend mon ensemble F,, = {1,...,n} a n élements.

Définition 2.2. Une permutation a n élements est une application bijective de F,, dans E,,.
On notera S,, I’ensemble des permutations a n élements.

Proposition 2.3. Le cardinal de &,, est n! =n(n—1)...1=[[_, j.
Plus généralement, si A et B sont deux ensembles a n éléments, le nombre de bijections de
A dans B est toujours n!.

Par convention, on pose 1! = 1 (c’est logique) et méme 0! = 1 (¢a peut vous paraitre
moins logique mais ¢a marche mieux dans les formules ; I'idée est qu’un produit avec 0 termes
dedans vaut 1, tout comme une somme avec 0 termes vaut 0).

Bien siir, si A et B n’ont pas le méme nombre d’éléments, il n’y a pas de bijections. C’est
le second cas qui nous intéresse en général. Par exemple, combien y a-t-il de moyens d’asseoir
127 personnes dans une salle de concert a 127 places ? Clairement, c’est pareil que le nombre
d’applications bijectives de ’ensemble des 127 personnes a asseoir vers I’ensemble des sieges
de la salle. On se rend compte aussi, en numérotant les personnes et les siéges, que ca revient
a compter les applications de F,, dans FE,,.

Commencons la démonstration par le cardinal de &,,. La différence avec le nombre des
applications vu plus haut, c’est qu’on veut maintenant qu’elles soient injectives. On compte
donc le nombre de f injectives, de F,, dans E,,. Déja, il y a n valeurs possibles pour f(1). Et,
pour chacune de ces valeurs de f(1) (pensez que f(1) a été choisi), il y a exactement n — 1
valeurs possibles de f(2) (on doit éviter f(1)). Bref, il y a n(n — 1) choix possibles du couple
(F(1), £(2)).

Pour chacun de ces choix, il y a exactement n — 2 choix possibles de f(2) (on doit éviter
les deux premiéres valeurs), ce qui fait exactement n(n — 1)(n — 2) choix possibles du triplet
(f(1), £(2), f(3))-

On continue ainsi (je vous épargne la récurence inverse qui serait juste une preuve de
mauvaise foi), et on trouve qu’il y a n! choix de tout le n-uplet (f(1),...f(n)). Comme
promis.

Maintenant voyons comment passer du cas des bijections de F,, a celui des bijections de
A dans B. Il y a une démonstration raisonable, faite en cours, qui consiste & numéroter les
éléments de A, et remplacer les phrases comme “on choisit I'image de k parmi les n — k + 1
points restants de E,” par “on choisit 'image du k-iéme élément de A parmi les n — k + 1
points restants de B”, et on voit que la preuve marche pareil.

Mais on peur aussi déduire le cas général du cas particulier de maniére formelle. Je le
fais ici désolé, c’est bien formel mais comme ¢a on aura fait au moins une fois ce genre de
choses. On se donne donc A et B, tous les deux a n éléments, et on cherche le cardinal de
I’ensemble & des bijections g : A — B.

On veut montrer que Card(&) = Card(&,,) (et donc Card(&) = n!), et il suffit de trouver
une bijection Z : & — &,,. Comme on se doute que c¢’est une histoire d’identification, on
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commence par numéroter A et B. Donc on choisit une bijection h4 : A — E,, et une bijection
h B - B — En

Maintenant on définit Z. On se donne f € & et on veut définir Z(f) € &,. On fait un
diagramme avec des patates et des fleches (désolé, je ne fais pas trop faire ceci en Tey) et
on se rend compte que la seule chose raisonnable est de prendre Z(f) = hpo fohy'. Ici on
anoté h' : E, — A la bijection réciproque de h, et comme d’habitude o correspond & la
composition. On vérifie sans probléme que Z(f) : E, — E,, puis qu’elle est une bijection
(comme composée de 3 bijections). Et voila, on a déja notre application Z : & — &,,.

Reste a voir que c’est une bijection. Il s’agit, étant donnée g € &,,, de montrer qu’il existe
un unique f € & telle que g = Z(f).

On commence par deviner qui c’est. On veut que g = Z(f) = hgo fohy'. On a
été raisonables dans nos définitions, et je vous laisse vérifier, en mettant vos doigts sur le
dessin que je n’ai pas fait, que le membre de droite envoie bien FE, dans E,. On compose
a droite (c.-a-d. en “précomposant”) les deux membres par la fonction hy. On trouve que
goha = hgofoh,'ohy = hpgo f, ol on a utilisé le fait que h ' oh 4 est I'identité (sur A) par
définition de la réciproque h;'. On compose, cette fois & gauche (c-a-d. en “postcomposant”),
tout le monde par h5' : E,, — B. On trouve que hz' ogohs = hz' ohgo f = f, ot on utilise
cette fois le fait que hj' o hp est I'identité sur B. Donc on a deviné qu’il faut absolument
prendre f = h' o goha.

Maintenant on définit Z : &, — & par la formule ad hoc, a savoir Z(g) = hztogohy
pour g € &,. Je vous laisse vérifier comme plus haut, en vous aidant du diagramme que
vous avez dessing, que Z(g) envoie bien A dans B, puis est bijective (donc Z(g) € &). Il ne
nous reste plus qu’a voir que Z et 7 sont deux applications réciproques, c.-a-d. que ZoZ et
Z o Z sont toutes les deux ’application identique, sur & et &,, respectivement. On sait que
c’est un moyen de vérifier que chacune des deux est une bijection (exercice!). C’est bien de
suivre les calculs avec ses doigts, mais & ce stade on a vérifi¢ que tout a un sens et il ne rete
plus qu’a faire un peu d’algébre. Pour Z o Z on se donne f € G et on calcule

ZoZ(f)=Z(Z(f) =hg o Z(f)oha=hg' ohgo fohy' oha=f

ot on a d’abord appliqué la définition de Z (9) avec g = Z(f), puis appliqué la définition de
g=2Z(f)=hpofo h;l, et enfin on a tout simplifié. L’autre calcul est pareil : pour g € &,

ZoZ(g)=2(Z(9)) = hpoZ(g)ohy' =hpohz'ogohsohy' =g

ol on a commencé par calculer Z(f) avec f = Z (g9), etc. On a utilisé de multiples fois

I'associativité de la composition (le fait que f o (goh) = (f og)oh), qui permet d’écrire

simplement f o go h. B
C’était long, mais on a trouvé nos deux applications bijectives réciproques Z et Z, donc

Card(6) = Card(S,,) = nl. O

Moralité 1 : si on est raisonnablement str de ne pas se tromper, I’argument initial comme
quoi c’est juste une histoire de renumérotation est quand méme plus agréable. Moralité

12



2 : c’est parfois pénible de justifier pleinement; malheureusement le risque de se tromper
augmente quand on vérifie peu. J'essaierai de trouver un équilibre et ne mentir qu’a bon
escient.

Fin du cours 1, 2021

2.5 Arrangements de p éléménts de F,, = {1,...,n}

Un cran de plus dans la science du dénombrement.

Exemple. pour expliquer ce qu’on veut : calculer combien de moyen de choisir le classement
des 8 premiers étudiants parmi les 200 du cours.

Définition 2.4. Un arrangement de p élements parmin (ou dans E,) est une application
injective de E, dans E,. On note A? le nombre de ces arrangements.

On décide par convention de prendre A2 = 0 quand n < p (logique : pas d’injection de
E, dans E, dans ce cas, et méme quand p < 0 (la c’est une vraie convention). On refera
pareil pour C? plus bas et je tenterai d’expliquer.

On aurait aussi pu, de maniére équivalente, dire qu’'un arrangement de p élements de E,,
est un p-uplet (zy,...x,) € EP dont toutes les coordonnées sont différentes. Donc, tel que
x; # j pour i # j. En effet, comme précédemment, pour toute f injective on pose juste
(1,...2p) = (f(1),..., f(p)) et cela donne un p-uplet ; réciproquement, tout p-uplet vient
de la fonction définie par f(z;) = z;, 1 < i <p.

On prend p < n, parce que sinon il n’y a pas d’arrangement (ni de fonction injective de
E, dans E,,). Par contre c’est pratique de dire que A% = 1 (vérifiez que c’est cohérent avec la
proposition ci-dessous, ou dire qu’il y a un seul moyen de choisir 0 éléments dans F,,, méme
en faisant attention de bien les prendre dans l'ordre).

Essayez de vous souvenir que le plus gros est en bas (j’ai du mal aussi).

Proposition 2.5. Pour 0 <p<mn, on a

n!

(2.11) Ap:n(n—l)...(n—p—kl):m

n

Plus généralement, pour tout choix d’ensembles A de cardinal p et B de cardinal n, le nombre
d’applications injectives de A dans B est AP.

On a déja vu un cas particulier de ceci, celui ot p = n et il s’agit de compter les bijections.
Du coup pour autoriser p = 0, posez aussi 0! = 1. C’est assez cohérent (un produit sans
terme).

La démonstration de (2.11) est la méme que dans le cas des bijections, sauf qu’on arréte
le calcul plus haut. Choisir une injection f de E, dans E,,, c’est pareil que choisir f(0) € E,,
puis f(1) dans E, \ {f(0)}, puis f(2) dans E, \ {f(0), f(1)}, et ainsi de suite.

Pour le premier choix on a n possibilités. Puis pour chacun de ces choix (c¢’est important
que la suite du calcul ne dépende pas du choix déja fait), on a n — 1 possibilités pour f(1),
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puis & nouveau, pour chaque choix de f(0) et f(1), on a n—2 possibilités pour f(2) (différent
des deux autres). Et ainsi de suite. Comme on doit juste faire p choix, on s’arréte quand on a
fait le produit des p premiers nombres, c.a.d avec n—p+ 1. Si p = 1, c’est bien n (le premier
terme) ; si p = n, on s’arréte & n —n + 1 = 1, comme on a vu avant pour les permutations.
Et bien stir, si on essayait p > n + 1, on n’aurait plus personne a choisir et c¢’est aussi pour
cela qu’il n’y a pas d’injection de E, dans £,.

Il reste a voir, pour la seconde partie de I’énoncé, que le nombre calculé plus haut ne
dépend pas des ensembles choisis. Evidemment vous n’avez par envie de revivre la démons-
tration de la proposition 2.3, donc on va dire que c’est pareil : une fois qu’on a choisi
une numérotation (hy : A — E,) de 'ensemble A et une numérotation (hp : A — E,)
de I'ensemble B, construire une application injective de A dans B, c’est pareil que de
construire une application injective de E, dans E,; on vient de voir qu’il y avait exacte-
ment A» =n(n—1)...(n—p+1) = (n’_L—!p)! de faire ga.

2.6 Parties de p éléments dans E, = {1,...,n}

Cette fois on demande combien de maniéres de choisir (un groupe de) 8 étudiants dans
un amphi de 200. La différence est donc qu’on ne demande plus un classement de ces 8
étudiants.

Proposition 2.6. Pour 0 < p < n, on note C? le nombre de sous-ensembles de E,, qui ont
exactement p éléments. Alors
AP nn—1)...(n—p+1) n!

92.12 or — On _ .
(2.12) "opl p! pl(n —p)!

Plus généralement, pour tout ensemble A de cardinal n il y a exactement C? sous ensembles
de A qui ont exactement p éléménts.

Comme plus haut, poser C? = 0 quand p > n (aucun moyen de choisir p éléments parmi
seulement n) et méme quand p < 0 (une convention).

A nouveau, le gros est en bas, mais pour bien ajouter a la confusion, on utilise souvent
la notation a ’envers

(2.13) (Z):ngp!(%ip)!

Démonstration : on va utiliser un calcul qu’on appelle “lemme du berger”. C’est pas
compliqué a priori. Un berger veut compter ses moutons, mais ne voit que les pattes. Il sait
(parce qu’il connait ses moutons) que chaque mouton a 4 pattes. Il trouve 64 pattes, donc il
en déduit qu’il y a 16 moutons. Je lui souhaite quand méme bien du plaisir & compter toutes
ces pattes qui bougent.

Bon, dans notre cas, & chaque arrangement f de p éléments de notre ensemble A a n
éléments, on peut associer une partie Z = f(FE,) C A de A, qui est 'image de f, et qui a
exactement p éléments.
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Notons carrément A l'ensemble des arrangements, et Z l’ensemble des parties de A
ayant p éléments. On veut calculer N = Card(Z) (le nombre de moutons). On sait que
Card(A) = AP (le nombre de pattes). Il reste a voir comment on associe a chaque patte le
mouton qui la contient, puis que chaque mouton a le méme nombre de pattes.

On associe donc & chaque arrangement de p éléments dans A, et on comprend par la,
a chaque application f : E, — A, l'ensemble V(f) = f(E,) qui est juste 'image de f
(I’ensemble des points de A choisis, en oubliant I'ordre). Et on découpe A en fonction de
ces images. Autrement dit, pour chaque partie Z a p éléments, on note A(Z) 'ensemble des
f € Atels que f(FE,) = Z. Ce sont des ensembles disjoints, et leur union est .4 ; en fait on a
juste regroupé dans A les arrangements qui ont une méme image. Du coup, par la formule
sur les partitions,

(2.14) Card(A) = Y Card(A(Z)).

ZeZ

Mais maintenant on va montrer que chaque A(Z) a exactement p! éléments. En effet, pour
chaque Z (fixons-le pour regarder), les éléments de A(Z) sont exactement les applications
injectives f : £, — A dont 'image est Z, c.-a.-d. les bijections f : £, — Z. Et la propo-
sition 2.3 dit qu’il y en a pl. Bref, Card(A(Z)) = pl, et on a des moutons qui ont tous p!
pattes. Donc (2.14) se simplifie et donne Card(A) = >, . p! = p!Card(Z). Nos définitions
plus haut disent que Card(A) = AP et Card(Z) = N. On trouve bien que le nombre de par-
ties cherché est N = %ﬁ?. Les autres formules se déduisent facilement de (2.11), et finalement
I’argument montre que le nombre trouvé ne dépend pas de I’ensemble particulier choisi, mais
juste de son nombre d’éléments. De sorte qu’on a bien une définition cohérente de C?, et la
proposition. 0

Il y a plein de formules astucieuses concernant les C, dont je ne connais pas la moitié,
mais il est utile d’en citer quelques unes. On commence par les plus faciles pour s’aguerrir ;
ne vous inquiétez pas si ca a ’air astucieux, c¢’est pour ¢a qu’on vous les donne.

Je rappelle ma convention pour les paresseux. Plutét que de dire que C? n’est défini que
pour 0 < p < n, définissons le aussi pour p > n et méme, si vous insistez, pour p < 0, en
décrétant que CP = 0 dés que p > n (ou que p < 0). C’est pratique pour les paresseux parce
qu parfois cela évite de dire dans quel intervalle est p, et de distinguer les cas. Mais on y voit
quand méme un peu moins clair.

Passons aux formules. D’abord, des valeurs qu’il est bien ce connaitre par coeur :
)
0 __ n __
c,=Cr=1

en regardant la formule, ou directement parce qu’il n’y a qu'un choix d’ensemble & 0 (ou n)
éléments dans F,,. A peine plus compliqué,

1 _ n—1 __
C,=Cl""=n
car il y a évidemment n moyens de choisir un élément parmi n, et pareil pour en exclure un.
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Notons maintenant la propriété de symétrie (par rapport a n/2) :
(2.15) Ch?P=CP pour0<p<n

(et aussi les autres si on utilise la convention pour paresseux). Ca se voit sur la formule avec
les factorielles, mais c¢’est aussi vrai parce que le nombre de parties de F,, a p éléments est
égal au nombre de parties & n — p éléments : pour tout ensemble A C E,, qui a p éléments,
le complémentaire A° = E, \ A a exactement n — p éléments. Dit en termes ampoulés,
lapplication A — A° qui est une bijection de P(F,) dans lui-méme, est aussi une bijection
de I'ensemble des parties de FE, avec p éléments vers ’ensemble des parties de E,, avec n — p
éléments. Donc les cardinaux de ces deux ensembles sont égaux.

Pour la formule suivante, rappelons que le nombre total des parties d’'un ensemble a n
éléments est 2" ; ¢’est aussi la somme, pour 0 < p < n, du nombre des parties de cet ensemble
qui ont p éléments (on est en train de faire une partition de P(F,) en morceaux), et on a
déja calculé le cardinal de chaque morceau, puisque il y a C? ensembles qui ont p éléments.
Done, puisqu’on a tout calculé,

(2.16) 2" =>"Cr.
p=0

Maintenant, la formule de récurrence qui permet de calculer tous les C* assez vite avec
le triangle de Pascal : pour tout choix den > 1et p >0, on a

(2.17) cr.,=Cr+Cr .

Pour éviter de distinguer des cas, on utilise notre convention pour paresseux, qui dit que C? =
0 quand p = —1. Normalement, je n’aurais pas di écrire le coefficient C-! correspondant au
second terme quand p = 0, je I'ai mis quand méme, mais il vaut 0. De méme on a le droit
de prendre p = n + 1, mais alors le premier terme est nul.

Démonstration facile. On regarde E,, 1, qu’on écrit comme union de E, et de {n + 1}.
Il y a deux types (disjoints) de parties de E,4; qui ont p éléménts : celles qui ont leurs p
éléments dans E,, et celles qui ont p — 1 éléments dans F,, plus le dernier égal a n + 1. Le
premier ensemble a exactement CP éléments. Le second a CP~! (nombre de choix de p — 1
éléments dans E,,). Noter que quand p = 0, le second ensemble est juste vide (et le terme
correspondant est 0).

Notons aussi qu'il est assez facile de démontrer (2.16) avec les formules pleines de fac-
torielles. C’est assez amusant (donc faites le en exercice), mais jamais vous n’auriez trouvé
ceci sans le raisonnement avec les ensembles !

Je ne suis pas assez doué en tey pour faire un beau triangle de Pascal pour calculer les
premiers C? ; j'aurai sans doute essayé en cours.

[Sans doute juste un bonus.| Une petite généralisation (mais qui & mon avis tombe moins
souvent). On se donne A de cardinal n et B de cardinal m, disjoints, donc AU B a n +m
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¢éléments. Combien y a-t-il de parties de AU B qui ont k éléments? D’une part c’est CK .
(le membre de gauche de (2.16) ci-dessous). Mais d’autre part, c’est la somme sur p € [0, k]
du nombres des parties de AU B qui ont p éléments dans A et k — p éléments dans B. Pour
chaque p, ce dernier nombre est le produit des deux nombres C? (le nombre d’ensembles a
p éléments dans A) et de C5P (le nombre d’ensembles & k — p éléments dans B) parce que
chaque couple de choix (p éléments dans A, et k — p dans B) est associé un eu un seul choix

global, et réciproquement. Donc on trouve que

(2.18) Chpm = Zczch;p.

Pour gagner de la place, on a utilisé la définition élargie des C?, par exemple qui est que
C? = 0 quand p > n. Comme ca on n’a pas besoin de distinguer les cas pour savoir s’il est
possible ou non, pour chaque p, de mettre p éléments sans A et k — p dans B : si on ne peut
pas, le terme correspondant est 0 mais on I’écrit quand méme dans la somme de (2.18).

Revenons aux formules importantes : voici la formule du binéme, qui est trés pratique
(surtout que le triangle de Pascal permet de recalculer les coefficients assez vite), et qui dit
que pour a,b € R (ou C si vous voulez) et n > 1,

(2.19) (a +b)" ch Fpnk,

Démonstration calculatoire par récurrence. C'est vrai pour n = 1 (parce que C¥ = Cf =
1). Supposons la formule vraie pour n et démontrons la pour n + 1. On écrit que

(a+b)"" =(a+b)(a+d)" =(a+b)> Craft"™*=ad Cra*t" ™+ Chafv"™.
k=0 k=0 k=0
Le premier terme vaut
n+1
aZCk kbn k ch k+1bn k Zcp 1apbn p+1
p=1

en posant p = k + 1. On recopie le second terme en gardant p = k :

n

b = Cﬁakbnfk _ Ck kbn k+1 __ Cpapbn p+1
>l t = 3l -3

k=0

On peut toujours (pour la version paresseuse) ajouter le terme p = 0 a la premiére somme,
et le termes p = n+ 1 a la seconde, puisque ces termes valent 0. Et du coup en sommant les

deux on trouve
n+1

(a+0b)" =) [Cr! + CRla?b" T,

p=0
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Tout ceci tombe tres bien : on utilise la formule (2.17) pour remplacer [C2~ 4 C?] par C¥_,
et on trouve (a + b)"™! = Z"H CP,aPb" P+ qui est bien la formule (2.19) pour n + 1.

Démonstration conceptuelle de (2.19). On développe (a + b)™. Pour chaque terme la
somme des puissances est bien n, donc on sait qu’on va obtenir (a + b)" = >_,_, c(k)a*b"*
en regroupant les termes, et il s’agit de calculer les coefficients c(k).

Il y a 2" termes en tout (tiens, Card(P(E,))). Et a chacun des termes de la grande
somme, on peut associer I'ensemble des numéros dans le produit ot on a choisi le terme
a de la somme, plutdt que le terme 0. Le nombre de termes obtenus est donc le nombre
d’ensembles possibles, et quand on ne regarde que les termes qui donnent a*b" % on ne
regarde en fait que les ensembles qui ont k éléments (puisqu’on a pris a k fois et b le reste
du temps). De sorte que c(k) = C%.

Retour aux fonctions indicatrices Vous n’étes pas convaincu? Alors (bonus parce que
c’est compliqué) on essaie une fagon plus algébrique (mais avec des notations un peu pires)
de dire tout c¢a. Et ceci nous aménera assez prés des fonctions indicatrices.

On va donc développer (a + b) de maniére plus rigoureuse mais plus longue. On écrit le
géme du produit comme

a+b=a'b +a'%' = z:cf]b1 &,

g;=0
c’est bizarre, mais c’est vrai : distinguer deux cas. Maintenant on écrit tout le produit :

n

(a—i—b)”sz—Fb HZ asibt—ei

j=1 j=1¢;=0

Maintenant, on développe. Il y a toujours 2" termes, et chacun est associé a exactement une
valeur du n-uplet € = (g1, €9, ...¢,) € {0,1}". On trouve

(a+b)" Z I_Iasfb1 5= Z a3 ST %

ee{0,1}n j=1 ee{0,1}n

ou pour la seconde égalité on a juste calculé ’esposant final comme somme des exposants.
Maintenant on compte les termes. On regroupe tous les termes pour lesquels on a le

terme a*b" ", c.-a.-d. ceux pour lesquels on a Z?Zl ej = k. On doit montrer qu’il y en a

exactement C*. Donc notre probléme est devenu le suivant : démontrer que

(2.20)

le nombre de n-uplets € = (£1,9,...€,) € {0,1}" tels que Zej = k est exactement C*.
j=1

On peut traduire ceci en termes de fonctions indicatrices. On a vu plus haut qu'un n-uplet
€ = (€1,€9,...€n) € {0,1}", c’est pareil qu'une fonction ¢ : E,, — {0,1} (a chaque j, on
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associe f(j) = €;). Donc on calcule . f(j), et on demande pour combien de fonctions cette
somme vaut k.

Et maintenant, on sait aussi qu'une fonction ¢ : E,, — {0, 1}, ¢’est pareil qu’une fonction
indicatrice d’ensemble (I'ensemble A C E,, des j tels que f(j) = 1. Mais quand on écrit
f =14, lasomme >, f(j) devient la somme »; p 14(j), qui est exactement le cardinal de
A (voir (2.5) et se souvenir qu’ici 2 = E,,). Donc en fait, on demande quel est le nombre de
fonctions indicatrices de somme k, ce qui est pareil que le nombre d’ensembles de cardinal
k. Et ce nombre est bien C* par définition.

3 Espaces de probabilité

3.1 Univers et événements

On essaie toujours de modéliser des “expériences”, comme des tirages a pile ou face, mais
aussi des choses plus compliquées comme la situation de populations vis-a-vis de certaines
données.

On commence par définir un univers ). C’est un ensemble, et pour nous le plus souvent
il sera fini. On y pense comme & une description ou une liste de tout ce qui peut arriver qui
nous intéresse.

Fin de cours 2 en 2020

Exemple 1. Si on veut faire 7 lancers de piéce, le plus simple est de considérer Q = EJ,
qui a 'avantage d’étre simple. Ca sera bien si on décide que tout ce qui nous intéresse est
la liste des tirages successifs (donc une suite de 0 et de 1), et sans doute aussi qu’on ne veut
pas trop savoir comment chaque piéce a été lancée et par qui, et si elle risque de rester sur
la tranche, et ainsi de suite. Si on sait qu’avec de ’entrainement, on peut se débrouiller pour
affecter les probabilités de pile et faces, et qu’on veut en ternir compte, on sera sans doute
bien inspiré de prendre un univers plus détaillé, par exemple 2 = E7 | ot 'on a ajouté pour
chaque tirage le numéro de la personne qui a lancé la piéce, un indicatif de son humeur au
moment du tirage, la force du vent, etc.

Mais aussi, par ailleurs, rien n’empéche de prendre volontairement un univers plus grand,
comme 2 = E7 x EJ. On ne sait jamais; comme ¢a on pourra toujours modéliser quelques
lancers de dés en plus pour le méme prix. Et en principe, la seconde partie du produit ne
génera pas trop dans les calculs. Ou on veut se simplfier la vie : si on veut modéliser un tirage
du loto (avec 5 boules tirées parmi 49, mais je ne sais pas si ce sont les bons nombres), il
serait raisonnable de prendre pour €2 I’ensemble des arrangements de 5 points dans Fj,9, mais
apres tout rien n’empéche de prendre Q) = Ejy, et au moment d’attribuer les probabilités on
mettra 0 sur les événement ot deux des numéros sont égaux.

Ou si on s’intéresse a une variable qui pourrait étre grande (le contenu en euros du compte
en banque des 10 personnes les plus riches), rien n’empéche de prendre 2 = N'? au lieu de
sa fatiguer a chercher une borne a priori. Mais avec I'inconvénient que €2 sera alors infini,
donc qu’il faudrait vérifier que la partie théorique du cours marche encore dans ce cas.
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Si on s’intéresse aux relations entre divers indicateurs concernant une population de 10°
personnes, on peut bien entendu prendre 2 = Fjg, mais il sera probablement plus pertinent
de regrouper dans ) quelques valeurs d’indicateurs dont on pense qu’ils ont un rapport
avec le probléeme. Comme le nombre de pilules d’hydrochloroquine prises, la puissance de la
trotinette utilisée, I'age de la personne, etc.

Avec notre parti pris discret, il nous manquera sans doute des cas. Par exemple, le meilleur
moyen de modéliser le temps de décomposition d’une molécule radioactive est sans doute
d’utiliser R, mais méme dans ce cas, une approximation par un modeéle discret donnera de
bons résultats (mais en fait plus compliqués!).

Suite du vocabulaire : un événement élémentaire, c’est juste un élément de 2. Donc dans
notre exemple 1, w représente juste un jet de 7 lancers de piéces, et il y a 27 événements
élémentaires.

Un événement, c’est juste une partie de €. Donc par exemple, dans I'espace Q = E3',
un événement possible est I'ensemble des w € () dont la somme des coordonnées set 12
(correspondant au cas ou on a tiré 12 fois pile et 15 fois face, par exemple).

Pour un lancer de 6 dés, “j’ai obtenu une somme de 17”7, ou “je n’ai pas fait de 6”, sont
des événements.

3.2 Mesures de probabilité

On se donne un univers {2 non vide. Pour le moment, on suppose €2 fini, mais dénombrable
(c.-a~d. tel qu’il existe une bijection de N sur ) marcherait aussi, & condition de s’autoriser
a calculer des sommes de séries.

Dans ce cas, pour définir une mesure de probabilité sur €2, on a juste besoin de choisir
un nombre p(w) € [0, 1] pour tout w € 2, avec la propriété que

(3.1) > pw)=1.

weN

Donc on prend tous les événements élémentaires w € {2 un par un, et on leur attribue a
chacun une probabilité d’arriver p(w). On normalise en disant que la probabilité totale est
1. On appelle cette fonction p initiale un germe de probabilité.

Mais des qu’on a p, on peut tout de suite calculer la probabilité P de n’importe quel
événement A C €2, simplement en posant

(32) P(A) =3 plw)

w€eA

On appellera P la mesure de probabilité associée a p. Noter les propriétés simples suivantes,
qu’on utilisera tout le temps. D’abord,

(3-3) 0< P(A) <P(Q)=1 pourtout A€ P(Q);

et d’ailleurs

(3.4) P(A) < P(B) pour tout choix de A, B € P(Q) tels que A C B
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(on somme moins de termes), et

(3.5) P(A) = Z P(A;) quand A est I'union disjointe des A; € P(Q2),
J

parce que P(A) est la somme de tous les p(w), w € U;A;, qu’on peut répartir en somme
partielles sur chaque A;, puis sommer & nouveau.

On peut retrouver la fonction p & partir de P, parce que si P : P(Q2) — [0,1] est une
fonction avec les propriétés ci-dessus, la fonction p définie sur Q par p(w) = P({w}) est un
germe de probabilité, et P est la mesure de probabilité associée a p. On peut formaliser tout
ceci comme suit.

Définition 3.1. Un espace de probabilité est un couple (2, P), ot Q est un ensemble non
vide (fini pour Uinstant, dénombrable plus tard) et P est une mesure de probabilité sur €.
Et une mesure de probabilité sur Q), c’est juste une fonction P : P(Q) — [0,1] qui vérifie les
propriétés (3.3), (3.4), et (3.5).

Et donc on sait que les mesures de probabilité viennent de germes de probabilité.

Exemple le plus standard : la mesure de probabilité uniforme sur €2. On prend un ensemble

fini Q, et on pose p(w) = m pour tout w € . Facile de voir que c’est un germe de
probabilité, et donc

Card(A
(3.6) P(A) = CZIrnTEQg pour tout A € P(Q)

est une mesure de probabilité sur €. Vérification facile, et c’est typiquement ce qu’on prend
pour des lancers de piéces ou de dés (non pipés).

Mais pour un dé mal centré, on peut prendre 2 = Eg, des nombres p; € [0, 1] tels que
Z?:l pi, et la probabilité de tomber sur i sera juste p; (rien de trop compliqué).

Retour aux formules : pour des ensembles non disjoints (on dira aussi pour des événements
qui ne sont pas incompatibles), la formule n’est pas trop compliquée :

(3.7) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

C’est assez facile a vérifier (pensez juste a retirer les termes p(w) qui sont comptés deux
fois). Si ceci vous fait penser a la fonction de répartition, c¢’est normal, car en effet on peut
ré-écrire

(3.8) P(A) =) plw) =) Lawp(w),

w€eA we

c’est & dire qu’au lieu de sommer seulement sur w € A, on somme tous les termes mais
on multiplie au préalable par 0 tous les termes dont on ne veut pas! Et alors on peut
utiliser le fait que 14y = 14+ 15 — 1 4np puis sommer sur w € € pour démontrer (3.7). On
reparlera de ceci quand on intégrera les fonctions sur € (& traduire par “quand on on calculera
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I’espérance des variables aléatoires”). En attendant, le méme genre de démonstration donne
aussi la formule pour le complémentaire :

(3.9) P(A°) =1— P(A) pour tout A € P(Q).

En effet, P(A°) + P(A) = > caPW) + > pcaeP(W) = > cqp(w) = 1 par les diverses
définitions.

3.3 Probabilité produit

Utilité : un moyen standard de définir de nouveaux espaces probabilisés & partir d’anciens.

Voici un exemple typique. On a un modeéle pour lancer de piéce (1 = E,, muni de la
mesure uniforme), et un modeéle pour un jet de dé (€2; = Eg, muni de la mesure uniforme).
On suppose en outre que les deux lancers sont indépendants, au sens ot on pense vraiment
que le résultat du lancer de piéce n’aura aucune incidence sur le lancer de dé, ni dans 'autre
sens. Alors il est raisonable de modéliser le lancer joint par la mesure produit sur I'espace
produit (qui ici sera la mesure uniforme sur un ensemble & 12 éléments).

Définition 3.2. On se donne deuz espaces de probabilité (Q, Py), et (a2, P2). On note
Q = O x Qy lunivers produit. La mesure produit, qu’on note souvent P = P, ® P,, est
l'unique mesure de probabilité sur ) qui vérifie la condition suivante :

(3.10) P(Ax B) =P, @ P,(Ax B) =P (A)P(B) pour tout A C Q et tout B C Q.
On verra lexistence tout de suite.

On rappelle que A x B = {(a, b);a € Aeth € B} C Q; x Q. Donc, l'existence
pour commencer. Si on veut que (3.10) soit satisfait, en particulier en regardant le cas des
ensembles A = {w;}, avec w1 € Q et B = {wsy}, avec wy € (g, on trouve que forcément
P @ Po({(w1,w2)}) = Pi({w1})Pe({w2}) (car Pensemble a un élément {(w;,ws)} est bien
I'ensemble produit des deux ensembles {w;} et {ws}. Autrement dit, si p; : ©; — [0, 1] est
le germe de probabilité correspondant a P et ps : 29 — [0, 1] est le germe de probabilité
correspondant a Py, le germe de P, ® P, doit étre p, ou p : Q@ — [0,1] est donné par
p(wr,w2) = pr(wr)pz(wa).

Donc déja, on n’a pas le choix, il faut prendre pour P; ® P, la mesure de probabilité
définie & partir du germe p. On doit vérifier que p(w) € [0,1], et aussi que ) ., p(w) = 1
pour que p soit un germe. Le fait que p(w) = p1(wq)p2(wq) € [0, 1] est clair, puisque p; et py
sont des germes, et

dopw) = D> pwnw) = D pilw)pa(w);

weN (wl,wz)eﬂl X Qo (W1,WQ)€Q1 X Qo

jusqu’ici, je n’ai fait que recopier les définitions. Mais maintenant je peux remarquer que cette
somme a Card(£2;)Card(£22) termes, qu’'on peut regrouper par paquets correspondant a une
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valeur de w; donnée. Et ensuite calculer les sommes partielles et additioner les résultats. Ceci
donne

(3.11) Z p1(wr)pa(ws) = Z { Z p1(wl)p2(w2)}

(wl,wg)Eﬂleg w1€0 wo €0
= {Pl(wl) > P2(w2)} - {pl(wl)} =1
w1 €0 w2 €2 w1€Q

en utilisant la propriété de germe pour ps, puis pour p;. Donc dans cette fin de calcul on
a utilisé le fait que pour calculer la somme de tous les éléments d'un tableau de chiffres,
on peut aussi sommer les éléments de chaque ligne (ou colonne), puis sommer les sommes
partielles obtenues.

Donc p est un germe, on peut définir P = P; ® P, a partir de ce germe, et il ne reste
plus qu’a démontrer qu’elle vérifie la propriété plus générale (3.10). En fait on refait le méme
calcul que plus haut : si A C Q; et B C Qy, la formule (3.2) donne

(312) P(AxB)= Y p)= > p)= >  plo)ps(ws)

wEAXB (w1,w2)€EAXB (w1,w2)€AXB
=Y { > pl(wl)p2(w2)} = > {pl(wl) > p2(w2)}
WIEA  weEB wi€A weEB
=S {p1<w1)p2(3>} = Py(B) Y pi(wi) = P(B)Pi(A),

exactement ce qu’on voulait pour (3.10). Donc la mesure de probas P, ® P, existe et est
donnée par la formule (3.2) a partir du germe p.

L’unicité vient du fait qu’on devait choisir p comme on I'a fait, et que le germe détermine
P a cause de (3.2).

La notation standard pour p est p; ® ps. Donc

(3.13) P1 ® pa(wr,wa) = p1(wi)pa(wa).

Exemple. L’exemple le plus simple est lorsque P; est la probabilité uniforme sur I’ensemble
)y et P, est la pobabilité uniforme sur 'ensemble €25. Dans ce cas P; ® P, est la probabilité
uniforme sur ; ® Qy. C’est facile & vérifier puisque p;(wy) = m, pa(ws) = m, et
par la définition (3.13) de p = p; ® P2, p(wi,wa) = p1(wy)pa(ws) = Card(Q1)1Card(Qg) = Caré(m.

Remarque. Si on veut définir P} ® P,® P; (sur I'univers correspondant 24 x Qs x {23), on peut
procéder comme ci-dessus. On prend le germe p défini par p(wy, ws, w3) = p1(w1)p2(w2)ps(ws)
pour (wy,ws, ws3) € Q= x Qy x O3, puis on pose

P(Z) =) p(2)

weZ
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pour tout ensemble Z C €1, et la vérification que c’est une mesure telle que
P(AXBXC):Pl(A)PQ(B)Pg(C) pOUI"ACQl,BCQQ,CCQg

se fait comme avant. Evidemment, ¢a marche aussi avec plus de termes, et aussi on aurait
pu choisir de prendre P = (P ® P,) ® P3, ou P = P, ® (P, ® P3), et en méme temps vérifier
que les deux sont égaux.

Remarque. On va revenir sur cette histoire d’indépendance, dés le prochain paragraphe,
mais disons tout de suite que si la mesure qu’on a choisie sur 0 = 7 x €y est la mesure
produit, on a la formule (3.10), et on voit ceci comme une marque d’indépendance compléte
entre ce qui se passe sur €); et ce qui se passe sur {y. Notez que la formule P(A x B) =
P (A)Py(B) peut aussi s’écrire, avec des notations faciles a deviner

P({('I.Ul,CUQ); w; € Aetwy € B}) = P({(wl,wg); wy € A}) P({(wl,ng); wy € B}),
ou méme pour gagner de l’espace,
(3.14) P({w; € Aet wy € B}) = P({w, € A}) P({w; € B}),

qui est peut-étre plus parlant.

A contrario, si on sait que ce qui se passe sur les deux parties 2; et {25 n’est pas indé-
pendant, ce serait maladroit de modéliser avec une mesure produit. Par exemple, si on lance
deux piéces, mais qu’on fait lancer la seconde piéce & un tricheur professionnel en lui promet-
tant une récompense si le résultat est le méme que le premier lancer, on aura probablement
un tableau de probabilités qui ressemble a ceci :

1 1—
et p(0,1) = p(1,0) =~

p(o, O) = p(1> 1) =

avec un a € (0,1) qui dépend de 'habileté du tricheur. Notez que la somme des 4 probas est
bien 1, comme il se doit, et que quand on calcule la probabilité de trouver pile au premier
lancer, on trouve bien p(0,0)+p(0,1) = 1/2; c’est nomal, on n’a méme pas encore commencé
a tricher. Et la probabilité de trouver pile au second lancer est a nouveau p(0,0)+p(1,0)1/2,
donc on n’y voit que du bleu. C’est quand on regarde la probabilité de gagner qu’on voit une
différence.

Et P ne peut étre une probabilité produit parce que P({(0,0)} # P({(0,0),(0,1)}) x
P({(0,0),(1,0)}) (ce dernier vaut 1/4).

3.4 Evénements indépendants

On poursuit de maniére plus systématique cette histoire d’indépendance. Comme an-
noncé au début du cours, c¢’est une source de piéges classique, et malheureusement la notion
d’indépendance qu’on va définir ne recouvre que partiellement ce qu’on entendrait par indé-
pendance avec le vocabulaire courant.
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Définition 3.3. On se donne un espace de probabilité (2, P), et deux événements A, B C ).
On dit que A et B sont indépendants quand

(3.15) P(AN B) = P(A)P(B).

Au moins c’est facile. On a vu un cas dans (3.14) quand P est une mesure produit, que
A est de la forme A; x s, et B de la forme €y x Bj.

Exemple typique : on a lancé 17 fois un dé. On pense bien que les lancers sont indépendants.
On a calculé la probabilité d’obtenir 19 a la somme des 4 premiers lancers, et 24 & la somme
des 5 lancers suivant. On en déduit sans probléme la probabilité de faire les deux choses a
la fois.

Contrexemple typique : on a lancé le dé 3 fois. On a calculé la probabilité p; de faire
10 (en tout) aux deux premiers lancer (c’est assez faible) et la probabilité p, de faire 9 aux
deux derniers lancers (un peu plus grande). Je vous parie que la probabilité de faire 10 aux
deux premiers lancer et 9 au second est plus grande que p;p,. Ca ne saute pas aux yeux,
mais croire le contraire serait naif.

Encore plus clair; la probabilité de faire 11 aux deux premiers est un certain nombre
p1 > 0; la la probabilité de faire 3 aux deux premiers est positive aussi (en fait c’est py).
Mais la probabilité de faire les deux a la fois est nulle : il faudrait que le second dé donne a
la fois moins de 2 et plus de 5.

Si vous voulez étre certain que A et B sont des événements indépendants au sens de la
définition ci-dessus, le mieux est de vous assurer qu’ils sont indépendants au sens usuel de la
causalité. Ou presque (le premier lancer de dés pourrait avoir fait chauffer une face un peu
plus, ce qui la rendrait plus grande mais aussi plus légére, et clairement aurait une incidence
sur le second lancer. A un moment il faudra se résoudre a négliger ce genre d’effets.

Mais les choses se corsent ici : il se peut aussi que les deux événements A et B soient
indépendants non pas pour une raison intelligente, mais juste parce que le calcul tombe ainsi.

Par exemple, je crois que les deux événements “faire 7 aux deux premiers lancers” et “faire
7 aux deux derniers lancers” sont indépendants, mais ceci n’est pas dii & une histoire subtile
de causalité, mais plutdt une histoire de symétrie (et d’ailleurs je n’ai pas fait le calcul). Ce
qui ne nous empéchera pas d’appliquer l'indépendance (3.14) pour faire des calculs.

Exemple typique fortuit On a fait un sondage sur 100 personnes en posant 2 questions
(avez vous plus de 30 ans et préférez-vous le bleu ou le rouge). On tombe sur le tableau
suivant :

moins de 30 ans= 12 bleu et 28 rouge
plus de 30 ans= 18 bleu et 42 rouge

Quand on additionne en lignes ou colonnes on trouve 40% moins de 30 ans, 30% de bleu, et le
produit dans l'intersection. Difficile de dire que ces nombres ont une signification profonde :
c’est juste que j’ai choisi les deux pourcentages globaux, et ensuite j’ai multiplié pour remplir
la case “moins de 30 ans et bleu”. Notez quand méme que mon tableau est exactement le
méme que si j'avais pris le produit des deux mesures de proba (parce que quand j’ai les
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nombres 40 % de moins de 30 ans, 30 % de bleu, si je prend 12 bleu moins de 30 ans, je n’ai
plus le choix pour le reste du tableau. Donc quand on regarde juste les deux événements, le
tableau des 4 probabilités est un tableau de mesures produits.

Passons a 3 événements. La définition est plus compliquée.

Définition 3.4. On se donne un espace de probabilité (X2, P), et trois événements A, B, D C
Q. On dit que A, B, et D sont indépendants quand

P(AN BN D) = P(A)P(B)P(D);
P(AN B) = P(A)P(B)
(3.16) P(AN D) = P(A)P(D)
P(BN D)= P(B)P(D)

Bref on demande I'indépendance deux a deux, et en plus une condition sur les 3.

Remarque. Les trois derniéres conditions n’impliquent pas la premiére. Par exemple, on
lance 2 dés (probabilité usuelle uniforme sur Eg X Fg. On considére les 3 événements : A =
le premier lancer est pair; B = le second lancer est pair, et D = les deux lancers ont des
parités différentes. Clairement 0 = P(AN BN D) # P(A)P(B)P(D). Pourtant, A et B sont
clairement indépendants; pour A et D (ou B et D aussi), c’est facile a calculer : une fois le
premier dé lancé, on a toujours une chance sur 2 d’avoir D en lancant le second. Ou faites
le calcul du nombre de possibilités si vous ne me croyez pas

Remarque. En termes de A, B, et D il y a 8 ensembles qu’on peut calculer, comme par
exemple AN B N D¢ Donc le tableau des probabilités de ces événements est un tableau a
8 entrées. Quand on connait P(A), P(B), et P(D), et qu'on suppose 'indépendance, on a
les 4 équations ci-dessus, plus une (la somme des probabilités vaut 1), donc on a en fait 5
équations, ce qui permet a priori de retrouver les 8 nombres. En fait, c’est facile de le faire
explicitement. Je dis comment ¢a marche (bonus).

Pour AN BN D, facile, la premiére équation dit que P(AN BN D) = P(A)P(B)P(D,).

Pour AN BN D¢, vous connaissez P(ANB) = P(A)P(B), et P(ANBND), et maintenant
comme AN B est 'union disjointe de ANBND et ANBN D, vous trouvez P(ANBND°) =
P(ANn B)— P(AN BN D), que vous savez calculer. Pareil pour les deux autres ensembles
A°NBNDet ANB°ND.

Pour AN BN D¢ vous écrivez que A N B¢ est 'union disjointe de A N B N D¢ et
AN BN D. Donc P(ANB*N D) = P(ANB®) — P(AN B°N D). Vous venez de calculer le
second, il reste & calculer P(A N B¢). Mais A est 'union disjointe de AN B et AN B¢, donc
P(A) = P(AN B°) + P(AN B), ce qui permet de calculer P(AN B¢) = P(A) — P(ANB) =
P(A) — P(A)P(B). Donc vous savez calculer P(AN BN D), et les deux autres avec deux
complémentaires.

Il reste P(A°N B°N D¢), mais comme c’est exactement la probabilité du complémentaire
de I'union disjointe des 7 autres, c’est 1 — 32, ou X est la somme des précédents.
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Exemple. Si 2 = € x Q3 x 23, muni de la probabilité produit P = P, ® P,® Ps, et A; C €,
pour tout j, alors les événements

/Tl =A; X Qy x Q3 = {(w1,w2,w3; w1 € Al},

ZQ =0 x Ay x Qg = {(Wl,W2,W3; we € A2}7

et
Ag = Ql X QQ X A3 = {(wl,wQ,wg; ws € Ag}

sont indépendants. Vérification assez facile a partir des définitions.

Contrexemple. Prendre A C Q, avec 0 < P(A) < 1, et prendre B = A. On se doute que
B est aussi peu indépendant de A que possible, et en effet P(AN B) = P(A) # P(A)? =
P(A)P(B). Ou alors prendre B = Q \ A, de sorte que 0 = P(AN B) # P(A)P(B) =
P(A)(1 — P(A).

Remarque. En fait la seconde remarque dit que quand A, B, et D sont indépendants, les
probabilités des événements comme AN B°N D se calculent exactement comme si on avait la
probabilité produit. Je veux dire, si les 3 événements sont indépendants, et que vous calculez
toutes les probabilités a partir de P(A), P(B), P(C), vous devez trouver pareil que si vous
aviez la probabilité produit. Soit parce que la remarque vaut aussi pour une probabilité
produit, soit parce que vous pouvez calculer par exemple que

(3.17)  P(ANB°N D) = P(A)P(B°)P(D) = P(A)(1 — P(B))(1 — P(D))

(et un peu pareil pour les autres ensembles). En fait j’ai bien siir deviné la formule facilement,
puisque c’est celle que I'on a pour une probabilité produit.
On revient a des choses plus simples, avec seulement deux ensembles.

Proposition 3.5. On se donne un espace de probabilité (2, P), et deuz événements A, B C
Q. Si A et B sont indépendants, alors A¢ et B sont indépendants.

C’est le méme calcul que plus haut. Comme B est I'union disjointe de AN B et A°N B,
on peut calculer que P(B) = P(AN B) + P(A°N B), puis que
(3.18)
P(A°NB)=P(B)—P(ANnB)=P(B)— P(A)P(B) =(1— P(A))P(B) = P(A°)P(B),

ot on a utilisé I'indépendance pour calculer P(A N B). On en déduit bien que A€ et B sont
indépendants (la définition est que P(A°N B) = P(A°)P(B)). O

Bien siir, puisque “A et B sont indépendants” est une relation symétrique, ou par la
méme démonstration, on voit aussi que A et B¢ sont indépendants, puis que A¢ et B¢ sont
indépendants.

La formule (3.18) ressemble & (3.17), ca n’est pas surprenant. En fait, en modifiant a
peine la démonstration de la proposition (juste ave des calculs plus long), on peut montrer
que

(3.19) si A, B, D sont indépendants, alors A°, B, D sont indépendants,
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et pareil pour les autres combinaisons comme A, B¢, D¢. Pas trop surprenant, mais du coup
la formule (3.17) est plus naturelle.
Et aussi,

(3.20) si A, B, D sont indépendants, alors A U B est indépendant de D,

et pareil avec AN B. Exercice sur la remarque qui permet de tout calculer.

Remarque (la derniére!) On pour Ay,... Ay C Q, peut aussi définir “Ay, ... A; sont indé-
pendants.” Je pense qu’on n’en aura pas besoin, mais le plus simple est peut-étre de demander
que

(3.21) P(ZiNZy...Z) = P(Z1)P(Zy) ... P(Zy),

pour tout choix de Zi,...Z, ou chaque Z; est soit A; soit Af. Si cela ressemble a une
défnition de mesure produit, c’est normal, c’est fait exprés. C’est juste qu’ici €2 n’est pas
écrit comme un produit, et qu’on a trouvé les ensembles Ay, ... Ay comme cela en plein dans
Q. Il y a des conditions plus faibles qui impliquent (3.21), mais c’est trop compliqué pour
moi.

3.5 Probabilité conditionnelle

Typiquement : sachant que vous avez eu un test d’alcoolémie positif dans un controle
routier au hasard, quelles sont les chances que vous soyez réellement alcoolisé? On fait
abstraction ici de toutes sortes d’autres données complémentaires (comme le nombre de
verres que vous venez de boire).

Ou encore, quelle est la probabilité de faire de 'eczéma sachant que vous mangez des
fraises chaque semaine ? Probablement cette probabilité est un peu plus élevée que la pro-
babilité sans information sur les fraises (ou le contraire : peut-étre les gens sujets a I'eczéma
se méfent-ils). En tout cas c’est une notion simple et utile, complémentaire de celle d’indé-
pendance.

Et comme plus haut il ne faudra pas y voir des notions de causalité évidente, mais juste
un moyen de calcul. Ca n’est pas parce que manger du foie bio diminue un peu la probabilité
d’avoir un cancer du poumon (si c’est vrai), qu’il y a une relation de cause a effet directe,
ou méme indirecte trés subtile. Encore moins que dans votre cas précis, passer au bio vous
aidera.

Définition 3.6. On se donne un espace de probabilité (2, P), et deuzx événements A, B C
Q. On suppose que P(A) > 0 (on va diviser dans une seconde). On appelle probabilité
conditionnelle de B sachant A le nombre

P(ANB)

(3.22) P(B|A) = P(A)
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La notation est standard. Si P(A) = 0, penser que A ne se produit pas, et on ne peut
que s’attirer des ennuis a essayer de calculer P(B!A). Traduction immédiate mais qui a du
sens aussi :

(3.23) P(ANB) = P(A)P(B|A)

(pour étre dans AN B, il faut d’abord étre dans A (avec probabilité P(A)) puis, une fois ceci
acquis, étre dans B sachant A.

Remarque importante : toujours si P(A) > 0, A et B sont indépendants ssi P(B‘A) =
P(B). Autrement dit, savoir A ne change pas la probabilité que B se produise. A nouveau,
c’est juste un calcul, ¢a n’a pas a priori de sens philosophique.

Fin du cours 3, 2020

Proposition 3.7. Soit donc (), P) un espace de probabilité et A C  un événement tel que
P(A) > 0. Alors lapplication B — P(B‘A) est une mesure de probabilité sur €, appelée
mesure de probabilité conditionnelle sachant A, et qu’on notera Pj.

Exemple. On tire un dé (proba uniforme sur Fjg). La proba conditionnelle sachant qu’on a
fait un nombre pair (donc on prend A = {2,4,6}) est donnée par le germe pa, out pa(l) =
pa(3) = pa(5) =0 et pa(2) = pa(2) = pa(2) = 1/3. En gros, savoir A nous fait progresser
dans la connaissance et on peut réviser nos probas. Facile & calculer et pas contre-intuitif!

Démonstration. On va commencer par calculer le germe associé. De toute facon, ce sera
bien de le connaitre. La définition nous oblige a prendre

PAN{w})

pour tout w € Q. Siw € A, AN{w} = {w} et on trouve py(w) = %. Sinon, AN{w} =10
et on trouve pa(w) = 0. En concentré, pa(w) = 1 4(w)p(w).

Est-ce que py est un germe? Bien str p;(w) € [0,1] puisque p(w) = P({w}) < P(A)
quand w € A, et p(w) = 0 sinon. Il reste a voir que ), pa(w) =1, et il se trouve que

(A
ZPA(W):ZPA ZP Ai =1

weN wEA weA

parce que pa(w) = 0 quand w ¢ A, puis par (3.2). Donc pa est un germe de probabilité.
Alors la formule (3.2) donne une mesure de probabilité qu’on va noter P pour Uinstant. I
ne reste plus qu’a vérifier que P = P4. On se donne B C {2, et on observe simplement que

=Sna) = Y pal) = Y B =0T pp|)

weB weEANB weAﬁB

par (3.2) pour B, puis le fait que pa(w) = 0 quand w ¢ A, puis les diverses définitions. C’est
ce qu’on voulait O
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Désolé : c’est rarement des démonstrations subtiles, mais plus souvent un jeu de définition et
des vérifications que tout est cohérent. Il faut “juste” éviter de se perdre dans les définitions
et notations. Deux conséquences faciles :

(3.25) P(B°|A) =1— P(B|A)

quand P(A) > 0 et pour tout B C 2, puisque ceci peut aussi s’écrire P4(B¢) =1 — Pa(B),
et pareillement, si P(A) > 0 et les B;, 1 < j < k forment une partition de B,

k k
(3.26) P(B|A) = P(B) = Z PA(B;) =Y _P(Bj|A).

J=1

C’est donc bon de savoir que P4 est une mesure de probabilité. Ainsi, dans une population
qui contient des ingénieurs, des boulangers, et d’autres choses, et aussi des fumeurs et des
non fumeurs, on sait que la proba conditionnelle, sachant qu’on est fumeur, d’étre ingénieur
ou boulanger, est bien la somme des deux probas conditionnelles, sachant qu’on est fumeur,
correspondant & ces deux catégories. On a décidé qu’il n’y a pas d’ingénieur boulanger.

3.6 Formule de Bayes

Les calculs seront faciles, ce sera 'interpétation qui sera un peu délicate! Mais si vous
étes perdu (moi aussi parfois), revenez a la formule P(AN B) = P(A)P(BJ|A), parce qu’on
n’utilise pas grand chose de plus. Premiére version.

Théoréme 3.8. Soit donc (2, P) un espace de probabilité et A, B C ) deux événements tels
que P(A) >0 et P(B) > 0. Alors

P(A)

3.27 P(A|B) = P(B|A) ———=.

(327) (4]B) = P(BIA) 3
C’est bien par % qu’il faut multiplier : dans le cas ot A et B sont indépendants, on

doit trouver P(A|B) = P(A) et P(B|A) = P(B).

De Thomas Bayes, britanique né a Londres, dans les années 1700.

. : : P(ANB P(A P(ANB) P(A P(ANB
Démonstration facile : P(B|A) = 1(D(Qx) ) donc P(B|A) P((B) = ;(2) ) PEB; = ](D(g)) =
P(A‘B ). Naturellement a supposé les dénominateurs non nuls. O

Exemple. Qu’est-ce que cela veut dire? Prenons un exemple le plus simple possible. On a
dans une population 60% de femmes et 40% d’hommes. On sait qu’il y a 30% de fumeurs
dans la population générale, mais que la proportion passe a 33% chez les hommes.

On prend un fumeur au hasard, et on demande quelle est sa probabilité d’étre un homme.
On s’attend a un peu plus de 40%, mais combien au juste ?

On note H 'ensemble des hommes (de la population), F' I'ensemble des fumeurs. Les
données sont que P(H) = 0,4, P(F) = 0,3, et Pg(F) = 0,35. Le théoréme dit, avec des
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notations j’espére claires, que Pp(H) = PH(F)I;((I;)) 0,33 x (4/3) = 0,44; donc 44%
d’hommes chez les fumeurs. Statistiques inventées, naturellement, mais je me suis couvert
en disant une population.

Une remarque : on a 4 inconnues (les 4 probabilités d’intersections) et 3 probas signi-
ficatives, plus la régle que la somme des probas vaut 1. On doit donc pouvoir s’en sortir.
Mais parfois on n’a pas directement les infos comme ci-dessus, mais par exemple a la place
de la proportion totale de fumeurs, une autre donnée. D’otul le second énoncé de la formule

de Bayes

Théoréme 3.9. Soit (2, P) un espace de probabilité et soient A, B C Q deux événements
tels que 0 < P(A) <1 et P(B) > 0. Alors

P(B|A
P(B|A) P(A +PB\AC (Ae)

(3.28) P(A|B) =

Démonstration facile aussi. On écrit que B = (BN A) U (BN A°) (union disjointe), donc
P(B) = P(BNA)+ P(BNA)" = P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A°)

On reconnait le dénominateur de (3.26). On utilise maintenant le théoréme pour conclure,
ou on commence & prendre ’habitude de voir que P( B|A P(A) = P(AN B), puis appliquer
la définition de P(A|B) = P(AN B)/P(B), suivant ce qu’on préfere.

Exemple. Reprenons l'exemple des tests aléatoires d’alcoolémie. On a N conducteurs (N
grand divisible par 1000). Parmi eux, 1 pour mille sont alcoolisés. On fait passer un test a
chacun, avec des tests qui ont 1 chance sur 100 de donner un faux positif et 1 chance sur
1000 de donner un faux négatif.

On demande la probabilité, quand on a un test positif, d’étre réellement alcoolisé. Atten-
tion, ici je ne dis pas comment on calculerait ou estimerait ces probabilités en pratique; je
me contente de dire ce qu’on sait dans notre exemple.

On note €2 notre lot de conducteurs, A ’ensemble des conducteurs alcoolisés, T' celui des
gens dont le test est positif. Et on met sur §2 la probabilité uniforme. Les hypothéses sont
que P(A) = 1073, P(T¢|A) = 1073, et P(T|A°) = 1072

Appliquer le premier théoréme serait un peu plus désagréable, parce qu'on ne connait
pas P(T) directement. Bon on peut se douter que P(T) est de I'ordre de 1072, parce que
la grande majorité de la population est sobre, mais disons qu’on veut un calcul précis et
justifié.

On pourrait bien str faire le calcul en résolvant quatre équations, mais essayons la seconde
formule a la place.

On demande p = P(A|T). On utilise la formule et on trouve

B P(T|A) P(A
P(T|A) P(A) + P(T|A¢) P(A°)
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On a ce qui manque assez facilement en passant aux complémentaires : P(T|A) = 1 —
P(T¢|A) =1—-10"3 et P(A°) =1— P(A) =1 —1073. Donc (sauf erreur de calcul probable
de ma part)

(1-1073)1073 1-1073 1

1—103)103+10 21 —10%) 1—-103+10(1—107%) 11’

P

A nouveau, si vous avez un controle positif et que vous ne pensez pas avoir bu, expliquez
tout ceci au gendarme s’il est outré que vous demandiez une prise de sang. J’ai pris expres
des constantes pour un test plus répressif (on est presque str de se faire prendre, mais on
risque un peu plus d’étre ennuyé pour rien).

3.7 Indépendance conditionnelle

Définition 3.10. Soit (2, P) un espace de probabilité et soient A, B,C C § trois événe-
ments. On suppose que P(A) > 0 pour pouvoir définir les probas conditionnelles. On dit que
B et C sont indépendants conditionnellement a A quand

(3.29) P(BNC|A) = P(B|A)P(C|A).

Autrement dit, Pa(B N C) = Pa(B)P4(C). Autrement dit, B et C sont indépendants
pour P,4. Définition sans surprise donc.

Exemple. On fait deux tests virologiques (indépendants et sumultanés) sur la chaque per-
sonne d’une population. Bien entendu, pour chaque personne, les résultats ne sont pas indé-
pendants, puisque probablement le résultat sera correct. Mais on doit quand méme pouvoir
traduire le fait que les deux tests sont indépendants.

On s’intéresse aux faux négatifs (on ferait la méme genre de calculs pour les faux positifs).
On note €2 notre population, I C € I'ensemble des personnes infectées, T (respectivement
T) Pensemble des personnes avec un premier (respectivement le second) test positif. On
suppose que la probabilité de faux négatif pour un test est de 1%. Quelle est la probabilité
de faux négatif pour 'ensemble des deux tests (la personne est infectée mais on a raté le test
deux fois). Facile & deviner, mais on fait les calculs quand méme.

Notre hypothése est que P(T¢|I) = 1072, et que P(T%|I) = 1072. Notre hypothése d’in-
dépendance est que P(T¢NTE|T) = P(TE|I)P(T$)I). On en déduit que P(TENTs|T) = 1074
C’était tres logique que les probabilités se multiplient, parce que I'indépendance condition-
nelle est bien la bonne notion pour modéliser ce & quoi on pensait. Je crois que je veux
dire que si on pense a un individu donné (et qu’on oublie un peu notre ensemble fini €2, et
notre modeéle usuel ol la seule maniére de calculer une probabilité est de diviser le nombre
d’éléments d’une partie de € par Card(?), I'idée qu’on a de deux tests indépendants est exac-
tement que le probabilité d’avoir le résultat rq, puis le résultat ry soit exactement le produit
p1(r1)p2(re) des deux probabilités corespondantes. Evidemment les deux nombres p;(r1) et
po(r2) dépendent de la personne considérée, et en particulier de leur état infectieux, donc
c’est bien des probabilités conditionnelles qu’il nous faut.
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Si 'on regarde les faux positifs, le méme calcul nous dit que la probabilité d’avoir un
double faux positif est aussi le carré de la probabilité de faux positif d’un seul test.

Il nous reste & déterminer ce que 'on fera dans le cas ou les deux tests ne sont pas
d’accord (envrion 2% de la population si la probabilité de faux positifs est aussi 1%).

Remarque. Ne pas penser que si B et C' sont indépendants sachant A, alors ils sont indé-
pendants sachant A¢. En gros, ce qui se passe sur A peut n’avoir aucun rapport avec ce qui
se passe sur A°. Et prendre P4 consiste a ne regarder ce qui se passe sur A (et normaliser),
alors que P4c ne regarde que ce qui se passe sur A€

Exemple. Curieusement, il m’a fallu du temps pour en trouver un convaincant. Mais le
principe est simple. Sur A, choisir deux événements indépendants (deux lancers de piéces).
Sur A€ choisir deux événements non indépendants (par exemple, le méme lancer de piéce).
Donc par exemple lancer une premiére piéce disant si on est dans A ou pas, puis faire
Iexpérience avec deux lancers (ou un) décrite ci-dessus.

Donc on regarde la mesure de proba uniforme sur Fy x Ey x FEs5. L’ensemble A est
{0} x Ey x Ey, puis BNA={0} x {0} x Ey, BN A°= {1} x {0} x Ey (et donc B 'union
des deux). Pour C' on prend C N A = {0} x Ey x {0} (on lance la seconde piéce) mais
CNA®={0} x{0} x E, (pas la peine, on a juste repris C'N A = BN A°). Facile maintenant
de voir que sachant A, B et C sont indépendants (une chance sur deux pour chacun, une
chance sur 4 pour l'intersection), mais sachant A°, B et C' sont aussi peu indépendants que
possible (chacun a une probabilité 1/2, et I'intersection aussi).

Voici une version qui a ’air & peine plus honnéte, mais qui au fond revient au méme.
L’'Egalistan est une démocratie populaire de 1000 habitants, 500 de chaque sexe, et avec
deux chefs d’entreprise, un homme et une femme. Donc en Egalistan le sexe et le fait d’étre
chef d’entreprise sont indépendants. En déduire que c¢’est encore vrai dans le reste du monde
serait trés optimiste.

4 Variables aléatoires

4.1 Définitions

D’abord, désolé de dire ceci au risque de passer encore pour un non-probabiliste. Une
variable aléatoire, c’est juste une fonction définie sur notre ensemble (). La plupart
du temps, on les prendra toutes a valeurs réelles, mais dans certains cas on prend aussi
X : Q — R"™ (ce qui revient a prendre plusieurs v.a. en méme temps), voire autre chose.

Par exemple, prenons notre espace Fg X Fjg correspondant a deux lancers de dés. Un
exemple de variable aléatoire est la fonction qui & w € €2, associe la somme des deux coor-
données, donc X : Q@ — R est la fonction qui & w = (wy,wsy) associe X (w) = wy + wy. La
notation X (et & défaut V') est le plus souvent utilisée (plutot que f comme vous auriez
attendu).

Ou dans une population, une variable aléatoire peut étre la richesse en dollars de chaque
individu. On dit aléatoire parce que X dépend du parameétre w, qui est considéré comme
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aléatoire.

Ou dans I’ensemble €2 des éléves de la promotion, X (w) peut étre la note de w au premier
partiel. Vous voyez qu’on ne manque pas d’exemples instructifs.

Pour l'instant, pas la peine d’avoir une probabilité sur {2, mais ca viendra vite.

Si on veut une fonctions a valeurs dans R™, on peut, en posant X = (Xy,...X,), ol
chaque X est une v.a. & valeurs dans R. Rien n’empécherait aussi de considérer X a valeurs
dans C, mais si on ne dit rien, ce sera R. Et on préfére des valeurs numériques parce qu’en
fait on veut les additionner et les multiplier, mais dans la définition (et la définition de la
loi) ce n’est pas nécessaire.

Quelques notations. Soit X : 2 — R une v.a. On utilisera les images réciproques par X
des éléments x € R, a savoir les ensembles

(4.1) X '2)=X"{z}) ={weQ; X(w) =2} CQ,

ou la premiére est un abus de notation (mais ¢a arrive). Mais attention, X ! n’est pas une
fonction : parfois X ~'(x) = ), parfois il a plein d’éléments. On aura besoin de savoir que

(4.2) les ensembles X ~*(z), z € X (1), forment une partition de .

En effet I'union est disjointe (on dit aussi que les événements sont incompatibles), parce que
siw € X Yx)N X (y), alors X(w) = z et X(w) = vy, ce qui est impossible si z # y. Et
I'union de ces ensembles est 2 parce que tout w est dans X !(z) pour z = X (w).

Notons encore que X ~!(z) est bien défini aussi quand = ¢ X () ; c’est juste que dans ce

cas X (z) = 0.
On utilise aussi I'image réciproque d’un ensemble Z C R", définie par
(4.3) X MN2)={weQ; X(w)eZ} CQ.

C’est donc une partie de (2.

Et pour la méme raison que plus haut, X 1(Z)NX"1(Z") = 0 quand ZNZ' = (), et aussi
les X~ !(Z;) forment une partition de Q quand les Z; forment une partition de X ().

Il est temps de mettre une probabilité P sur €. On s’intéresse a la probabilité de toutes
ces images réciproques, et utilise des notations parfois trés peu explicites, mais que je donne
quand méme parce que méme si je ne les utilise pas toutes, d’autres le feront. La probabilité
de X7 !'({z}), ot z € R sera par exemple notée
(4.4)

PX N2))=P{weQ; X(w)=2}) = P{X(w) =2}) = P{X =2}) = P(X = ).

La derniére est franchement allusive, mais on se dit que s’il y a P() autour, ce qui est
a l'intérieur ne peut étre qu’'un sous-ensemble de 2. Les probabilistes adorent oublier de
mentionner 'argument w, sans doute plus par souci de gagner du temps que par peur d’écrire
I’aléatoire.

Et pour les images réciproques d’ensembles, on fait pareil : pour Z C R, on note un peu
indifféremment

(4.5) PX ' Z)=P{weQ; X(w)eZ})=P{X(w) e Z}) =P({X € Z}).
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Exemple. Reprenons notre exemple ot 2 représente la promotion, X (w) la note de I’étudiant
w au premier partiel. Donc pour x € R, X~!(z) est '’ensemble des éléves qui ont eu la note
x, et P({X = x}) la probabilité pour un étudiant d’avoir la note x. Bien entendu, pour la
plupart des z, cette probabilité est 0, parce que par exemple aucun étudiant n’a eu de note
irrationnelle cette année. En fait il n’y a qu'un nombre fini de x tels que P({X = x}) # 0,
en tout cas si €2 est un ensemble fini, parce que X (€2) est alors aussi un ensemble fini.

4.2 La loi d’une variable aléatoire

On va garder les notations suivantes qu’on ne répétera pas a chaque fois. D’abord € est
un ensemble (univers), muni d’une mesure de probabilité P. On suppose que 2 est fini (des
adaptations seraient possible, mais comme on dit on verra plus tard).

On se donne aussi une variable aléatoire X : 2 — E (le plus souvent £ = R), en on note
X(Q) = {X(w); we Q} CR son image. C'est aussi un ensemble fini.

Pour chaque z € E, on note px(z) = P(X '(z) = P({X(w) = z}) la probabilité que
X (w) soit égal a x. Comme en fait px(z) = 0 quand = ¢ X (), on pourra se contenter
des z € X(Q), et se souvenir qu’autrement py(x) = 0. Voici la proposition qui va avec la
définition suivante.

Proposition 4.1. La fonction px : X(2) — [0, 1] est un germe de probabilité sur X (£2).

On va le voir dans une minute. On aurait aimé dire un germe de probabilité sur E, mais
on n’a défini les germes de probabilité que sur des ensembles finis et on pense a £ = R.
Donc c’est pour cela qu’on se place sur X () (et de toute facon le reste de E ne doit pas
compter). Voici la définition qui va avec

Définition 4.2. La loi de la variable aléatoire X est la mesure de probabilité sur X ()
qui est définie a partir du germe de densité px. On la note Px. Donc par (3.2)

(4.6) Px(A) =) px(a)=) P(({Xw)=a})

acA acA
pour tout A C X(Q).

On démontre la proposition (qui est nécessaire pour définir Py ), puis on commente.
Il est clair que px(x) € (0,1) parce que px(x) est la probabilité d’un certain ensemble.
Ensuite, on doit vérifier que
Z px(z) =1.

zeX ()

Mais en fait les ensembles X ~!(z), ot # € X (), forment une partition de €2, par (4.2). Donc
1=PQ) =3, cx P(X(2)) = 3, cx(o Px(¥) par la propriété (3.5) sur les partitions,
puis la définition de px. C’est ce qu'il fallait vérifier. C’est bon, px est un germe et on peut
définir Py a partir de ce germe. La premiére égalité dans (4.6) est la formule (3.2) (qui donne
la probabilité d’un ensemble connaissant le germe), et la seconde égalité est la définition de
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px. Enfin, 'unicité de la mesure Py est juste le fait qu’on peut retrouver Px a partir de son
germe py. O

Exemple. On reprend ['histoire des notes de la classe, et on suppose qu’on n’a mis que des
notes entiéres comprises entre 0 et 20. Alors la probabilité pour un étudiant d’avoir eu une
note comprise (au sens large) entre 12 et 14 est simplement

P12<X<14)= Y  P(X=z)=PX=12)+P(X =13) + P(X = 14)
ze{12,13,14}

— Px({12}) + Px({13}) + Px({14}) = px(12) + px (13) + px (14).

Vous voyez aussi pourquoi il est tentant d’utiliser des notations ramassées quand on est
str(e) de savoir de quoi on parle.

Pourquoi on aime parler de loi? Notez que la loi des notes dans la classe est la
maniére la plus ramassée et signifiante de parler de ces notes. Elle ne dépend pas du nom
des éleves, ni de 'ordre dans lesquels on les a pris. L’idée est que cette classe, ou une autre
classe “identique”, aurait pu étre décrite de plein de maniéres différentes, mais toujours avec
la méme loi.

Si vous tirez 6 dés, mais ne vous intéressez qu’a la somme X des nombres, le mieux est
de vous intéresser directement a la loi de X, qui est une mesure de probabilité sur I’ensemble
des entiers x € [6, 36], avec par exemple px(6) = 676 px(7) = 67°, et apreés il faudrait faire
des calculs apparamment trop durs pour moi avec des sommes de CP.

Cette histoire d’invariance est assez importante.

4.3 Espérance d’une variable aléatoire

On continue a utiliser (€2, P) et on se donne une variable aléatoire X : Q — R. Cette fois,
R a de 'importance puisqu’on s’appréte a faire des additions et des multiplications.

Tres difficile, puisque X est a valeurs numériques, de s’empécher de calculer sa moyenne
(on dira son espérance).

Définition 4.3. L’espérance de la variable aléatoire X est le nombre réel
(4.7) E[X] =) p(w)X(w)
weN

(0w on rappelle que p(w) = P({w}). Mais en fait E[X]| ne dépend que de la loi de X, et est
aussi donnée par

(4.8) E[X]= ) apx(x).

z€X(Q)

On vérifie ceci un peu plus bas. Comme la somme des coefficients p(w) dans (4.7), et
aussi des px(z) dans (4.8) vaut 1, c’est bien une moyenne qu’on calcule. Donc quand X a
des valeurs dans [0, 12], par exemple, on est certain que E[X] € [0,12].
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Exemple. Obligé de prendre la roulette, puisque je crois que le vocabulaire vient des jeux.
On joue a la roulette en posant une somme S sur un des nombres compris entre 0 et 36. Si
ce numéro sort, on récupére 365 (et donc on a gagné 355), et sinon on perd sa mise. On
pourrait modéliser en tenant compte du numéro qu’on joue, mais ne nous donnons pas cette
peine, parce que ’aléatoire vient uniquement de la position finale de la boule. Donc on prend
un ) a 37 élément (le fameux 0), on suppose que le casino ne triche pas en plus, et il y a
donc 36 éléments ot on perd S, et un ott on gagne 355. Tous avec la méme probabilité 371
On appelle X notre gain, donc —S la plupart du temps et 35S autrement. Puis on calcule
notre éspérance de gain sur cette partie, & savoir

S

EX]=) X(w)= %(1 X 355 +36 x (—5)) = ——.

weN

En espérant ne pas métre trompé dans les calcul, mais ne vous en faites pas, c¢’est strictement
négatif.

Je vous laisse calculer que quelle que soit la maniére dont vous aurez joué un certain
nombre de parties avec des mises différentes et une mise totale >, votre espérance de gain
sera —%. En fait, méme si vous prévoyez de changer de stratégie en fonction des résultats
précédents (y compris sans dire au casino comment vous faites, on gagne toujours a étre
un peu parano), ¢a ne changera rien au fait que votre espérance sera négative. C’est un des
premiers théorémes sur ce qu’on appelle les martingales, justement. Si vous avez décidé de ne
vous arréter de jouer que quand vous avez gagné 10, il y a une petite chance, mais strictement
positive, que vous soyez obligé(e) de passer par un gain de —10'% pour y arriver, et souvent
vous serez contraint d’arréter dans des conditions potentiellement désagréabes avant.

Dans le cas des notes de nos étudiants, 'espérance de X (o X (w) est la note obtenue
par w, E[X] est juste la moyenne des notes.

Passons a la démonstration de (4.8), dont on déduira immédiatement que £[X] ne dépend
que de la loi de X. Il s’agit simplement de regrouper ensemble les éléments qui ont la méme
image, et de sommer par paquet. D’ailleurs pour calculer la moyenne a la main c’est sans
doute le plus rapide (prévoir aussi de remplacer 4 notes de 9 et 4 notes de 11 par 8 notes de
10). On écrit que © est 'union disjointe des ensembles X ~!(z), z € X(Q) (on a déja fait ¢a
plus haut), et donc

(49 B =Y p@xX@) =Y { > pex@}=3{ > pws}

weN reX weX(w)=z zeX  weX(w)=z

puisque X (w) = x quand X (w) = z (je sais, ¢a a l'air béte). Puis on sort = de la somme
intérieure et on note que pour chaque z € X (),

Y. s = ) pw) =P W)

we; X (w)=x weX~1(z)

on revient a (4.9), on remplace, et on trouve (4.8). O
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Fin du cours 4, 2020

Donnons maintenant quelques propriétés élémentaires de 1’espérance.

1. Si Y est une autre v.a., et A\, u deux nombres réels, on définit une nouvelle v.a. AX + uY
par (AX +uY ) (w) = AX (w) 4+ pY (w) pour tout w € Q. On fait toujours ¢a avec les fonctions
numériques. Et alors

(4.10) EAX + pY] = AE[X] + pE[Y).

Ca sera pareil quand on intégrera les fonctions, si ¢a n’est pas déja fait. Et c’est trés facile :
on utilise (4.7) pour AX + uY, on remplace, puis on manipule les sommes. Je vous laisse
faire.

2. Composer avec une fonction est aussi facile a priori : si f : R — R est une fonction,
on définit une nouvelle v.a. Y par Y(w) = f o X(w) = f(X(w)), et la formule (4.7) donne
directement

(4.11) E[f(X)] =) p(w)f(X(w

we

On a un peu abusé des notations, en notant f(X) au lieu de fo X. Mais on peut aussi essayer
d’étre malin, parce que a ce stade utiliser la loi est probablement plus rapide. Vérifions donc
que

(4.12) Z f(@)px(x

zeX(Q

cela pourra nous servir. On pourrait voir (4.12) comme un cas particulier de (4.8), mais de
toute facon on aurait des termes a regrouper, donc le plus simple est de refaire la démons-
tration de (4.8), comme suit (mais cette fois je vais un peu plus vite)

(413) E[f(X)] = > p)f(xX@) = > { Z p(w)f(X(w))}

weN zeX () weX(w
IR } Z J@PUX W) =a}) = Y. f@px()
z€X(Q) we X (w)=z ze€X(Q z€X(Q)

puisque f(X(w)) a la méme valeur f(z) dans toute la seconde somme, et comme annoncé
dans (4.12).

Exemple avec la variance des notes d’une classe de 4 éléves, qui ont eu 8,10,10, et 12.

La moyenne est F[X] = 10 (je vous laisse calculer). La variance est par définition (on y
reviendra)
1 1
E[(X - E[X]))’] = E[(X —10)%] = 1(<8 — 10> +0+0+ (12— 0)%) = 1(4 +4) =2
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(et 'écart type, qui est sa racine, est v/2). Ici cela ne valait pas le coup de regrouper par
notes, mais si on avait eu une classe de 40 éléves dont 10 ont eu 8, 20 ont eu 7, et 10 ont
eu 13, on aurait trouvé que les trois valeurs de = ont des probabilités de 1/4, 1/2, et 1/4 et
donc (sauf erreur a me signaler)

Ne)

E[(X - E[X]))’] = E[(X -10)%] = i(? —10)* + %(10 —10)*+ 2(13 —10)*) = =9/2.

=] ©

4
3. Inégalité standard : si m < X(w) < M pour tout w € Q, alors m < E[X] < M.
Par exemple pour la majoration, E[X] = > _p(w)X(w) < Y cqp(w)M = M puisque
Y wea P(w) = 1 par définition d'un germe.
Je vous laisse prouver que si X est constante égale a a, alors E[X] = a.

4.4  Quelques lois classiques
Il est utile de savoir reconnaitre (ou deviner) quelques lois classiques prises par des v.a.
a valeurs réelles. On donne un premier train de lois; on en verra d’autres un peu plus loin.

1. La loi uniforme sur un ensemble fini {z,..zx} de nombres. On a déja vu ceci
meéme quand I'ensemble en question n’est pas contenu dans R. Chaque point z; a la mesure

px(x;) = 1/N. L’espérance de X (ou la loi de X est uniforme sur cet ensemble) est la
moyenne des ;. Si les x; sont espacés régulicrement, E[X] = 3(zy + xy) (exercice; soit
décrire z; = z1 + (zn — xl)]{];jl et calculer, soit se ramener au cas ou x; + xny = 0 et

regrouper les termes de maniére symétrique.

2. La loi de Bernoulli de paramétre p € [0, 1]. Ici X ne prend que deux valeurs, 0 avec
la probabilité 1 — p et 1 avec la probabilité p. Exemple, tirage d’une piéce lestée, mais on
peut en envisager beaucoup d’autres.

NB : Pas Bernouilli; Bernoulli c¢’est pas une nouille. Méme si je fais la faute presque
systématiquement. Vérifions que

(4.14) E[X] = p quand X est une v.a. dont la loi est une loi de Bernoulli de paramétre p.

Dém par la formule (4.8), in seul terme pour z = 1, qui vaut p. Donc on pourrait dire “loi
de Bernoulli d’espérance p”, et comme ¢a on n’a pas a se souvenir lequel de 0 ou 1 a la
probabilité p, on le retrouve.

Utilisation théorique assez pratique : si A C €2,

(4.15) 14 est une variable aléatoire dont la loi est de Bernouilli, avec p = P(A).

3. La loi binomiale de paramétres n et p (comme dans C?).

Définition 4.4. On se donne un entier n > 0 et un parametre p € [0,1] (mais p = 0 et
p = 1 sont moins intéressants). La loi binomiale avec les paramétres n et p est la loi d’une
variable aléatoire X qui prend ses valeurs dans {0,1,...n}, et dont la probabilité de prendre
la valeur k, 0 < k <mn, est

(4.16) P(X =k)=p"(1 —p)"*CF.
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On connait déja un cas, quand n = 1, et c’est la loi de Bernoulli de parameétre p. Noter
en effet qu’alors X ne prend que deux valeurs, 0 et 1, que les deux C* sont égaux a 1, et que
les probabilités élémentaires sont bien p pour 1 et 1 — p pour 0.

Noter la maniére étrange de dire, mais c’est fait exprés : on n’a pas besoin de connaitre
X, mais juste sa loi qui est une mesure de probabilité sur [0,n] N N. Et cette mesure est la
mesure de probabilité telle que la mesure de {k} est p*(1 — p)""*CF.

On va vérifier qu'une telle mesure existe, c.a.d. que k — q(k) = p*(1 — p)"*CF¥ est bien
un germe de probabilité sur [0,n] NN. Il est clair que ¢(k) > 0, on va voir que ¢(k) < 1 dans
une seconde, mais la vérification la plus importante est que

n n

S qk)=> Chra-pF=(p+(1-p)=1"=1,

k=0 k=0

ou ’égalité principale est obtenue en utilisant la formule du bindéme (2.19) (avec a = p et
b =1 —p). Maintenant il est clair que chaque ¢(k) est inférieur & 1, puisque tous les termes
sont positifs et la somme est 1.

Donc on a bien une mesure de probabilité, et la définition a un sens. Maintenant, d’ou
vient cette loi 7 On verra bientot que

Si X1,...X,, sont n variables aléatoires indépendantes, et que chacune

( ) a pour loi la loi de Bernoulli de paramétre p, alors la loi de la somme

4.17 n

S = Z X est la loi binomiale de parameétres n et p.
j=1

Bon, pour l'instant on on sait pas encore ce que sont des variables aléatoires indépen-
dantes, alors je prends un exemple.

Exemple. On joue 100 fois a pile ou face, et on s’intéresse a la somme des résultats des
lancers (disons 0 pour pile, 1 pour face). On veut que les lancers soient indépendants. On
modélise expérience en prenant ) = E3% avec la mesure uniforme.

Le j-éme lancer correspond & la coordonnée j du produit, et on considére la variable
aléatoire X; qui a w € E3% associe sa j-éme coordonée w;. C’est une variable aléatoire (elle
prend les valeurs 0 et 1), et si on a choisi une piéce lestée (ou convexe), sa loi est une loi de
Bernoulli de paramétre p (pensez déja a p = 1/2 dans le cas des piéces standard). Ici notre
hypothése d’indépendance est traduite par le fait qu’on choisit sur €2 la mesure produit ; on
fait toujours ¢a, mais on en reparlera plus tard.

Et maintenant la nombre total de fois ou on a fait face, a savoir S = ) ; X, est bien la
variable qui nous intéresse.

On attend un peu pour démontrer (4.17) en général, mais en attendant démontrons que
dans notre modéle de lancer de piéces, on a bien la formule souhaitée.

Donc on se donne 2 = EY (pour n lancers), avec la probabilité produit de n fois a mesure
de Bernoulli. Ceci signifie (on a vu un peu plus que le cas ou n = 2, et en général prenez le
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comme une définition) que (en notant ¢ le germe puisque la lettre p est déja prise)
(4.18) P{(r,- w)}) = alwr, - on) = [[an(e)
j=1

ol ¢p(wj), le germe de la loi de Bernoulli calculé en wj;, vaut p si w; =1, et 1 — p sinon.
Comme on a dit, X;(w) = w; (la j-éme coordonnée, et S =37 | X;. On a tout fait pour
que la loi de chaque X soit la loi de Bernoulli de parameétre p, et on veut calculer la loi de
S.
Clairement S ne peut prendre que les valeurs entiéres k € [0, n], donc il s’agit de montrer
que

(4.19) P(S =k) =p"(1 —p)"*CF.

On fixe donc k € [0, n] entier, et on commence par compter le nombre d’événements élémen-
taires w € = EJ tels que S(w) = k. C’est donc le nombre de w € § qui ont exactement
k coordonnées non nulles. Et il y en a autant que des sous-ensembles A C F,, qui ont exac-
tement k£ éléments : associer a chaque w ’ensemble A, des numéros de ses coordonnées non
nulles; la réciproque de cette application w — A consiste en gros a prendre la fonction
indicatrice de A. Et ce nombre est C*.

Donc I'ensemble des w € € tels que S(w) = k est composé de C¥ événements élémentaires.
Et en plus chacun d’entre eux a la probabilité ¢(w) = [} ¢p(w;) = p*(1 — p)"~*, puisque
le produit a k termes ot g,(w;) = p, et n — k termes ot ¢,(w;) = 1 — p. On en déduit bien
(4.19) en multipliant le nombre d’élément par la probabilité de chacun.

Fin de la démonstration de (4.17) dans le cas particulier de la mesure produit. On verra
que le cas général est en fait a peu prés équivalent. Si ceci vous rappelle la démonstration
de la formule du binome, c¢’est normal!

On sait calculer aisément ’espérance d’une v.a. de loi binomiale alors on le fait.

Proposition 4.5. Si X a une loi binomiale de paramétres n et p, alors
(4.20) E[X] = np.

Calculons en utilisant (4.8) :

EX]=) kP Z kp"(1 — p)"kCE.
k=0
Or kC* = k;k!(ﬁk)! = n(k_(ln)!_(i)ik)! = nC’ﬁj. Si k=0, on a0 des deux cotés par convention,

ou alors, plus raisonnablement, on commence la somme plus haut avec k = 1. Du coup

_nka nkck 1_npzkpkl nkck 1_npzp nllckl
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en sortant une puissance de p, puis en posant [ = k — 1. La somme qui reste est le dévelop-
pement du binéme de [p + (1 — p)]"~! = 1. Il reste E[X] = np comme annoncé.

J'espére que vous étes impressionné, mais moi ¢a me fait plutét flipper. Alors voici la
démonstration du matheux pur qui ne sait pas calculer. On sait que E[X]| ne dépend pas de
X tant que X a la méme loi, ici une loi binomiale. Or on connait un X comme ceci, c¢’est
lav.a. S = Z?Zl X, qu’on a construite dans ’exemple précédent. Donc I'espérance cherchée
est aussi F[S]. Ca tombe trés bien, parce que maintenant

EIX] = B[] = B[y X)) = > EIX;) = Y- p=mp.

juste parce que l'espérance d’une somme est la somme des espérances. O
On fait maintenant une pause dans nos lois classiques pour parler d’indépendance.

4.5 Variables aléatoires indépendantes

Chose promise, chose due. Pour ce paragraphe, il sera plus pratique de pouvoir parler
aussi de variables aléatoires & valeurs dans des ensembles quelconques (comme R", ou autre
chose).

Définition 4.6. Soient Xi,...X, des variables aléatoires (de Q@ dans un ensemble E). On
dit que X1, ...,X, sont indépendantes quand

n

(421) PH{weQ; Xi(w)=o,..., et Xp(w) =an}) = HP({w €Q; X;(w) =ay})

7j=1
our tout choix d’éléments a1, 2, ...0, € E.
) 7

C’est une notion importante, du coup on va faire plein de commentaires, et aussi donner
des définitions équivalentes.

On n’a pas demandé que E soit un ensemble de type particulier (mais on pense & R
ou R™), ni qu’il soit fini, mais ce n’est pas grave. On exige (??) pour tout n-uplet a@ =
(a1, a2,...0q,) € E™, mais en fait, si pour un j, on a que a; ¢ X,;(€2), alors le membre de
gauche de (4.21) est nul (puisque X; = «; n’est jamais réalisé), et pareil pour le membre de
droite. Donc la seule partie de (4.21) qui a un sens est quand «; € X;(£2) pur tout j, ou si
vous préferez, quand o = (aq, ag, ... ay,) € X1(Q) x ... x X,,(2). Et ce dernier ensemble est
fini, puisque €2 est fini. Donc ca ne fait qu’un nombre fini de vérifications a faire.

Dans le méme ordre d’idée, on aurait pu partir de I'hypothése que X; : @ — E; pour des
ensembles F; différents les uns des autres, mais alors rien n’empéche de poser £ = U, L}, de
voir X; comme étant a valeurs dans F, et d’utiliser la définition précédente. Autrement dit,
j’ai fait un choix, et je suis content qu’il recouvre les autres choix raisonnables.

Ceci doit vous rappeler la notion d’ensembles indépendants. Pour tout choix de o =
(a1, s, ... o), notons B; = X' (o) = {w € Q; Xj(w) = a;}. Alors (4.21) s’écrit aussi

(4.22) P(BiNB,...NB,) = P(B)P(B,)...P(B,).
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Je n’ai pas donné de définition trés pratique de I'indépendance de n événements B, mais il
devrait étre clair que que les ensembles B; sont indépendants, on doit avoir (4.22).

En fait la définition la plus pratique que je pourrais donner maintenant, serait que les
ensembles B; sont indépendants si et seulement si les variables aléatoires 1, sont indépen-
dantes. C’est un peu tiré par les cheveux, mais ca marche (et je vous laisse vérifier que pour
deux ensembles, on trouve en fait la méme définition). Plus sérieusement, on peut aussi véri-
fier qu’avec la définition d’indépendance raisonnable (celle que j’ai donnée pour 3 ensembles),
on peut démontrer que si les variables X; sont indépendantes, alors pour tout choix de «a
comme ci-dessus, les ensembles B; = X' (a;) = {w € Q; X;(w) = o;} sont indépendants
aussi. Comme c’est une vérification peu drole, on ne la fait pas (ouf).

Parlons maintenant un peu de la loi jointe des X;. On pose X = (Xi,...,X,,), définie
par X(w) = (X;(w), ..., Xn(w)), et qui est & valeurs dans E™. C’est une variable aléatoire,
et elle a elle aussi une loi (qui est ce que je vais appeler la loi jointe des X;. Cette loi est une
mesure sur E", ou si vous préférez sur le produit X1(Q) x X5(Q) ..., X,,(Q), que a avantage
d’étre fini. Notons cette loi Q@ = Qx (la lettre P est déja beaucoup utilisée). On a juste
besoin de savoir qui est le germe de cette mesure de probabilité, a savoir

qglag,...an) =Q{(aq,...an)}) = P(X(w) = (ag,...qy))

(4.23) = P(X1(w) = a1 et Xo(w) = ag... et X,(w) = ay)

En effet, une fois qu'on a le germe ¢, on peut retrouver la mesure () en additionnant les
probabilités.

Proposition 4.7. Soient X, ... X,, des variables aléatoires (de Q) dans un ensemble E), et
notons X = (Xy,...,X,). Alors les variables aléatoires X, ... X, sont indépendantes si et
seulement si la lov de X est la mesure produit des lois des X;.

L’énoncé a un sens puisque la loi Q = Qx est définie sur le produit des X;(€2), et la loi de
X est une mesure sur X;(2). Pour démontrer la proposition, on remarque que la définition
(4.21) d'indépendance des X; dit exactement que

n

@24)  glor,.a0) = Q{(an, )} = [[P({w € 25 ;) = a5}) = [ as(a)

J=1

ou l'on a noté g;(a) = P(Xj = a), ce qui signifie aussi que ¢; est le germe de la loi de Xj.
Mais (4.24) dit exactement que le germe de @ est donné par q(ay, ... a,) = g1(@1) - . . (),
qui est exactement la formule pour le germe de la probabilité produit. Voir (3.13) pour le
produit de 2 mesures, la remarque qui suit pour un produit de 3, et autrement procéder par
récurrence sur le nombre de termes. Donc en cas d’indépendance, la formule (4.24) dit que
la mesure de () est la mesure produit, mais réciproquement aussi, si la loi de X est la mesure
produit, alors on a (4.24), donc aussi (4.21) (pour tout choix des «;, et les variables sont
indépendantes. O

Voici maintenant une définition équivalente de l'indépendance, qui ressemble a la défini-
tion initiale.
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Proposition 4.8. Soient X1,...X, des variables aléatoires (de Q0 dans un ensemble E)
indépendantes. Alors, pour tout choix d’ensembles Ay, As,... A, C F,

(425) P({weQ; Xi(w) € Ay, ..., et X,(w) € A,}) = ﬁ P({w e Q; X;(w) € A;}).

j=1

On connait le cas particulier ot A; = {a;} est un ensemble & un élément, et dans ce
cas (4.23) est exactement (4.21). Donc (4.23) est plus générale, et le lemme dit bien qu’elle
donne une définition équivalente de I'indépendance.

Curieusement, c’est plus pratique une fois qu’on a la proposition 4.7, parce que ceci va
nous éviter des calculs. De toute maniére, I'idée de la démonstration doit étre de découper
les ensembles A; en morceaux, et de calculer les sommes.

On suppose donc que les X sont indépendantes, on se donne des ensembles A;, et on
veut démontrer (4.25). En notant encore @ la loi (jointe) de X = (X7, ..., X,), le membre de
gauche est Q(A; x Ay...x A,). Notons @), la loi de X, de sorte qu’on sait par la proposition
4.7 que @ est le produit des ();. On peut se souvenir directement (& moins qu’on ne 'ait fait
que pour un produit de deux mesures) que

(4.26) QA X Ag... x Ay) = Q1(A1)Q2(A2) ... Qn(Ay);

alors comme Q;(A;) = P(X; € A;) par définition de la loi @; de Xj, on en déduit bien
(4.25). Si on ne se souvient plus de (4.26), on le re-démontre, en notant que

QA1 X Ay... X A,) = > QU{(ay,...ap)}) = > q(aa, ... ap)

(1) EAT X Ag... X Apy, (a1,...0m)EAI X Aa... X Ay
n
= 3 ai(an) . anlen) = [T{ 3 aitan)} = HQ]
(a1 yeecn)EAT X Ag... X Apy Jj=1 «a;€A;

ou si vous préférez vous pouvez partir de la fin et développer en une grande somme. En tout

cas, on a bien prouvé (4.25) et la proposition. On aurait pu faire le calcul plus directement

sans passer par les mesures produits, mais j’ai essayé et trouvé ceci un peu plus désagréable,

et de toute cacon c’est bien de mesures produit qu’il s’agit ! O]
Fin de Cours 5, 2020 (avec un petit retour au cours 6)

Avant de continuer avec les variables indépendantes, une petite remarque sur I'innocuité
d’ajouter des variables supplémentaires, ou de remplacer un espace de base ({2, P) par un
autre plus gros obtenu en faisant un produit par autre chose.

Lemme 4.9. Soient (2, P) un espace probabilisé, et X une variable aléatoire (de 2 dans
un ensemble E). Donnons-nous aussi un autre - espace probabilisé (Qg, Py), puis notons Q=
Q x s et P=P ® P la mesure produit sur Q. Notons encore X la variable aléatoire sur
Q définie par X(UJ,UJQ) = X(w) (moralement, donc c’est juste a méme variable, mais on l’a

jJuste définie sur un espace plus grand). Alors la loi de X est égale a la lot de X.
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C’est utile parce que parfois, pour diverses raisons, on a envie de considérer un espace
Q) plus grand que nécessaire pour X. Par exemple, X concerne 3 lancers de dés, mais on a
envie plus tard de faire une dizaine d’autres lancers. Le lemme dit juste qu’il ne se passe rien
de dangereux quand on fait ca. L

La démonstration se doit d’étre facile. On note d’abord que X (£2) = X (2), donc les deux
lois sont définies sur le méme ensemble. Il ne reste plus qu’a voir que pour tout = € X (),

on a bien P(X = z) = P(X = x). Et en effet

P(X =z) = ﬁ({(w,wQ) €Q; X(w,ws) = z}) = ﬁ({(w,wQ) €Q; X(w) = z})
=P{weQ; X(w)=a} xQ)=P({weQ; X(w)z})Pa(Q) = P(X(w) =z)
puisque P5(€2;), et comme souhaiteé. ]

On revient aux variables aléatoires indépendantes. Le moyen le plus simple de fabriquer
des variables aléatoire indépendantes est de les faire vivre sur des espaces produits. Plus
précisément, voici un énoncé qui permet de construire des v.a. indépendantes.

Proposition 4.10. Soient (21, P1)..., (2, P,) des ensembles finis munis chacun d’une
mesure de probabilité. Dotons le produit 2 = €y x ... X Q, de la mesure de probabilité
produit P = P ® ...® P,. Donnons nous, pour chaque j € {1,...n}, une variable aléatoire
X; :Q; = E. On note aussi X la v.a. définie sur Q par X;(wy, ..., w,) = X;(w;). Alors les
v.a. X;: Q) — E sont indépendantes.

La vérification est juste histoire de tester les définitions. On a un peu abusé des notations,
parce qu’en principe on aurait plutot di appeler X; la variable définie sur €2, donc poser
Xj(wi, .. ywn) = Xj(w;). R

Le plus simple pour vérifier I'indépendance des X, c’est de revenir a la définition 4.6. On
se donne donc des éléments oy, ao, . .., € F, et on calcule le membre de gauche de (4.21),
a savoir P(A), ou

A={w=(w1,...w,) €Q; Xi(w) = oy, . ..et )A(n(w):an}

={w=(w,...wy) €Q; Xy(w1) = v, ...et Xp(wy) =}
={w € U Xy(w) =} x ..o x {w, € Qs Xpy(wn) = o}

Du coup, puisqu’on a pris la mesure produit sur €2, il vient

n n

P(A) =[] Pi({w; € Qs Xi(w)) = a;}) = [T P({w € 2; X;(w)) = a;}),

j=1 j=1
ou on a utilisé pour la derniére égalité le fait que pour A; C Q;, P;(4;) = P(A\j), ot l'on

note /Alj = x...Q 1 xAj x...Q, la partie {w; € A;} de Q qui correspond & A; C Q.
Donc on a démontré (4.21), et les v.a. X; sont indépendantes. ]
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Encore une proposition générale sur les variables indépendantes. Il s’agit maintenant de
montrer que des fonctions de variables indépendantes sont encore indépendantes. Pensez par
exemple que vous avez tiré 3 dés de maniere indépendante. Prenez les variables suivantes :
X est le tirage du premier dé, X5 le cube du tirage du second dé, et X3 la parité du troisiéme
lancer. Ces trois v.a. sont indépendantes, comme on le voit dans I’énoncé suivant.

Proposition 4.11. Soient Xy,...X, des variables indépendantes, allant de €0 dans des
ensembles E;. Soit, pour tout j, une fonction f; : E; — E. Alors les variables fjoX; : Q — E,
sont indépendantes.

Ici j’ai énoncé I'indépendance des X; en supposant que X : 2 — Ej;, alors que plus haut
on avait pris directement X; :  — F' pour un ensemble I’ qui ne dépend pas de j. J'ai
fait ceci pour autoriser plus de liberté pour le choix des f;, mais d’autres choix auraient été
possibles, avec la méme démonstration.

Une autre remarque avant la démonstration. Une fonction de X; possible est la fonction
constante. Ceci ne doit pas vous surprendre. Quand X est constante, ou juste un peu plus
généralement quand il existe une constante C' telle que P(X = C) = 1 (et donc P(X #
(') =0), X est automatiquement indépendante de toute autre variable aléatoire Y que vous
auriez pu choisir. En effet, on doit vérifier que pour tout choix de «, 3,

P X=aetY =p)=P(X =a)P(Y =p).

Mais de deux choses I'une. Ou bien « # C, la condition X (w) = a n’est vérifiée que sur un
ensemble de mesure nulle, et alors les deux membres sont nuls, soit au contraire a = C, la
condition X (w) = « est vérifiée sur un ensemble de probabilité 1, et les deux membres sont
égaux a P(Y = f).

Maintenant on passe a la démonstration de le proposition. On doit vérifier que chaque
fois qu’'on remplace une des variables X; par f; o Xj, on préserve 'indépendance. Donc il
suffit de vérifier ceci pour un seul remplacement (on peut remplacer les variables une par
une), par exemple pour la premiére variable. Donc oublions I'indice 1 dans f; et vérifions
qu’on peut remplacer X; par f(X;) (et garder I'indépendance).

On doit vérifier que pour tout choix de aq, s, ... ay,

P(foXi=ajet Xo=ay... et X, =a,) = P(foX; =ao1)P(Xs=a3)... P(X,, = ap,).
Autrement dit, en posant A; = f o X; ' (ay), Ay = X5 Hay),... A, = X (), on veut que
(4.27) P(A1Nn...NA,) =P(A)P(Ay) ... P(A,).

On note Z = f~(ay); alors f o X; *(ay) est I'union disjointe, pour z € Z, des ensembles
X;*(2). Donc du coup

AN...NA, = U (X;l(z)mAz...ﬂAn>7

z€Z
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et I'union est disjointe. Or par indépendance des X, on a bien que pour tout z € Z,

PX;'2)N...NnA,)=P(X1=zet Xo=ay... et X,, = o)
(X1:Z)P<X2:Oé2)...P(Xn:an)

(X) = 2)P(Ay) ... P(A,).

I
AR

Il ne reste plus qu’a sommer sur z € Z et on obtient (4.27), dont on déduit bien I'indépen-
dance de f(X;), Xo,... X,. O

Maintenant on est prét pour la vérification de (4.17) (sur la somme de variables indépen-
dantes de Bernoulli). On I’a déja démontré dans le cas particulier ot Q = € x ..., est un
ensemble produit, et chaque X; est une v.a. sur €2; dont la loi est Bernoulli de parametre p.
En fait, on a pris pour X; la j-iéme coordonnée dans le produit.

Passons au cas général. Soient donc X, )?2, .. )?n des variables indépendantes, dont la
loi (de chacune) est une loi de Bernoulli de parameétre p. Posons X = (X, Xs,...X,,); on
sait a cause de la proposition 4.7 que la loi de X est le produit des lois des X, donc le
produit de n mesures de Bernoulli de paramétre p. Or ceci est par construction la loi de
notre variable X = (Xy,...,X,,). Autrement dit, X et X ont la méme loi. Et maintenant,
la loi de la somme de nos variables aléatoires ne dépend que le la loi jointe des variables.
Autrement dit, la loi de X7 4+ ...+ X, est égale a la loi de X; + ... + X,,. Cette derniére
est une loi binomiale de paramétres n et p (c’est le cas particulier qu’on a démontré) ; on en
déduit la méme chose pour )Zl + ...+ 55”

Et pourquoi la moi de X; + ... + X,, ne dépend que de la loi jointe des X; 7 C’est parce
qu’on peut calculer (comme on 'a fait d’ailleurs dans la démonstration autour de (4.19)) la
probabilité P(X; + ...+ X,, = k) a partir de toutes les probabilités P(X; = «a; et Xy =
as... et X, = ay). O

Voici un corollaire dont je trouve la démonstration amusante et dans le méme esprit.

Corollaire 4.12. Soient S et T deux variables aléatoires indépendantes. On suppose que la
loi de S est binomiale de paramétres m et p, et que la loi de T est binomiale de parameétres
n et p (le méme p). Alors la loi de S+ T est binomiale de paramétres m + n et p.

On va commencer par un cas particulier important, qui donne aussi une idée de ce qu’on
veut faire. Comment construire un exemple? On a une idée de comment faire une v.a. de
loi binomiale, en ajoutant des v.a. indépendantes de loi Bernoulli. Alors on pose Q = EJ**",
muni de la probabilité produit P = P, ®...® P,,4,, out chaque P; est en fait la méme mesure
de Bernoulli sur F5 de paramétre p. C’est ce qu’on avait fait pour les sommes de Bernoulli;
ici on prend juste un peu plus de termes.

On pose Yj(w) = wj, la j-éme coordonnée, pour 1 < j < m + n. Par le cas particulier
de (3.16) fait plus haut dit que la loi de Z;’:{" Y est bien une loi binomiale de paramétres
m+n et p. On pose aussi S = Z;n:l Y;, et je prétends que la loi de S est une loi binomiale de
parameétres m et p. C’est presque pareil que précédemment ; la petite différence est qu’au lieu

de regarder les X; (1 < j < m) comme définis sur E}", ils sont définis sur le plus gros espace
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E7™ muni de la probabilité produit. Mais le lemme 4.9 dit que les deux options donnent
la méme loi (ajouter un produit supplémentaire ne change rien). De méme, 7' = Z;”:J:: Y
a une loi binomiale parameétres n et p. Et finalement S et T" sont indépendantes, a cause de
la proposition 4.10. Donc dans le cas particulier des variables S et T, le corollaire est bien
vrai.

Qu’en est-il maintenant des autres couples (S’,T") de variables aléatoires indépendantes,
o S" et T" ont des lois binomiales avec les mémes paramétres que ci-dessous? On peut
maintenant utiliser le fait que la loi de S + 7" ne dépend que de la loi (jointe) du couple
(S,T), et pas de la réalisation particuliére de S" ou T”. Je rappelle qu’on vient de voir ceci
en fin de démonstration de (4.17), et que c’est un principe assez simple : on connait toutes
les probabilités des ensembles {S" = a et T = [}, et on peut facilement en déduire les
probabilités des ensembles {S” + 7" = 7}. Par exemple en distinguant toutes les choix de
(e, B) tels que av + B = 7, puis en sommant les probabilités.

Or la loi de (S’, T") est obtenue en partant de la loi de S (connue), et celle de 7" (connue),
en faisant un produit (par indépendance, voir la proposition 4.7). Donc quand on remplace
(8", T") par (S,T), on ne change pas la loi de S’+7". On trouve donc la loi de S+17T, calculée
plus haut (ouf). O

Remarque complementaire possible (et je n’ai pas regardé ou ¢a tombe le mieux) : loi
marginale. Si X = (X, X») est une v.a. (et on peut méme prendre X; et X, a valeurs dans
des R™), on peut calculer la loi de X & partir de celle de X en “oubliant” la seconde variable.
Donc P; (la loi marginale par rapport a X;) est juste donnée par P;({k}) = P({X; = z}).
En termes de mesures, il s’agit de projeter une mesure P sur un produit €2; x {2y sur la
premiére composante {21, en posant simplement

Pi(A) = P(A x Q) pour A C .

On vérifie sans peine que P; est une mesure de probabilité sur {2;. Quand P est la mesure
produit P; ® P, on trouve aisément que P, = P| Et c’est d’ailleurs le saul cas ot I'on peut
calculer P a partir des deux mesures de proba marginales; en général c’est plus compliqué
que cela. Exactement comme le fait qu’on ne peut pas savoir la loi du couple (X7, X5) juste
en connaissant les lois de X; et Xs.

4.6 Encore deux lois classiques : géométrique et hypergéométrique

On commence par la loi géométrique de paramétre p. C’est une premiére entorse a
notre principe de ne considérer que des ensembles finis, parce qu’ici ce sera une mesure de
probabilité sur N* = N\ {0}. Faisons un peu comme si on n’avait pas vu, et on justifiera
mieux plus tard.

Définition 4.13. La mesure géométrique de paramétre p €|0, 1] est la mesure de probabilité
P =G(p) sur N* définie par le fait que

(4.28) P({k} =p(1 —p)* ' pour tout entier k > 1.
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On prend bien p > 0, parce que sinon on attribuerait la probabilité 0 a tout le monde et
ce ne serait pas une mesure de probabilité. Voir I’exemple fondamental de la piéce plus bas.

On est encore dans le cas ot 'on peut définir une mesure de probabilité a partir d'un
germe, ici Papplication & — p(1 — p)k~1. C’est juste que certaines sommes devront étre
remplacées par des séries. Par exemple, si on veut définir la mesure d’une partie A de N, on
devra maintenant écrire

(4.29) P(A) = S 1a(k)p(1 —p) ' = nggoozlA — )t

ol maintenant on somme une série (ou on prend la limite d’une suite de sommes partielles),
et comme précédemment on n’ajoute le germe p(1 — p)*~! que quand k € A.
Regardons déja ce qui se passe quand A = N*; je prétends que

(4.30) ip(l —p)Ft=1.

Calculons la somme partielle Sy = Z]k;v:l p(1—p)*~! posons a = 1 — p pour se ramener a des
calculs connus. Alors Sy =p[1+(1—p)+...(1—p)N ] =p[l+a+...a"] = p% =
1—a" =1-(1-p)". On a utilisé le fait que a < 1 puisque p # 0.

Fin du cours 6, 2020, mais sans dire comment on trouve P a artir du germe.

Donc limy_, 4o, Sy = 1, ce qui justifie (4.30). Noter que (4.30) est la condition principale
pour avoir un germe de probabilité, qui dit que P(N*) = 1 pour 'univers entier.

Dans le cas de (4.29), pour un ensemble A C N*, on a maintenant une série a termes
positifs, qui sont dominés par les coefficients p(1—p)*~! ; les sommes partielles sont inférieures
aux Sy, et donc la série converge, avec une somme inférieure a 1, par la théorie que vous
connaissez des séries a termes positifs.

Par des manipulations classiques sur les séries, on aurait encore

(4.31) P(A) = Z P(A;) quand A C N* est I'union disjointe des A;.

Ceci vaut pour une union finie (comme précédemment), mais encore, au prix de manipula-
tions supplémentaires un peu plus compliquées, pour des unions infinies.

Bref, on vient de (dire qu’on peut) vérifier que les formules (4.28) et (4.29) permettent de
définir une mesure de probabilité sur N*, qu’on note G(p) et qu’on appelle mesure géométrique
de parameétre p. On va voir I’exemple emblématique dans peu de temps, mais commencons
par calculer I'espérance, cela peut toujours servir.

Proposition 4.14. Si X est une variable aléatoire (sur un espace probabilisé (2, P)) qui a
pour loi G(p), alors E[X] = %.
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Noter que puisque X peut prendre une infinité de valeurs entiéres avec une probabilité
non nulle, € aussi est irrémédiablement infini. En plus, le calcul de F[X] aussi doit faire
intervenir des séries! Je prétends que

(4.32) E[X] = i kP(X =k) = i kp(1—p)ft= ]13,

ou la premiére partie est une définition logique de I'espérance et ou ’énoncé contient le fait
que la série converge. On en reparlera dans un chapitre ultérieur.

Attention, il y a des variables aléatoires, par exemple sur (N*, G(p)), dont l’espérance ne
peut étre calculée parce que la série >, X (k)p(1 — p)*~* diverge atrocement. Par exemple,
si p=1/2, X (k) = 10* donne une espérance infinie. Donc ici on a de la chance.

Hélas la démonstration utilise un argument sur les séries de fonctions (ici, des séries
entiéres) qu’il ne serait pas raisonnable que je redémontre entiérement. Je le livre donc tel
quel, pour relecture quand vous aurez les outils (si ce n’est pas déja le cas). On part de la
série entiére Y, ., 2", qui est convergente pour tout z €] — 1,1[ (mais ici on s'intéresse a
x > 0) : on sait que sa somme est S(z) = > ,o2" = 12 (et dailleurs ce serait encore
vrai pour z € C tel que |z| < 1). Mais on sait aussi, par la théorie des séries entiéres,
que pour —1 < x < 1, la série peut étre dérivée terme a terme. Evidemment, ¢’est un peu
particulier aus séries entiéres dans l'intervalle ouvert de convergence (ou alors aux séries
de fonctions dont la série des dérivées converge normalement par exemple). On trouve que
S'(x) = Y pso(@*) = 2450 k2"~ Donc en calculant S = s ke 1 pourz €]—1,1]
(le terme pour k& = 0 est nul). Prendre x = 1 — p est autorlse puisque 0 < p < 1, et on

trouve
1 1
2 : k—1 _

comme annoncé dans (4.32). O

Exemple emblématique. On lance une piéce (obéissant a la loi de Bernoulli de paramétre
p), et on décide de continuer jusqu’a obtenir le premier résultat égal a 1. La variable aléatoire
est le numéro du premier lancer ot ceci se produit.

On va déja regarder ce qui se passe quand on lance N fois (on prévoit N grand). L’avan-
tage est qu’on peut se placer dans I'espace Qy = E5, muni de la probabilité Py qui est le
produit de N probabilités de Bernoulli de paramétre p.

On peut définir la variable aléatoire Xy qui est presque ce que 'on veut. Si on a fini par
tirer un 1, on pose Xy(w) = inf {k: > 1w = 1}, qui correspond bien a ce qu’on a dit.
Mais das le cas qui reste, a savoir si w = (0,0,...0) = 0, on n’a pas encore défini Xy (w),
et il n’y a pas de choix complétement logique. On peut poser Xy(w) = N + 1 (mais on sait
qu’on voulait autre chose), ou Xy(w) = * (juste une lettre différente, pour indiquer qu’on
n’est pas content, c’est un peu ennuyeux parce que x n’est pas un nombre, mais ce n’est
pas grave parce qu’on ne va pas calculer 'espérance de Xy ). On espére surtout que comme
P({0}) = (1 —p)" (et qu'on a pris p > 0), ce dernier cas est si peu probable qu’il n’aura pas
d’influence.
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La solution élégante, mais qu’on s’interdit dans ce cours, serait en fait de prendre un
produit infini 2., de copies de FEs, y mettre une mesure de probabilité qui est le produit
infini auquel on pense, et de voir tous nos {2y comme des projections de €.

En attendant on peut commencer a calculer la loi de Xy. Appelons ¢(k) la probabilité
d’avoir Xy = k.

D’abord, ¢(1) = p : c’est la probabilité d’avoir gagné du premier coup. Du coup, la
probabilité de ne pas avoir gagné en k=1 est 1 — p.

Maintenant ¢(2) est la probabilité de ne pas avoir gagné au premier coup, a savoir 1 — p,
multipliée par la probabilité conditionnelle, sachant cela, de gagner au second coup. On
trouve q(2) = p(1 — p). Et du coup, la probabilité de ne pas encore avoir gagné est (1 — p)?
(soit soustraire, soit calculer directement la probabilité de perdre les deux fois!). On a ici
utilisé le fait que nos lancers de piéces sont (implicitement) supposés indépendants!

Je vous laisse vérifier en recommencant que ¢(3) = p(1 — p)? (on a perdu 2 fois, et
sachant cela, on a gagné au troisiéme coup), et que la probabilité du reste est (1 — p)3. Puis
par récurrence que q(k) = p(1 — p)F~L.

Evidemment si on est malchanceux on arrive jusque N, et la probabilité d’avoir raté les
N lancers est (1 — p)» comme annoncé. A ce stade on peut se désoler de ne pas voir prévu
assez de lancers (et d’étre si malchanceux), mais on voit bien aussi que le calcul des ¢(k),
k < N, ne dépend pas de notre choix de N, et on peut toujours relancer le calcul jusque
2N, calculer jusque 14, et ainsi de suite. L’événement restant ot I’on tire une infinité de 0 a
la suite est de probabilité nulle (inférieure a (1 — p)™ pour tout N), donc on peut bien en
déduire que la loi de X (la variable correspondant & X, mais ot I'on fait autant de lancers
que ce dont on a besoin) est bien la loi G(p) de la définition. O

Remarque. On a en fait calculé en cours de route la probabilité de I'événement {X > k} (on
a perdu les k premicéres fois). On a trouvé P({X > k}) = (1 — p)*. Exercice : le vérifier soit
par calcul direct (déja fait, n’est-ce pas), soit a partir de la loi G(p).

Exercice (j’espére, sans application pratique). Un étudiant pas trés brillant et sans mémoire
a long teme passe ’examen de probastats tous les ans, avec une chance sur 10 de réussir,
jusqu’a ce qu’il 'obtienne. Quelle est I'espérance du nombre d’années qu’il lui faudra pour
obtenir le certificat 7 Quelles sont les chances qu’il ne I'ait toujours pas aprés 20 tentatives ?
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On passe a la loi hypergéométrique de paramétres N, G, et n.

Cette fois, donnons I’exemple pour commencer. Le nom est compliqué, mais
ce sera assez simple. On se donne un amphi de N étudiants. Dans cet amphi,
il y a G gauchers (et N — G droitiers). On tire au hasard n étudiants parmi les
N. Et on considére la variable aléatoire X qui est le nombre de gauchers tirés.

La loi de cette variable aléatoire X sera appelée loi hypergéométrique de
paramétres N, G, et n. On va la calculer maintenant, mais en tout cas c’est
une mesure de probabilité sur {0,1,...n}.

Evidemment, on aurait pu trouver plein d’exemples équivalents (un lac avec
deux espéces de poissons, on en péche n < N, ou un éléctorat pour le second

tour, et on fait un sondage). Mais tous donnant la méme loi.

Attention (on en reparlera plus tard), ici on prend n étudiants différents, on
ne remet pas les poissons, et on ne sonde pas deux fois la méme personne. Les
calculs seraient plus simples si on faisait ca.

Proposition 4.15. La loi hypergéométrique de paramétres N, G, et n est don-
née par la formule suivante : pour 0 < k < n,

Ck Cnfk:
(4.33) P(X = k)= ¢
CN

On notera H(N, G, n) cette loi.

Gardez les conventions sur le fait que C® = 0 quand b > a. On en a besoin
quand par exemple il y a strictement moins de k gauchers en tout ; alors il est
logique que la probabilité d’en ramasser & soit nulle! Souvent ceci ne se produit
pas parce que n est choisi plus petit que N et G.

L’avantage de la formule ci-dessus est qu’elle est exacte. Son inconvénient
est qu’elle est assez compliquée (mais pas tant).

Pour la démonstration, on modélise notre histoire d’étudiants dans I’amphi
(ou tout autre probléme équivalent). Le meilleur 2 possible est 'ensemble des
parties de Ey qui ont exctement n éléments Noter que ) a exactement C
éléments, notre dénominateur. Il faudra donc voir que le nombre des éléments
de €2 (des parties A de Ey a n éléments) pourlesquelles X (A) = n (autrement
dit, A contient k gauchers) est CECY %,

Et comment construit-on une partie A comme ceci? On doit choisir k gau-
chers parmi les G gauchers, et n — k droitiers parmi les N — G droitiers. Les
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deux choix sont indépendants (en fait on a juste besoin de savoir que pour tout

choix des gauchers, le nombre de choix pour les droitiers est toujours le méme).

On a donc un nombre total de choix qui est le produit de C”é (pour les gauchers)

et Ci%, (pour les droitiers). Cest ce qu'on a aniloncé. O
k n—kK

Amusant pour moi : on sait que ZZ:O %g‘c

mesure de probabilité. Probablement possible de le retrouver a partir de 1'ex-

= 1 puisque la loi est une

pression avec des factorielles, mais ¢’est moins rigolo.
k ~n—k
: ) 2 _ n CGCN—G
Et a propos, pouvez vous deviner I'espérance ? La formule £ = Y 7,k ~on

ne semble pas aider trop, alors qu’on peut deviner la réponse.

Proposition 4.16. Soit X une variable aléatoire dont la lov est hypergéomeé-
. R _ G
trique de parameétres N, G, et n. Alors E[X] = %7
Bon, ceci parait logique, mais comment le démontrer 7 Démonstration astu-
cieuse (j’ai du copier). On se souvient de notre modele, ot §2 est 'ensemble des
parties de Ey qui ont n éléments. Pour tout 57 € Ey, on définit une variable
aléatoire X, qui vaut 1 si j a été choisi dans la partie w € €2, et 0 sinon. Et
on pose X = Zjeg X;, ot G désigne I'ensemble des gauchers. Donc X (w) est
le nombre d’éléments de G qui se trouvent dans w ; c¢’est exactement la variable
qu’on avait choisie dont la loi est la loi hypergéométrique. Du coup,

ElX] =Y BlX)),

jeg

et heureusement le calcul de E[X]]| (I'espérance d’avoir choisi j dans notre w)
est plus simple. Il faut juste regarder la proportion d’ensembles w (a n éléments)
qui contiennent j. Le nombre total est toujours CY;, et le nombre d’ensembles
qui contiennent j est Ci% (il reste n — 1 éléments a choisir dans Ey \ {j}.
Donc pour tout j,

Cm—l n

EXj|=-21—-_
(calculez!) et en additionnant sur j € G, E[X] = % comme promis. On s’en
tire bien! ]

Exercice. Notons H(N, G, n) la loi hypergéométrique de paramétres N, G, et
n. On va vérifier que H(N,G,n) = H(N,n,G) (on a échangé le nombre de
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gauchers et la taille de I’échantillon). D’abord, je vous laisse faire en écrivant

CECN : : : Cregh
on - comme un produit, en faisant pareil avec ”CG =
N

ol on a échangé, puis
en vérifiant que c’est pareil.

Vous vous doutez maintenant que ce n’est pas la vraie raison. En fait, dans
cette histoire k est le nombre d’éléments de I'intersection de G avec w, deux en-
sembles aléatoires (I'un avec G éléments, 'autre avec n éléments), histoire est
donc plus symétrique qu’on avait dit. Mais c’est quoi cette histoire d’ensembles
d’aléatoires, et on sent bien qu’on a besoin d’indépendance aussi.

On change un peu de modéle, pour décrire deux tirages aléatoires indépen-
dants. Cette fois €2 est le produit de €2y, I'ensemble des parties de Ey a G
éléments, et (29, I'ensemble des parties de Ey a n éléments. Sur chacun on
met la mesure uniforme, ce qui signifie que Pj(wy) = C;—f? pour tout wy €
et Po(wy) = g—]& pour tout wy € €. Et on met la probabilité produit sur 2
(tirages indépendants). C’est notre droit de définir cet espace, et maintenant
on va calculer la loi de la variable aléatoire X définie par X (w) = Card(w; Nws)
de deux maniéres différentes.

Pour chaque o € €1 (un choix des gauchers), on peut calculer la probabiliteé,
sachant que w; = a, d’avoir X = k. On voit que cette probabilité est donnée
par la loi H(N, G, n) (et ne dépend pas de «, essentiellement parce que la loi en

"

question ne dépendait pas du choix des gauchers dans Ey) donc vaut %
N

Maintenant on utilise la formule de Bayes (version de (3.27), qui ressemble juste
a une définition) :

P(X =k)= Z Plwi=aet X =k) = Z P(w; = a)P(X = k sachant w; = «a)

ael aGQl
CcECn CEC Ck Cy_
:ZP(wlza) GCiVG— G GZPwl—a GCn
acfd N acly

Mais on aurait pu faire le calcul en échangeant les variables : pour tout choix
de B € (9, la probabilité d’avoir X = k sachant que wy = [ est donnée par

k G—k
la loi H(N,n,G), et vaut ”gN %, Le méme calcul que plus haut donne alors
G—k
P(X =k)= gﬁf = les deux nombres sont les mémes pour tout k, et donc les

deux lois coinmdent.

o4



Maintenant comparons la loi H(N,G,n) avec une loi bininomiale. Reprenons
notre exemple de poissons dans un lac, disons des gardons et des autres. On a
décrit une péche de n poissons parmi NV, sans remise a 1’eau, mais on aurait pu

aussi pécher n poissons, de maniére indépendante, avec remise & 1’eau. De sorte
que chaque fois qu’on sort un poisson, on a la probabilité G/N que ce soit un
gardon. La variable aléatoire X , nombre de gardons sortis parmi n, est alors
décrit par une loi binomiale de paramétres n et p, avec p = G/N. Est-ce que
les lois de X et X sont proches ?

D’abord, noter que les valeurs prises par X et X sont toutes les deux dans
[0,n], ce qui est un bon signe. Les deux ont la méme espérance nG /N, ce qui
est bon signe aussi. Choisir une autre loi binomiale aurait été peu réaliste et
aurait donné un autre intervalle ou une autre espérance.

Quand G et n sont du méme ordre, par exemple, on ne s’attend pas a ce que
les deux lois se ressemblent trop. Pour prendre un cas plus extréme, si n > G,
P(X =mn) = 0 (on ne prendra pas plus de gardons qu’il n’y en a dans le lac)
alors que P(X =n) > 0.

Mais ce qui nous intéresse, c’est le cas ol n est petit par rapport a G' (donc
a N aussi). S'il y a plein de gardons dans le lac, en avoir prélevé au plus n
ne change pas trop la probabilité d’en attraper un nouveau. Et dans ce cas
P(X = k) doit étre proche de P(X = k). On va I'énoncer de maniére formelle,
plus pour donner une idée d’énoncé qui a un sens qu’autre chose.

Proposition 4.17. On se donne p € [0,1] (une proportion de gardons), et
deur entiersn > 0 et k € [0,n]. On se donne aussi deuz suites {N;} et {G,}
d’entiers, avec 0 < G; < Nj, et on suppose que

G.
4.34 lim N; = t lim -2 =p.
( ) j—1>£-noo J oo ‘ j—1>£—noo Nj b
Alors
Ck ot
(4.35) lim — NG ok )k,

On aura reconnu & gauche de (4.35) le nombre P(X = k) pour toute variable
aléatoire X de loi H(N;,G;,n), et a droite le nombre P(X = k) pour toute
variable aléatoire X de loi binomiale de parameétres n et p. Cette fois j'espére
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qu'il est clair que le membre de droite est plus simple (et il ne dépend plus de
G ni de N, juste de la proportion).

Le fond de T'histoire est que dans la situation ci-dessus, la probabilité a
chaque coup de tirer un gardon supplémentaire est trés proche de p, donc la
loi du m-iéme poisson est trés proche d’une loi de Bernoulli de parameétre p,
et ensuite on additionne. Mais comme ici on a calculé les probabilités avec des
factorielles, on en profite pour faire un calcul explicite.

Fin du cours 7, 2020

Soient donc n, k, G, N; comme ci-dessus, et notons N = N; et G = G
pour gagner de la place. On suppose d’abord que G et N — G tendent tous
les deux vers 400 ; on s’occupera des autres cas plus tard. On doit calculer le
nombre Z du membre de droite, et on trouve

Z_C’éj%;faj_cgcg—_’g_ G! (N — Q) Al (N — n)!
TGy Oy KRG Rn-R(N-G-n+kl N

au moins quand j est assez grand pour que G; > ket N; —G; >n—Fk (on a
dit que G; et N; — G, tendent tous les deux vers +00). On sort de ce produit le

terme fixe #lk), = C* qui va nous donner le coefficient du membre de droite
de (4.35). Ensuite on sort
A Sk G(G—-1)(G—-2 G—-—k+1
l—m— (G-=D(G—=2)...(G-k+1),

qu’on compare a Z = G*. Noter que Zl/z est un produit de £ termes qui
tendent tous vers 1 (parce que G tend vers +o00), donc Z;/Z; tend vers 1.
Ensuite on sort

(N - G)!

7 —
T (N—-G—n+k)

=(N-G)(N-G=1)...(N=G=n+k+1),

quon compare & Zy = (N — G)"*. A nouveau Z/Z, est un produit de n —k
termes qui tendent tous vers 1 (parce que N — G tend vers +00), donc Zs/Z5
tend vers 1. Il nous reste

(N —n)!

23=T:(N(N—1)...(N—n+1))—1
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qu’on compare & Z3 = N~ et a nouveau Z3/Z3 tend vers 1. Donc en résumé
Z =Cr2,Z,75H,

avec H qui tend vers 1, et 212,75 = GF(N — G)" *N—" = (G/N)¥((N —
G)/N)"*, qui tend vers p*(1—p)"~* parce qu’on a supposé que G/N = G;/N;
tend vers p et donc (N —G)/N =1—G/N tend vers 1 — p. Donc Z tend vers
C*p*(1 — p)»*, comme promis.

Il nous reste les cas bizarres ou G; et N;j — G; ne tendent pas tous les deux
vers +00. Commengons par le cas ot G ne tend pas vers +o00. Ceci signifie que
p = 0, parceque sinon (4.33) nous dirait que G, tend vers +oo, en prenant le
produit des limites. Dans ce cas on veut prouver que le membre de gauche de

0 n
(4.35) tend vers 1 si k = 0 et vers 0 sinon. Pour k =0, Z = CGg,ﬁV‘G = Og;G. Ici
N N

on sait que (N —G)/N = 1—G/N tend vers 1 (par (4.34) et puisque p = 0), et

Ch e (N=G)o(N—G—n+t1) R .
donc 5% = N (N—n D) tend vers 1 par le méme raisonnement que plus

haut. Donc Z = Z (0) tend vers 1 quand k = 0. Mais maintenant, la probabilité
restante pour tous les autres k est 1 — Z(0), qui tend vers 0, donc tous les Z(k),
k > 1, tendent vers 0.

Finalement il ne reste que le cas o N; — G; ne tend pas vers +oo. Comme
plus haut, ceci implique que p = 1. Cette fois, on regarde le membre de droite
de (4.35) et on voit qu’on doit montrer que Z tend vers 1 quand k = n et tend
vers 0 sinon. Quand k = n, on trouve Z = Z(n) = CALCY_o/Ch = C&/CR.
Maintenant G/N tend vers 1 puisque p = 1, et Z(n) tend vers 1 comme ci-
dessus. Finalement, pour les autres valeurs de k, on a encore Z(k) <1 — Z(0)
(puisque ), Z(k) = 1), qui tend vers 0. On a fait tous nos cas. O

Remarque C’est en fait un peu surprenant qu’on doive se donner tant de mal
alors que l'intuition était si claire, que les deux probas a chaque moment de
pécher un gardon sont aussi proches qu’on veut. On pourrait d’ailleurs aussi
formaliser tout ceci en suivant le processus de péche, et en estimant la différence
entre les probabilités conditionnelles (& tout moment) de pécher un gardon ou
autre chose, dans les deux processus de péche avec remise, ou sans remise. Je
crois que finalement les calculs seraient plus simple dans le cas o 0 < p < 1.
Le cas ou il y a trés peu de gardons (ou trés peu du reste) serait peut-étre un
peu plus délicat, sans doute a traiter a part a nouveau.
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Je ne peux pas m’empécher de dire que 'on a donné un énoncé en termes
de suite parce que c’est souvent plus facile & comprendre, mais en fait le vrai
énoncé (et vous pouvez vérifier qu'on 'a démontré en fait) est un énoncé de
limite : étant donnés n et k (comme plus haut), et € > 0, il existe Ny > 1 et
7 > 0 tels que si X est une variable aléatoire de loi H(N,G,n), et si N > N
et |[£ —p| < 7, alors [P(X = k) — C¥pF(1 — p)"*| < . Si vous trouvez que
tout compte fait c¢’est plus simple, en fait on est d’accord.

5 Espaces de probabilité dénombrables

5.1 Séries numériques et familles sommables

a. Séries a termes positifs. Jusqu'ici, on a presque pu s’en sortir avec des
univers finis (sauf la loi géométrique), mais on sent bien qu’il peut étre utile
de considérer €2 un peu plus grand. On va faire le minimum, et considérer des
ensembles (au plus) dénombrables, c.-a-d. en bijection avec (une partie de) N.
On va voir que la généralisation est possible sans trop d’ennuis, en remplacant
les arguments de sommation simple par des arguments sur les séries numériques.

On va utiliser divers résultats sur les suites et séries numériques, que je
rappelle maintenant sans trop de démonstrations.

D’abord, une notion importante, la borne supérieure d’'un sous-ensemble de
R. Je le mets sous forme de théoréme parce que c’est important.

Théoréme 5.1. Soit A C R une partie non vide de R. On suppose que A est
magjorée (c.-a-d. qu’il existe M € R tel que a < M pour tout a € A. Alors A
admet une borne supérieure, c.-a-d. un S € R tel que d’une part a < .S pour
tout a € A, et d’autre part, pour tout x < S, il existe a € A tel que a > x.

Autrement dit, S est le plus petit majorant de A. On le note

stupazsup{a; a € A}.
acA

Parfois, on note aussi sup,c4 @ = +00 quand A n’est pas majoré.
C’est un théoréeme (avec des définitions dedans), ou alors c’est une partie de
la définition de R, suivant comment vous avez construit R.
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Maintenant, on va parler d’'une maniére, basée sur la borne supérieure, de
calculer les sommes de séries & termes positifs.

Quelques notations pour le prochain énoncé. D’abord, si A est un ensemble,
je noterai Py(A) l'ensemble des parties finies de A. Donc bien str Py(A) C
P(A) (avec égalité si A est fini).

Soit {u, }nen une suite de nombres positifs. Pour chaque partie finie J €
Py(N), on note Sy =) _;uy la somme finie correspondante.

Proposition 5.2. La série Y% u, est convergente si et seulement si Uen-
semble des sommes finies Sy = _;uy,, est majoré. Si c’est le cas, alors

o

(5.1) Zun:sup{SJ; JGPO(N)}.

n=0

Donc le second membre est la borne supérieure de ’ensemble des sommes
partielles S; (ou J est n'importe quel sous-ensemble fini de N). Si on avait
seulement pris les ensembles {0,1,... N}, on aurait pris la borne supérieure
des sommes partielles oy = Zi:;o u,. Dans ce cas précis, on dit juste que pour
une série a termes positifs, il y a convergence si et seulement si les sommes
partielles o sont majorées (indépendamment de N). Et aussi que la limite
de oy est aussi la borne supérieure des oy (parce que {ox} est une suite
croissante).

Dans la proposition on dit que pour le méme prix, on peut aussi prendre des
sommes partielles qui correspondent & des ensembles finis quelconques, sans
avoir & prendre les termes dans l'ordre (voir plus bas aussi). C’est assez facile
a vérifier. D’abord, si les S; sont majorées par un M € R, alors les oy aussi,
puisque chaque oy est un exemple de S;. Mais réciproquement, si les oy sont
majorées par un S’, alors les Sy aussi : prendre un Sy, ajouter tous les termes
oubliés (combler les trous), et on trouve un oy qui est plus grand que S;. Donc
Sy < oy < S On en déduit déja la premiére partie. Mais aussi que tout
majorant des S est aussi un majorant des oy, et aussi réciproquement. Donc
la famille des S; a les mémes majorants que celle des o ; on en déduit qu’elles
ont aussi la méme borne supérieure. (Exercice : traduisez en argument avec les
quantificateurs comme dans la définition). O
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Corollaire 5.3. On suppose que la série a termes positifs Z;ﬁ% u, est conver-
gente, et on note S sa somme. On se donne une bijection v : N — N. Alors la
série & termes positifs >, Uy(k) €st convergente, et sa somme est S.

Bref, on peut sommer dans n’importe quel autre ordre. Demander une bi-
jection sert a ne pas sommer deux fois le méme terme, et a ne pas en oublier
non plus.

Vous avez sans doute vu ceci, peut-étre avec une autre démonstration. On
note que les sommes finies correspondant aux deux séries sont en fait les mémes,
donc en appliquant la proposition, les sommes finies sont majorées si et seule-
ment si chacune des deux séries a des sommes partielles majorées, et aussi si
c’est le cas, les sommes sont les mémes. On a juste dit que quand on regarde
les sommes finies, I'ordre des termes n’intervient plus!

b. Familles sommables & termes positifs.

Pour passer a la sommation par paquets, on va généraliser un peu et rem-
placer N par un ensemble (quelconque, mais on pense infini!) I d’indices.

Ce qui va remplacer la série, c¢’est une famille {u;}, i« € I de nombres pour
I'instant supposés positifs.

On dit que les nombres positifs u;, + € I, forment une famille sommable
quand la famille des Sy =", ;u;, ot J est dans 'ensemble Py(1) des parties
finies de I, est majorée. Donc s’il existe M € R tel que S; < M pour tout
J € Py(I). Alors la somme de la famille, naturellement notée ., u;, est la
borne supérieure de I'ensemble des sommes Sy, J € Py(I). En bref,

(5.2) Zuizsup{Zui;JGPo(I)}.

i€l ieJ

On pourra encore utiliser (5.2) quand les sommes ne sont pas majorées (et donc
> ey Wi = +00), mais on ne dira pas que la famille est sommable! Vous notez
bien que c’est pareil que plus haut, sauf qu’on a remplacé N par I.

De maniére amusante, on n’a pas a supposer que I est dénombrable pour
cette définition (on pourrait prendre I = R), mais si la famille {u;}, i € I est
sommable, on peut démontrer que I’ensemble des ¢ € I tels que u; # 0 est au
plus dénombrable. Passons a la sommation par paquets.
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Proposition 5.4. On se donne une famille sommable a termes positifs u;, © € I
(vous pouvez penser que I = N et que c’est une série), et une partition de I en
ensembles Ay, { € L. Donc I = Uper Ay (union disjointe). Alors chacune des
familles u;, 1 € Ay est sommable, la famille des sommes Sy = ZieAe u;, L € L,
est sommable aussi, et en plus

(5.3) Zui:ZSg:Z{Zui}.

1€l lel lel i€y

On a pas mal utilisé ceci pour des sommes finies, et je dis que ceci reste vrai
pour des sommes infinies (mais majorées), a termes positifs. Je répéte bien “a
termes positifs” tout le temps, parce que sinon, sans hypothése correcte pour
compenser (typiquement, la famille des Y |u,| est majorée), tous les résultats
ci-dessus sont faux.

C’est intéressant méme dans le cas ou L est fini, mais c¢’est presque aussi
facile & démontrer dans le cas que j'ai énoncé. Pour que lI’énoncé contienne
aussi le cas fini, autorisons certains des sous-ensembles A, a étre vides.

Et, pour le cas ot on en aurait besoin de maniére cachée, prendre certains
Ay vides ne pose pas de probléme : on utilise la convention qu'une somme vide
(avec 0 termes) est nulle, et tout se passe bien.

La démonstration n’est pas trop dure, mais je ne donne qu’une idée : la
somme » ., u; est une borne supérieure de sommes finies ; chaque somme finie
peut étre décomposée comme ci-dessus ; on écrit consciencieusement les défini-
tions avec les bornes supérieures et on s’apergoit qu’on est passé a la limite (en
prenant les sup). O

c. Familles sommables a termes réels.

Celles-ci seront ’analogue des séries absolument convergentes. Mais on voit
les choses de maniére un peu différente : on souhaite que l'ordre des termes
compte peu, et on aime bien sommer par paquets.

On dit que la famille {u;}, i € I & termes réels (u; € R pour tout i) est
sommable quand la famille des valeurs absolues |u;| est sommable. Autrement
dit, quand ) . ; |u;| < 400 ou quand il existe M € R tel que >, |u;i| < M
pour tout J C [ fini.

Pour calculer la somme, on va se ramener au cas des termes positifs. Pour

61



tout x € R, posons
(5.4) ry = max(0,z) et x_ = max(0, —x);

ce sont la “partie positive” et la “partie négative” de x (choisis pour étre positifs
tous les deux). On vérifie aisément que

(5.5) r=x,—x_ et|z]=x,+x_.

Donc par exemple u; = (u;)+ — (w;)— et |u;] = (u;)+ + (u;)—. On appelle somme
de la famille sommable {u;}, i € I a termes réels le nombre

(5.6) D ui=> (ui)y =D (wi)-

ieJ ieJ ieJ
qui est bien définie parce que les deux sommes a termes positifs, qui sont do-
minées par ) ., |u;|, sont finies. Une autre maniére de dire est qu’on somme
tous les termes positifs, puis on somme tous les termes négatifs (et ceci donne
deux nombres finis parce qu’on a supposé la famille sommable), et a la fin on
fait la soustraction des deux sommes.

C’est logique si on veut que la somme de se comporte bien vis-a-vis des
additions et soustraction. En fait, avec un peu de travail, on vérifie que si les
deux familles {u;} et {v;}, i € I, sont sommable, alors {u; + v;}, i € I, est
aussi sommable, et

(5.7) Z u; + v;) ZUH_ZU@

ieJ ieJ i€

Le travail consiste juste a couper I en six, suivant les signes de u;, v;, et u; +v;,
et a ajouter les morceaux en suivant bien les signes.

On vérifie aussi facilement que pour tout réel, > . (Au;) = A5 u;.

Et aussi que si I = N, la famille {u;}, ¢ € I, est sommable si et seulement si la
série > . |u;| est convergente (on dit que >, u; est absolument convergente), et
alors la somme est la méme que la somme de la série. On déduit assez facilement
cette équivalence (que je ne démontre pas pour gagner du temps), la version
“série absolument convergente” suivante du corollaire 5.3.

Corollaire 5.5. On suppose que la série a termes réels Zn o Un est absolument
convergente, et on note S sa somme. On se donne une bijection ¥ : N — N.
Alors la série Y, g est absolument convergente, et sa somme est S.
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On n’en aura pas besoin, je crois, mais la démonstration est simple et se
fait comme pour le corollaire 5.3. Si on retire les mots “absolument”; le résultat
(—le)” est
convergente (pas absolument), et qu’on peut changer 'ordre des termes pour
obtenir une série dont la somme est n’importe quel nombre réel, ou alors qui

. . Ju o0
devient notoirement faux; vous savez sans doute que la série ) -,

ne converge pas.

Chez les familles sommables, on a fait I'hypothése forte tout de suite, et on
obtient 'invariance par renumérotation juste dans la définition, et la sommation
par paquets comme suit :

Proposition 5.6. On se donne une famille sommable a termes réels u;, 1 € 1,
et une partition de I en ensembles Ay, £ € L. Alors chacune des familles
u;, 1 € Ay est sommable, la famille des sommes S, = ZieAK u;, £ € L est
sommable aussi, et en plus

(5.8) ZUZZSg:Z{Zu}

el feL el i€y

C’est le méme énoncé que pour la proposition 5.4. La démonstration est
simple : on écrit u; = (u;);+ — (u;)— comme ci-dessus, on applique la proposition
et ceci se démontre directement 5.4 a chacune des deux familles sommables a
termes positifs {(u;)+} et {(u;)-} (avec la méme partition que dans I’énoncé),
et & la fin on regroupe les termes en utilisant (5.7). Je vous laisse faire.

On utilisera cette proposition quand on calcule les espérances de variables
aléatoires a valeurs réelles.

Noter que ce qu’on a dit pour u; € R marcherait encore pour u; € C; on
découperait d’abord wu; en partie réelle et partie imaginaire, puis on travaillerait
sur chacun des morceaux séparément. Pareil pour des familles a valeurs dans
R".

Fin du cours 8, 2020

5.2 Mesures de probabilité sur un ensemble (2 dénombrable

On a déja fait le cas ou €2 est fini, et on veut juste passer au cas dénombrable ;
mais ce qu’on va faire est encore valable quand €2 est fini.
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On pourrait se contenter du cas ou {2 = N, en utilisant une bijection de N
dans € pour numéroter ses éléments. C’est juste que ce que l'on va raconter
ne dépend pas de la maniére dont on numérote (d’ou les remarques ci-dessus
sur I'ordre des termes dans les séries & termes positifs). Prendre 2 = N c’est
d’ailleurs ce qu’on fera dans les exemples.

On garde les mémes définitions pour les événements élémentaires (w € €Q)
et les événements (A C ). On définit encore un germe de probabilité comme
une fonction p : 2 — [0, 1] telle que la famille {p(w)}, w € Q soit sommable, et

(5.9) Zp(w) = 1.

wed

Donc maintenant » .o p(w) = supjep, )y, en notant encore Py(€2) l'en-
semble des parties finies de 2.

Quand on a un germe de probabilité p sur €2, on peut définir une mesure de
probabilité P sur €2, en posant

(5.10) P(A) = Y plw)

weA

pour tout A C €2. La famille est sommable (pensez la série converge) parce que
toutes les parties finies J de A sont des parties finies de 2, donc ) _;p(w) <1
par (5.8). Ceci ressemble fort a (3.2).

Maintenant la mesure de probabilité P a un certain nombre de propriétés
faciles, qui sont les mémes que plus haut (voir (3.3)-(3.5)), que je rappelle parce
que c’est facile a recopier :

(5.11) 0<P(A)<P(Q2)=1 pourtout A€ P(Q)

comme (3.3) (et je peux ajouter que P(() = 0)); on vient de le voir, et par la
meéme démonstration

(5.12)  P(A) < P(B) pour tout choix de A, B € P(Q2) tels que A C B

et notre analogue de (3.5)

(5.13) P(A) = Z P(A;) quand A est I'union disjointe des A; € P(Q);
J
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cette fois, surtout si on veut se permettre une union disjointe infinie, on doit
juste utiliser la proposition 5.4 au lieu du résultat “trival” sur les ré-écritures
de sommes. Je rappelle que le fait que

(5.14) P(A°)=1—- P(A)

s’en déduit aussitot, puisque €2 est 'union disjointe de A et A°; de méme, le
fait que

(5.15) P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AN B)

se démontre a partir de deux partitions simples.
Je recopie aussi la définition d’une mesure de probabilité sur §2 (dénombrable
ou fini)

Définition 5.7. Une mesure de probabilité sur €2, est juste une fonction P :
P(Q) — [0,1] qui vérifie les propriétés (5.11), (5.12), et (5.13).

Pour écrire les sommes, on utilise & nouveau les rappels ci-dessus, et le fait
que tous nos nombres a sommer sont positifs (et qu’en fait toutes les sommes
écrites sont < 1).

Enfin, on retrouve p si 'on veut a partir de P, en posant p(w) = P({w});
le fait que ce soit un germe vient de (5.11) et (5.13). Et d’ailleurs je vous laisse
vérifier que (5.12) se déduit aussi de (5.11) et (5.13).

Bon, aprés cette définition on poursuit I’étude faite plus haut, mais dans le
cadre des €2 (finis ou) dénombrables. Dans les démonstrations, on est souvent
amené a sommer des séries au lieu d’écrire des sommes finies, mais je vous
promets que tout se passe bien. Donc je vous passe les détails.

Evidemment, pas de mesure uniforme sur N ou N*, mais par contre on a déja
vu une mesure sur N*, celle qui donne la loi géométrique G(p), donc définie par
p(k) = p(1 — p)*~1; voir la définition 4.13 et vérifier qu’on n’a pas menti dans
ce paragraphe.

5.3 Variables aléatoires (sur ({2, P) avec {2 dénombrable).

Définition pareille qu’avant : une v.a., c¢’est une fonction X définie sur €2,
et le plus souvent & valeurs dans R (mais on a vu des exemples a valeurs dans

R™).
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Maintenant X (£2) est au plus dénombrable, donc on peut y définir une me-
sure de probabilité a partir d’'un germe. On pose donc, pour tout z € X (w),

(5.16) px(r) =PHweQ; X(w)=2}) = P(X =1x)

(ot dans la seconde expression on abuse un peu des notations, mais pas plus que
d’habitude). Si par exemple X : 2 — R, on se permet aussi de définir px(x)
par (5.16) quand z € R\ X(€2); on trouve px(z) = 0, ce point ne comptera
pas dans la loi, justement parce que px(z) = 0, mais on peut avoir envie de
définir px () pour tout z, par exemple quand on a du mal & calculer I'image
X (€). De toute fagon, tout ce qu’on somme et qui vaut 0 donne 0,

On vérifie maintenant que py est un germe de probabilité. C’est pareil

qu’avant :
> px(@)= > P(X'x)=1

reX(Q) reX(Q)

puisque les P(X~!(z) sont une partition de € ; bien stir maintenant on a pro-
bablement une infinité de termes, donc on utilise la proposition 5.4.

Comme plus haut, on définit une mesure sur X (£2) a 'aide de ce germe. On
appelle cette mesure la loi de X ; ¢’est donc une mesure Py sur X (£2) (au plus
dénombrable), telle que

(5.17) Px({z}) = P(X =w)
et plus généralement, en prenant une union disjointe au plus dénombrable,
(5.18) Px(A)=P(X € A) pour A C X(Q)

Exemple, donc, la mesure géométrique (la loi G(p)) rappelée plus haut. Et
bientot la loi de Poisson.

5.4 [Espérance de variables aléatoires positives ({2 dénombrable).

Ah, maintenant, une petite différence, avec 'espérance. En fait il va s’agir
de sommer des séries, et comme dans les cas que vous connaissez, le résultat ne
sera pas toujours défini. On commence avec les v.a. & valeurs positives.
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Définition 5.8. On se donne X : Q — [0,4+00). On appelle espérance de X
le nombre

(5 19)

ZX P{w}) = Z rP(X Z zpx(z) € [0, +o00].

we xeX (0 zeX (0

La derniére expression est juste une ré-écriture de la seconde. Mais attention,
on ne sait pas si les deux premiéres sommes convergent ; on dit juste que si I'une
est finie, alors 'autre aussi, et alors les sommes sont égales. Et 'on dira que X
est d’espérance finie, ou intégrable, quand E[X] < +oo.

Iy a donc une vérification a faire. Supposons d’abord que > . X (w)P({w}) <
+00, et notons S la somme. Soit A n’'importe quelle partie finie de X (Q2). La
somme ), xP(X = w) est bien définie (chacun des termes est bien défini,
puisqu’on a défini la loi), et en plus

ZxP(sz):Z{ Z ({w}} Z{ Z X(w {W})}

r€A €A weX1(z) reA  weX-

ol la somme intérieure a peut-étre une infinité de termes, mais alors la série
converge. On peut regrouper les termes (tous positifs), et reste 3, o x(y)ea X (W) P({w}),
qui est inférieur a S puisque S correspond a toute la somme sans demander
que X (w) € A. Donc la seconde somme de (5.19) converge et donne au plus S.

Dans l'autre sens c’est un peu pareil. On suppose que la somme de droite
converge, et on note S’ sa somme. On se donne une partie finie de B de €2, en on
veut controler S(B) =Y .o X (w)P({w}). Onregroupe suivant les images z =
X(w),w € B (ily en aunnombre fini), et S(B) = >, v(5) 2owepnx-1(x) TL{w}).
On ajoute des termes a chaque image réciproque, et il vient

) < Z Z rP({w}) = Z rP(X

zeX(B) weX1(x) xeX (B

qui a moins de termes que le second terme de (5.19). Donc S(B) < .S’ pour tout
B C Q fini. On prend la borne sup et on trouve que Y o X (w)P({w}) est fini
et inférieur & S’. Je vous laisse vérifier qu'on a tout démontré dans (5.19). [

Exemple. Si X est une v.a. dont la loi est la loi géométrique de G(p), 0 < p < 1,
on a vérifié ci-dessus (en disant qu’on s’occuperait du coté dénombrable de €2)
que E[X] = 1/p. Je vous laisse vérifier qu’on n’a pas menti.
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Contrexemple. Définissons une probabilité P sur N par p(n) = 27! pour
n > 0. Noter que Y p(n) = 1, comme souhaité pour un germe. Prenons X (n) =
47 Alors E[X] = > o X(n)p(n) = >, 502" = +oo. Clest le genre de
choses qui arrivent quand les variables aléatoires sont trop grandes a l'infini.
C’est pourquoi il faudra prendre des précautions concernant les v.a. a valeurs
dans R.

Quelques derniéres remarques. Quand X ne prend qu'un nombre fini de
valeurs (quand X (€2) est fini), la somme de droite est finie, méme si pour
chaque terme P(X = x), on a peut-étre dit sommer sur une infinité de petits
w. La vérité est que ceci ne change pas grand-chose, a part que la loi de X est
sur un univers fini.

Si X @ Q — (—o00,0] est négative, on peut définir E[X] = —FE[—X] sans
probléme. C’est quand les variables changent de signe qu’il faudra se méfier un
peu.

5.5 [Espérance de variables aléatoires réelles ({2 dénombrable).

Passons aux v.a. a valeurs réelles. Voici la bonne définition qui fait marcher
les choses.

Définition 5.9. On se donne donc Q2 (dénombrable ; fini est trop simple), P
une mesure de probabilité sur €2, et X : 0 — R une v.a. On dira que X est in-
tégrable, ou d’espérance finie, quand ['une des conditions équivalentes suivantes
est satisfaites :

(5.20) E[IX]] < +oo

(5.21) D X (w)|P{w}) < 400

weN
(5.22) Y |2|P(X =2) < +oo.
zeX ()

L’équivalence des trois est facile ; appliquer (5.19) alav.a. w — | X (w)]|. Sion
applique bétement, & la place de (5.22) on trouve » ¢ y|q) 2P (|X| = z), ce qui
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est pareil que ce qu’on obtient & partir de I'expression de (5.22) en regroupant
les termes pour x et —x.

On va pouvoir maintenant définir ’espérance de X quand X est comme ci-
dessus. Si on ne suppose pas X intégrable, on ne peut pas utiliser les familles
sommables pour calculer la somme ci-dessous, et essayer avec des séries non
absolument convergentes serait bien dangereux a cause de I’'absence d’invariance
par renumérotation.

Définition 5.10. Soient Q (dénombrable ; fini est trop simple), P une mesure
de probabilité sur ), et X : Q@ — R une v.a.. On suppose que | X| est intégrable
(comme ci-dessus). Alors on définit l'espérance E|X] par

(5.23) E[X]=E[X.] - = X(w)P({w}) = Z P(X

weN zeX(Q

Ici la différence F[X ] — F[X_] a un sens puisque puisque les deux termes
sont finis, et la premiére identité est la définition de la somme de la famille
sommable X (w)P({w}), a partir de la partie positive et la partie négative. La
seconde égalité s’obtient comme précédemment, en écrivant que pour chaque
r € X(Q), P(X = x) est la somme des P({w}, w € X 1 (w).

Et maintenant quelques propriétés des I'espérance.

D’abord, un exemple trivial mais qui sert tout le temps : si C' € R, la
v.a. constante égale & C est intégrable, et son espérance est C'. Quand C' > 0,
c’est une conséquence immédiate de (5.19), et quand C' < 0 on utilise le fait
que E[-C] = —E|[C].

Ensuite, la propriété d’espace vectoriel et la linéarité : Si X et Y sont deux

v.a. intégrables sur (£2, P), alors X + Y est intégrable (exercice; utiliser le fait
que | X + Y| < | X|+[Y]), et

(5.24) E[X +Y] = E[X]|+ E[Y];

¢’est une conséquence immédiate du méme résultat pour les familles sommables ;
voir (5.7). De méme, pour A € R, AX est intégrable et E[AX] = AE[X].

Puis les majorations : Si X et Y sont deux v.a. intégrables sur (2, P), et
si X(w) < Y(w) pour tout w € Q, alors E[X] < E[Y]. Vrai sans restriction
d’intégrabilité pour X et Y positives; ensuite, dans le cas intégrable, appliquer
(5.24) &Y — X et noter que si Y — X >0, alors E[Y — X] > 0.
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On en déduit que si X : 2 — R est bornée, et m < X(w) < M pour tout
w € (2, alors X est intégrable, et

(5.25) m < E[X] < M.

On doit juste vérifier que X est intégrable, puis appliquer la majoration ci-
dessus. Et puisque | X (w)| < max(|m|, |M]), et qu’on a vu que les fonctions
constantes sont intégrables, on trouve bien que E[|X|] < E[max(|m|, |M|)] =
max(|ml, | M)

Remarque. Si X est minorée (il existe m € R tel que X (w) > m pour w € 2,
on peut encore définir £[X] € RU {400}, méme si X n’est pas intégrable, en
posant E[X] =m'+ E[X —m/], ot I'on a choisi n'importe quel m’ < m; c’est
parce que X —m’ > X —m > 0. Mon conseil est de ne pas trop abuser de ceci,
et de considérer directement X — m, ou X — m/, et de travailler avec.

Voila. On est prét pour de nouvelles lois!

5.6 Loi de Poisson, ou loi des événements rares.

En fait on va voir qu’il faudrait sans doute dire événements rares concernant
de grandes populations, parce qu’il y aura une certaine compensation des deux.

Quelle est la bonne description pour la loi du nombre d’appels recus en un
jour par un dentiste qui a 3000 clients inépendants, qui téléphonent aléatoire-
ment une fois tous les ans pour un rendez-vous? On va expliquer que le bon
modele pour cette loi est une loi de Poisson (de Monsieur Siméon Denis Pois-
son, 1781-1840, apparament fait en 1838). Mais je commence par donner la
définition, puis on verra comment cette loi est justifiable.

Définition 5.11. Pour tout A > 0, on définit une mesure de probabilité sur
N, appelée loi de Poisson de paramétre A\, a partir du germe de probabilité py
défini par

k

A
(5.26) (k) = e o bour keN

On note cette mesure Poisson(\). A cause de la formule qu’on verra plus loin,
on peut aussi appeler dette mesure “loi de Poisson d’espérance \”.
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Ainsi, on dira qu’une variable aléatoire X (sur €2, P) suit la loi de Poisson
de paramétre A > 0 si

k

A
(5.27) P(X =Fk)=¢" 7 pour tout k € N.

On a juste deux petites choses a vérifier. La premiére est que py est bien un
germe de probabilité, donc que >, -, pr(k) = 1. Ou encore, en multipliant par
e, que Y k>0 ;\f—l,c = ¢e*. Jespére que vous aurez eu le temps de voir que c’est en
effet une des définitions de I'exponentielle.

La seconde vérification est que vous auriez pu croire que j’ai oublié de dire
que X est & valeurs dans N, ou au moins que P(X ¢ N) = 0. Mais en fait
ceci se déduit du fait que si on a (5.26), alors par union disjointe P(X € N) =
Yoo P(X =Ek)=>"opr(k) =1, ce qui fait que P(X ¢ N) = 0 par passage
au complémentaire.

Exemple. Maintenant, d’ou sort cette formule bizarre 7 Prenons I'exemple du
dentiste, avec n clients (n est grand), mais qui se manifestent de maniére aléa-
toire indépendante. Disons, chacun avec la probabilité A/n de téléphoner chaque
jour. On pense déja que le nombre moyen d’appels par jours devrait étre \ si
on devine bien, d’ol la normalisation choisie, mais on ne le vérifiera que plus
tard.

Quelle est la loi du nombre X d’appels re¢us un jour donné (tous les jours
sont les mémes) ? En fait on connait cette loi, c’est la loi binomiale de para-
métres n et p, ot p = A/n. En effet, chaque client donne une loi de Bernoulli de
téléphoner, de paramétre p, et ensuite (4.17) dit que (si les clients agissent indé-
pendamment) la loi de X, qui est la loi d’'une somme de n Bernoulli paramétre
p, est bien la loi binomiale de parameétres n et p.

Mais comme on a dit plus haut, quand n est grand on n’a pas trop envie de
calculer les C*, donc on cherche un équivalent de P(X = k) = p*(1 — p)" *C*
(voir (4.16)). Vérifions que pour tout choix de k et A,

(5.28) im (A/n)*(1 = (A/n))" Oy = eA%T?

le membre de gauche est la probabilité de X = k pour la loi binomiale ci-dessus,
puisque p = A/n, et le membre de droite est la probabilité de X = k pour la
loi de Poisson. On verra ensuite comment traduire.
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—1...(n—k+1 k N
n(n—1) kE" +1) par %, au sens ol le rapport tend vers

On approxime C* =

1.

Ensuite on garde (A/n)*. Le produit des deux tend vers A—I,C

On peut sortir (m)k, qui tend vers 1 parce que \/n tend vers 0 et k est
fixe.

I reste (1 —(A\/n))", qui tend vers e~*. C’est une limite classique ; si vous ne
la connaissez pas, prenez le logarithme : In((1 — (A/n))" = nln((1 — (A\/n)) =
n[—(A/n) 4+ o(1/n)], qui tend vers —\; on reprend I'exponentielle qui est une
fonction continue et on trouve le résultat.

Donc on a (5.28), qu'on va traduire sous forme de proposition, comme on
a déja fait dans le passé pour approximer la loi hypergéométrique par une loi
binomiale (les proportions de poissons dans une grosse péche, ou de gauchers
dans un gros échantillon).

Proposition 5.12. On se donne A > 0, et une suite de variables aléatoires
X,. On suppose que X, suit une loi binomiale de paramétres n et n/X\. Alors
pour tout k > 0,

. A
(5.29) nETmP(X” =k)=e o
Donc en un sens, les lois des X, tendent vers la loi de Poisson de parameétre
A. En fait, en regardant un peu mieux la démonstration, on aurait pu sup-
poser que X,, suit une loi binomiale de parameétres N,, et p,, a condition que
lim, s 100 N, = +00, et lim,, oo PN, = A. Clest d’ailleurs rassurant, parce
que prendre n/\ me rendait nerveux (¢a nous oblige & prendre n/\ entier a
chaque fois, ce qui donne des contraintes que ne devraient pas étre).
Démonstration déja faite, puisque P(X,, = k) est le membre de gauche de
(5.28). ]

Encore un exemple. Il pleut des gouttes, et chaque goutte tombe de maniére
aléatoire sur une grande surface. On évalue qu’au cours d’une forte pluie il est
tombé 10cm d’eau (c’est pas mal!) On estime qu'une goutte fait & peu prés un
vingtieme de millilitre. Quelle est la loi du nombre de gouttes qui sont tombées
sur une surface de 1mm? ? Corrrigez mes calculs si je me trompe mais je tombe
sur une loi de Poisson d’espérance 2. En gros, 10 centimétres donnent 0.1m3
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par m?, donc 100 litres (oui, c’est assez lourd!), donc 2 - 10° gouttes. Donc 2
par mm?. C’est bien stir une trés légére approximation.

Remarque. Il y a un équilibre entre la rareté du phénomeéne (p = A/n est
petit) et le nombre n qui doit compenser. Encore que I'estimation ci-dessus est
encore précise quand A est tout petit (mais la probabilité de voir autre chose
que 0 est alors faible).

Encore un exemple (on s’amuse bien). Il y a des poissons dans un lac, on
me laisse entendre qu’il y en a 1072 par m?, disons répartis aléatoirement (ma
meilleure évaluation; de toute facon, la suite montre que je n’y connais rien).
Je décide donc de pécher a la grenade : j'en lance une et je tue tous les poissons
qui sont & moins de 10m. Quelle est la loi du nombre de poissons récoltés ?

Plus sérieusement, la loi de Poisson est aussi ce qu’on utilise pour décrire le
nombre d’atomes radioactifs dans un échantillon donné qui se décomposent en
une minute, sachant la (petite) probabilité de chacun de se décomposer chaque
minute, et le (grand) nombre d’atomes. Mais mon calcul rapide de ce matin
semble montrer que si on regarde quelques grammes de produit radioactif et un
temps d’une seconde, le nombre d’éléments qui se décomposent (en moyenne)
est déja trés grand, de sorte que la loi de Poisson est avec un grand parameétre
A, et les fluctuations relatives de ce nombre seront trés petites. Donc je ne suis
pas certain que ce soit un si bon exemple, sauf & prendre des temps plus courts
ou des nombres de particules bien plus petits que le nombre d’Avogadro qui est
de I'ordre de 6 - 10%.

Retour aux calcul. Comme promis, on peut calculer I'espérance d’une va-
riable de Poisson.

Proposition 5.13. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson
de parametre \. Alors E[X] = ).

Comme X est a valeurs positives, pas méme besoin de vérifier si X est
intégrable, on verra bien a la fin si E[X] < +o00. La formule donne

00 0 - Ak 00 - Ak
E[X] =k§:%kP(X:k) =k§::ke AH:Ze A—(k—l)!

k=1

_ oM - A “Ay N et —
=€ Zm—e ZF—G e =
k=1 j=0
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ol on a pu oter le terme ou k = 0, puis on a posé¢ j = k—1, et on s’est souvenir
a la fin de la formule pour ’exponenielle. H

Il y a une certaine logique dans le cas de nos exemples; s’il pleut en moyenne
2 gouttes par mm?, on s’attend & ce que I'espérance de notre modéle soit bien
2. Autrement, on aurait probablement mal choisi notre modéle.

De la méme maniére, vérifions que la somme de deux variables de Poisson
idépendante est une variable de Poisson (dont I'espérance est, naturellement,
la somme des espérances).

Proposition 5.14. Soient X etY deux variables aléatoires indépendantes. On
suppose que X suit une loi de Poisson de parametre X et que Y suit une lot
de Poisson de parameétre p Alors X +Y suit une loi de Poisson de paramétre
A

L’énoncé appelle plein de commentaires (je crois), mais commencons par la
démonstration, qui doit mettre tout le monde d’accord. On se donne donc X
et Y comme dans I’énoncé, et on calcule la loi de X 4+ Y. Donc on calcule
(5.30)

k k
P(X+Y=k)=> P(X=jetY=k-j)=) PX=jPY =k-j)
J=0 Jj=0
D () e ) ey N
= e = — = € -
per i (k= J)! = gk = )"

ol 'on a bien utilisé I'indépendance pour la seconde égalité, puis on a utilisé la

loi, et enfin on a commencé a calculer. On remarque que j!(kaj)! = k’,“ , donc
S
— CIN P = =(\
;]n(k_]' k|z ( + )"

(c’est bien pratique les coefficients binomiaux). On remplace dans (5.30) et on
k

trouve que P(X +Y =k) = e_(”“)%, ce qui est exactement la probabilité

de {k} pour une loi de Poisson d’intensité A 4 p. O

Passons aux commentaires.
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Est-ce aussi miraculeux que les calculs semblent l'indiquer? Je prétends
que non. Reprenons 'exemple du dentiste, qui a n clients qui téléphonent en
moyenne tous les A/n jours. On aurait pu couper arbitrairement sa clientéle en
deux, donc écrire n = nq + n9, imaginer qu’il a deux clientéles, faire le calcul
pour chacune avec sa loi de Poisson, et obtenir le résultat prévu.

Dit de maniére plus constructive, imaginons que le dentiste recoive un jour la
clientéle d'un collegue qui part a la retraite. Il avait nq clients, qui téléphonaient
avec la probabilité p = A\/n; tous les jours, et maintenant il se retrouve avec
n1 + no clients semblables, qui téléphonent avec la méme probabilité p. On a
dit que chaque jour la loi du nombre d’appels de sa premiére clientéle est (en
gros) une loi de Poisson d’espérance A = pn;. Pour son collégue, ¢’était une loi
de Poisson d’espérance pu = pno. Et pour la somme des deux, c¢’est normal que
ce soit une loi de Poisson d’espérance p(n; +ns) = A+ u. Si ¢a n’avait pas été
le cas, le modéle aurait été plutot mauvais.

Ceci ne donne pas une démonstration, parce que notre modéle n’est pas
exact. Dans le cas des lois binomiales, ceci donnerait une démonstration, celle
qu’on a faite au corollaire 4.12. Ensuite, si on voulait en déduire la proposition
5.14, il faudrait encore se fendre d'un argument d’approximation un peu délicat.
Ce n’est pas utile, puisqu’on a une démonstration simple.

Est-ce a dire que la proposition 5.14 est inutile 7 Pas du tout, mais alors la,
pas du tout ! Reprenons notre dentiste. Il s’apercoit avec surprise que les clients
de son collégue téléphonent en fait avec une probabilité py # p. Donc tous ses
calculs s’effondrent, et il commence méme a avoir des doutes sur la maniére
dont il a modélisé toute son histoire. Parce qu’au fond, lui aussi a divers types
de clients, avec des habitudes différentes, alors notre modéle initial était sans
doute naif et faux ? Heureusement, a cause de la proposition, pas tant que ca.

Reprenons le modéle avec juste deux types de clients ayant des comportement
différents. Les premiers appels ont une loi de Poisson d’espérance \, les second,
ont une loi de Poisson d’espérance p, on suppose que les deux populations
téléphonent de maniére indépendante, et finalement la proposition dit que la
loi de la somme est encore une loi de Poisson. Ce qu’il faut réviser, c¢’est juste
la formule qui donne 'espérance (en fonction de n et de p), pour chacune des
populations, mais c¢’est quand méme beaucoup moins grave.

Et surtout ceci renforce notre idée que la loi de Poisson donne un bon modéle
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pour des sommes d’événements rares, puisqu’on peut mélanger des populations
inhomogeénes et quand méme obtenir une loi de Poisson !

Un autre exemple, plus d’actualité (et que je permets en dépit du fait que
nous avons vu quelques exemples de cas ol un scientifique peut dire des bétises
quand il sort de son domaine de compétence; vous me corrigerez si je déraille
trop). On veut modéliser la probabilité du nombre de personnes qui entrent en
réanimation chaque jour, par exemple en rapport avec la covid. A cause de la
discussion ci-dessus, on se doute bien que le modéle va étre une loi de Poisson.
Mais avec quelle espérance? Si on veut l'estimer, le plus raisonnable est de
couper les populations en catégories plus ou moins précises (en fonction du
risque et de l'age, voire de I'adresse et tout ce qu’on sait), calculer 'espérancer
de la loi de Poisson correspondante, et juste additionner les espérances. C’est
drolement pratique! Méme si bien siir pour calculer toutes ces espérances, il est
bon aussi d’avoir une idée du nombre de malades, de la fréquence p a laquelle
leur état se dégrade, etc.

Si je dirige un hopital, que j’ai 4 places en réanimation, et qu’on me dit que
les malades arrivent chez moi avec une espérance 1 chaque jour, je peux calculer
la probabilité d’avoir au moins 5 arrivées dans les deux prochains jours : c¢’est
P(X > 5) pour une loi de Poisson d’espérance 2, et c¢’est trés facile a calculer. Si
cette probabilité est trop grande, je peux commencer a m’inquiéter d’un point
de chute pour les suivants.

Un dernier commentaire : dans la proposition on suppose que les variables
sont indépendantes. Sinon, on ne peut pas faire grand-chose comme calculs, mais
ne jamais oublier que c¢’est une hypothése forte, rarement réalisée de maniére
exacte dans la pratique. Dans 'exemple du dentiste, si la veille un reportage
alarmiste sur le sucre est passé a la télé, il est probable que la loi des appels sera
encore une loi de Poisson, mais pas avec le méme A. Et si dans les clients il y
a des groupes d’amis qui font toujours la méme chose le méme jour, il faudrait
en tenir compte et Poisson s’effondre.

6 Inégalité de Markov, variance, loi des grands nombres

On va faire quelques estimations sur les variables aléatoires (& valeurs réelles).
On se dirige vers la loi des grands nombres, mais le trajet est intéressant aussi.
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6.1 Inégalité de Markov

Je commence par une inégalité simple, qui en probas s’appelle I'inégalité de Markov
et en analyse l'inégalité de Chebyshev. Je la donne d’abord pour une v.a. a va-
leurs positives, puis on passera facilement au cas réel.

Proposition 6.1. Soient X : Q — [0,4+00) une variable aléatoire, et A > 0
un nombre strictement positif. Alors
(6.1) P({x(w) > 3} < X

La prochaine fois j’écris directement P(X < A). C’est vrai, mais totalement
inutile, si E[X]| = +o00, donc on aurait aussi pu supposer E[X| < +o00. Pareil
si A est si petit que le membre de droite est > 1, d’ailleurs.

Et ceci est aussi un résultat utile valable pour l'intégrale (de Riemann, et
bientot de Lebesgue) des fonctions.

C’est tres utile, mais la démonstration est simple. Notons A = {w €Q; X(w) >
)\}. On veut montrer que P(A) < % Mais la variable aléatoire Y qui vaut A
sur A et 0 hors de A est inférieure & X, donc E[Y] < E[X]. Or E[Y] est facile
a calculer, puisque cette fonction prend juste deux valeurs, et

E[Y] = AP(Y = A) + 0P(Y = 0) = AP(Y = \) = AP(A).
Donc finalement P(A) = A E[Y] < A"'E[X] comme annoncé. N

Je me permets quand méme de donner la version de ceci pour les intégrales :
si f est une fonction (intégrable) positive sur un intervalle I, cette inégalité
s’écrit

Hx el; f(x) > )\}‘ < Al/lf(x)dac,

ou |[A] = [, 14(z)dx est la mesure de 'ensemble . Et la démonstration consiste
a dire que si on pose A = {SU el; f(x) > )\} comme ci-dessus, alors

MA| = )\/I]IA(a:)dx: /I)\]IA(a:)dx < /If(a;)dx

a nouveau parce que f > Al 4, ou on écrit de maniére un peu différente

AA| :LAdngf(x)dxg/If(x)dx.
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Revenons & Markov pour les mesures de probabilité. Voici I’énoncé pour les
fonctions a valeurs réelles.

Proposition 6.2. Soient X :  — R une variable aléatoire intégrable (telle
que E[|X|] < +00), et A > 0 un nombre strictement positif. Alors
ElX]]

(6:2) P{[X (W)l 2 A}) = ——.

Vous voyez que c’est en fait la proposition précédente, appliquée a la v.a.
| X|. Et d’ailleurs si X n’est pas intégrable, E[|X|] = 400, et le résultat est
vrai mais inutile. ]

Applications ci-dessous, dans le cas de la variance.

Mais en gros, si vous avez calculé que votre espérance de gain a un jeu est 1,
vous savez que votre probabilité de gagner 100 est inférieure & 1072, Elle peut
naturellement étre strictement plus petite, par exemple si le jeu n’autorise pas
de tels gains.

Pareillement, si la variable X suit une loi de Poisson de paramétre A = 2,
donc son espérance est 2, le théoréeme dit que la probabilité P(X > 6) est
inférieure & 2/6 = 1/3. C’est bien parce que ce serait vrai avec n’'importe
quelle v.a. ayant cette espérance, mais si je sais que c¢’est une loi de Poisson, je

peux utiliser la formule (5.27). Mex calculs rapides mais peut-étre faux donnent
P(X >6) <0,02.

6.2 Variance

C’est le prochain nombre intéressant aprés 1'espérance.

Définition 6.3. Soient X : Q — R une variable aléatoire intégrable (telle
que F[|X|] < 4+00), La variance de X, souvent notée Var(X), est le nombre

positif

(6.3) Var(X) = E[(X — E(X))?.

On appelle écart type de X le nombre o(X) = \/Var(X).
Fin du cours 9, 2020

Des commentaires d’abord.
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On dit que la v.a. X est centrée lorsque E[X] = 0. Souvent on préfére
travailler sur les v.a. centrées, et c¢’est facile puisque si X est une v.a. d’espérance
finie (intégrable si vous préférez), on retire sa moyenne et on trouve une nouvelle
variable X — E[X] qui est centrée!

Pour les variables centrées, la formule est plus simple, puisqu’alors Var(X) =
E[X?].

Rien ne dit que la variance est finie, méme si X est intégrable. Par exemple,
pour la mesure de probabilité P sur N telle que P({n}) = 27" la variable X
donnée par X (n) = 2/2 est intégrable, mais pas son carreé.

Quand on ajoute une constante a X, on ne modifie ni sa variance ni son
écart type. C’est fait expres.

Quand on multiplie X par A, on multiplie Var(X) par A% et o(X) seulement
par |A|. L’idée est que 'écart type donne une idée de la distance moyenne (mais
c’est mieux de dire type) entre X et sa moyenne. Plus les valeurs de X sont
concentrées autour de E[X], plus 'écart type est petit. Mais ce qui vaut, bien
siir, c’est la définition !

Malgré le fait que I’homogénéité de o est la méme que celle de X, c’est
souvent la variance qui tombe dans les calculs. Par contre, pour une variable
centrée, ¢’est bien o(X) qui donne une idée de sa taille habituelle.

Vous allez dire, pourquoi on n’a pas choisi de travailler avec E[| X — E[X]|]
qui a directement la bonne homogénéité 7 C’est a cause de la magie des carrés
(ou des produis scalaires); on verra que les calculs s’arrangent mieux avec la
variance.

Comme d’habitude, Var(X) et o(X) ne dépendent que de la loi de X (tout
comme l’espérance).

Pour moi : faire un dessin d’histogramme de la loi de X et demander qui
donne le plus grand écart type.

Des propriétés élémentaires (mais utile) ensuite. Je regroupe méme si on en
a vu certalnes.

Proposition 6.4. Soient X :  — R une variable aléatoire intégrable (telle
que E[|X|] < +00), et A > 0 un nombre strictement positif. Alors

(6.4)

Var(x) =0 si et seulement si X est constante, égale presque partout a E[X];
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(6.5) Var(AX) = MVar(X) pour tout A > 0;

(6.6) Var(X) = E[X?] - E[X)?

Noter qu’au passage (6.6) dit que E[X?] > E[X]? (justement & cause de la
variance!).

Démonstration. On a vu que Var(z) > 0 (espérance de la v.a. (X — E[X])?
qui est positive. Il est clair que Var(z) = 0 quand X est constante (donc égale
a F[X]). Il reste la réciproque. J'ai ajouté presque-partout parce qu’en fait
on ne va démontrer que le fait que P(X # FE[X]) = 0. Il se pourrait qu’on
ait pris P(X) # E[X] sur un ensemble non vide, mais de probabilité nulle.
Probablement vous avez envie de retirer cet ensemble de probabilité nulle de 2,
pusiqu’il ne sert a rien, mais en attendant nos hypothéses ne nous permettent
pas de I’éliminer a priori. Bon, on note p le germe de P, ent on note que

Var(X) = E[(X — BX)))] = S (X(w) — E[X])*p(w).

wel

C’est une somme de termes positifs. Si la somme est nulle, tous les termes sont
nuls. Donc pour tout w, ou bien X (w) = E[X] comme on a annoncé, ou alors
p(w) = 0 (et on retrouve I’événement de probabilité nulle ot X pourrait étre
différent, mais ¢a n’est pas grave puisque cet événement ne se produit pas).

Passons a (6.5) (annoncé plus haut). On fait juste le calcul en notant que
E[X] est aussi multiplié par A.

Pour (6.6) c’est vraiment plus intéressant (la moiti¢ du temps on calcule
Var(X) comme ceci). Notons e = E[X] pour simplifier les notations. Ainsi
(X — E[X])? = (X —e)? = X? - 2eX + ¢%; son espérance est Var(X) par
définition, et d’autre part vaut E[X?] — 2eE[X] + €2 = E[X?] — 22 + €2 =
E[X?] — €% On en déduit (6.6). O

Il pourra étre utile de savoir que variance finie implique espérance finie. Plus
précisément, on dit que la variable X est de carré intégrable, ou de variance finie,
quand E[X?] < 400 (noter que E[X?] est toujours défini, puisque X? > 0, mais
pourrait valoir +00). Vérifions que

(6.7) si X est de variance finie, alors elle est intégrable.
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En effet, il est vrai que |2z] < 2% + 1 pour tout z € R (juste parce que
(|]z| = 1)* > 0, en développant). Donc | X (w)| < (14 X (w)?)/2 pour tout w, et
en prenant les espérances, E[|X|] < (E[X? +1)/2 < 400 si X est de variance
finie.

6.3 Variance et indépendance

Proposition 6.5. Soient X, Y : Q@ — R deux variable aléatoire intéqrables
(telles que E[|X|] < 400 et E[|Y|] < +00) indépendantes. Alors XY est
intégrable et

(6.8) E[XY] = E[X]E[Y].

Evidemment c’est faux en général quand X et Y ne sont pas indépendantes ;
par exemple on a vu que E[X?] > E[X]? dés que X n’est pas constante, puisque
la différence est la variance de X.

On commence par démontrer ceci quand X et Y sont (a valeurs) positives.

On part de la formule
=Y pW)X (@)Y (w),
weld
oll p est le germe de P, et ou a priori on ne sait pas encore si la somme est
finie ou pas. N'’empéche qu’on peut prendre la somme de droite, et la découper
a 'aide d’une partition, en fonction des valeurs de X (w).

Z { Z p<w>X<w>Y<w>}
reX(w we; X (w

ol le théoréme sur les sommes avec des partltlons dit qu’il y a égalité méme si
I'un des deux membres est infini. On recommence en partitionnant chacune des
sommes intérieures par les valeurs de Y (w). On trouve

EXY]= > { > { >, p(w)X(w)Y(w)}}

reX(w) ye¥(w) weX(w)=zetY(w)=y

Z { > > zyp() } |

rzeX (w yeY(w) we:X(w)=zx et Y(w)=y
eX(

{ Z ryP(X(w) =z et Y(w) = y)}
yeY (w)

(w)
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Mais X et Y sont indépendantes, donc P(X (w) =z et Y(w) =y) = P(X(w) =
z)P(Y (w) = y). On remplace dans la somme et on trouve que

Elxy]= Y {Z yP(X =2)P(Y =)}

reX (w) yeY(w

- vP(X { Z yP(Y } Z +P(X = 2)E[Y] = E[X]E[Y].
@)

reX(w yeY (w reX(w

Quand on suit la démonstration, on voit en particulier qu’avec notre hypothése
que E[X] < 400 et E[X] < 400, on trouve E[XY] < +o0.

On passe au cas des variables intégrébles a valeurs réelles. Noter que | X| et
|Y'| sont encore indépendantes, en vertu de la proposition 4.8 (ou alors recalculer
P(|X| = x et |Y| = y) a partir d’expressions semblables pour X et Y, donc
par le cas qu’on vient de faire E[|XY|] = F[|X||E|[|Y|] < +oo.

Maintenant on peut calculer E[XY] comme ci-dessus, avec des sommes de
familles sommables, appliquer le résultat sur les sommations par paquets, ré-
écrire les calculs ci-dessus mot pour mot, et obtenir le résultat souhaité (6.8).

O

Théoréme 6.6. Soient X1, Xo, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes
a valeurs réelles. Supposons en outre que chaque X; est de variance finie (on dit
aussi de carré intégrable), c.-a-d. que E[|X;|?] < +oo. Alors X1+ Xo+ ... X,
est aussi de variance finie, et

(6.9) Var(Xi+ Xo+ ... X,) =Var(Xy) + Var(Xy) + ... Var(X,).

Ca marcherait d’ailleurs aussi pour des v.a. indépendantes & valeurs dans C,
ou dans R”, au lieu de R.

On a vu que les X; sont automatiquement d’espérance finie, parce qu’elles
sont de variance finie (voir (6.7)).

On commence par le cas ot n = 2. Comme je me perds aisément dans les
notations, Notons e = E[X1] et f = E[X3] pour essayer de clarifier. Le fait que
X1+ Xy est intégrable est une conséquence déja vue du fait que X; et X5 sont
d’espérances finies. Le fait que X7 + X5 a une variance finie se déduirait du
calcul ci-dessous, mais vérifions-le a I’avance pour se rassurer ; de toute maniére
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c’est une majoration standard utile. On observe simplement que pour tout w,
(X1 (w) + Xa(w))? = X1(w)? + Xa(w) + 2X1(w) Xo(w) < 2X7(w)? 4 2X5(w)?
parce qu’il est connu que |ab| < a? + b? pou a,b € R, simplement parce que
(a—b)* > 0. La conséquence est que la variable aléatoire (X +Y)? est dominée
par 2X? 4+ 2Y2, qui est d’espérance finie par hypothése.

Revenons au calcul. Alors

(6.10)
Var(X: + Xs) = E[(X1 + Xy — E[X) + X2])2] = E[(Xl +Xy—e— f)2]

=E[(Xi—e)+(Xo— )] = E[(Xi—e)*+2(X1—e)(Xo— )+ (X2 — f)?]
= B[(X1—e)Y]+E[(Xo— ) 4+2E[(X1—€)(Xo—[)] = Var(X))+Var(Xs)+2E[(X:—e)(Xo-

On a juste calculé et utilisé les définitions. Maintenant on utilise I'indépendance.
Si X7 et X5 sont indépendantes, c’est aussi vrai de X7 —e et Xo— f, qui sont une
fonction de X; et une fonction de X5 (utiliser la proposition 4.8 ou directement
la définition d’indépendance). Donc E[(X; —e)(X2— f)] = E[(X1—e)]E[(X2—
f)] = 0 parce que E[X; — ¢] = E[X;] — e = 0 par définition de e, et d’ailleurs
pareil pour E[(Xy — f)]. Il reste Var(X; + X3) = Var(X;) + Var(Xs) comme
souhaité.

Dans le cas de n variables, on démontre (6.9) par récurrence sur n, en re-
marquant pour commencer que si les variables X7, ..., X,, sont (globalement!)
indépendantes, alors en particulier X; est indépendante de Y = Xo+... 4+ X,,.
On applique la formule pour la somme X + Y, et par hypothése de récurrence
la formule pour X5 + ...+ X,,, et on obtient le résultat souhaité. H

Le résultat est trés pratique, et d’ailleurs on s’en servira bientot. Sans sup-
poser l'indépendance, dans le calcul de Var(X; + X3) on a un terme supplé-
mentaire 2E[(X; — €)(Xy — f)], donc le résultat (pour n = 2) est faux en
général. Alors on fait comme souvent une définition qui correspond, celle de la
covariance de deux v.a.

Définition 6.7. Soient X,Y deux variables aléatoires a valeurs réelles. On
suppose que E[|X]|] < +oo, E[|Y|] < 400, et E[|XY]|] < 4+o0. Alors on
appelle covariance de X et'Y le nombre

(6.11) Cou(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y].
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Comme d’habitude il y a une petite vérification a faire. Le membre de droite
est défini directement a partir des hypothéses. Pour le membre de gauche, no-
tons encore e = E[X] et f = E[Y] pour y voir plus clair ; alors (X — E[X])(Y —
E[Y]) = XY —eY — fX +ef; on en déduit bien que le membre de gauche a un
sens (somme de variables d’espérances finies). Et quand on calcule 'espérance
de (X — E[X])(Y — E[Y]), on trouve bien F[XY]| —eE[Y] — fE[X]| —ef =
E[XY]—ef —ef +ef = E[XY] — ef comme annoncé.

Les propriétés simples de la covariances sont les suivantes. D’abord

6.12) Cov(X,X) = Var(X)
quand X a une variance finie, donc aussi une espérance finie);

(
(
(6.13) Cov(X,Y) =0 quand X et Y sont indépendantes

(et en supposant que les deux ont une espérance finie), a cause de la proposition
6.5. Enfin, toujours pour des variables X et Y qui ont une variance finie (donc

aussi une espérance finie),
(6.14) Var(X +Y) =Var(X)+ Var(Y) 4+ 2Cou(X,Y).

Ceci, & cause du calcul qui donne (6.10), qui dit directement que XY est d’espé-
rance finie (donc on peut calculer) et que Var(X +Y) = Var(X)+ Var(Y) +
2E[(X — E[X])(Y — E[Y])], voir (6.10).

6.4 Variance de lois classiques

Pour ne pas avoir a les recalculer a chaque fois. Certaines, sans démonstra-
tion. On rapelle que la variance, tout comme ’espérance ne dépend que de la
loi de la variable.

Pas de probléme d’existence pour {2 fini : la variance est forcément finie!

Proposition 6.8. La variance d’une (v.a. de) loi de Bernoulli de paramétre p

est p(1 — p).
La variance d’une loi binomiale de pamétres n et p est np(1 — p).

Démonstration. Pour Bernoulli (pile ou face avec une piéce lestée), on peut
faire la calcul : E[X] = p (une seule contribution de z = 1). Puis E[X?] = p
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aussi, cette fois comme 0%p(0) + 1?p(1) = p. Et finalement Var(X) = E[X?] —
EX]=p-p"

Pour la loi binomiale (typiquement, somme de n lancers indépendants de
piéces lestées), on choisit un X particulier dont la loi est binomiale : on construit
d’abord n lois de Bernoulli X; de parameétre p et qui sont indépendantes. Par
exemple en prenant {2 = EJ avec une probabilité produit. Puis on se souvient
qu’alors la loi de X = X;+4... X, est une loi binomiale de parameéters n et p. Et
enfin on applique le théoréme 6.6 pour trouver que Var(X) = Z?Zl Var(X;) =
np(p — 1) comme annoncé. Et bien str le résultat aurait été le méme pour tout
autre X binomial. C’est quand méme bien pratique cette histoire! [

Proposition 6.9. La variance d’une (z.a. de) loi hypergéométrique de para-

; NP e G
metres N, G, n est inférieure an 3 (1 — ).

Sans démonstration mais avec commentaires. On se souvient que cette loi
H(N, G, p) correspond a celle de n tirages sans remise dans une population de
N personnes et avec une sous-population G de gauchers. Et plus précisément
quepourOSkSn,P(X:k:):ng—ZV’kG
(parmi les G). )

La loi se rapproche un peu (en particulier quend N et G sont grands par

est la probabilité de tirer k£ gauchers

rapport a n) de la loi binomiale (n tirages sans remise, avec les chances égales a
G/N et 1 —G/N de tirer chaque population), et donc ¢a a un sens de comparer
Var(H(N,G,p)) avec la variance de la loi binomiale correspondante. Qui est
bien n% (1— %)

Donc le résultat qu’on ne démontre pas est que pour la loi hypergéométrique,
la variance est moindre. C’est un peu logique. On compare tirage avec remise et
tirage sans remise, et la variance mesure une moyenne d’écarts (au carré) entre
le tirage et sa valeur moyenne. Supposons qu’on ait a un moment tiré trop de
gauchers. Avec remise, on continue au hasard. Sans remise, on a maintenant
moins de chance de tirer des gauchers, puisqu’il en reste moins que dans le cas
avec remise. Du coup on a un effet stabilisateur qui nous raméne un peu vers
la moyenne et donc diminue un peu la variance. Plus G et N sont grands par
rapport a n, plus cet effet est petit, ce qui est en accord avec le fait que la loi
‘H ressemble de plus en plus & une loi binomiale.

Fin du cours 10, 2020
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Proposition 6.10. La variance d'une (z.a. de) loi géométrique de parametre
p €]0,1] est %.

Sans démonstration. On se souvient que c’est la loi, sur N*, du premier
lancement réussi de piéce lestée, et que P({k}) = p(1—p)*~L. Voir la définition
4.13. Pas trop surprenant que ce soit grand quand p est petit, parce les valeurs
de X tendent a étre grandes (il faut attendre longtemps pour gagner). De ce

point de vue, I'écart type 4/ % est du méme ordre de grandeur que F[X] = ]l).

Proposition 6.11. La variance d’une loi de Poisson d’espérance A\ est \.

Sans démonstration. Mais au moins il est logique que ce soit proportionnel a
A, puisque la somme de variables de Poisson X et Y de parametres A et u est une
variable de Poisson de paramétre A + u, donc si on note v(A) la variance d’une
loi de Poisson d’espérance A, le théoréme 6.6 dit que v(A + p) = v(A) + v(u).
En gros, il n’y a vraiment que la constante multiplicative 1 & calculer.

On a aussi vu que la loi de Poisson ressemblait beaucoup, quand n devient
grand, & la loi binomiale de paramétres n et A/n, dont on vient de voir que la
variance est n(A/n)(1 — A/n) qui tend vers A, donc au moins on n’est pas trop
surpris (ni par la constante 1).

6.5 Inégalité de Bienaymé-Chebyshev

De Irénée-Jules Bienaymé (1796-1878) et Pafnouti Chebyshev (ou autres
orthographes), 1821-1894. Une inégalité qui permet de prédire quelles sont les
chances de s’éloigner de 'espérances, en fonction de la variance.

Théoréme 6.12. Soit X une variable aléatoire de variance finie. Alors pour
tout € > 0,

¢ VarX)

(6.15) P(|X — E[X]| > ¢) =
Démonstration (facile) plus bas; on commence par des commentaires.
On a appelé € le nombre strictement positif parce que parfois, dans les ap-
plications, il est petit (ou petit par rapport a I’écart type). Mais I'inégalité vaut
pour tout € > 0.
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Une autre maniére d’écrire (6.15), est de dire que pour tout A > 0,

1

(6.16) P(|X — E[X]| > Ao(X)) < 1z

L’avantage de cette seconde écriture est qu’on voit bien que c’est le ratio entre
Iécart | X — E[X]| et I'écart type o(X) = y/Var(X) qui donne une idée de la
probabilité de I'événement. Vérifions que (6.15) implique (6.16). Soit A > 0, et
appliquons (6.15) avec € = A\o(X). Alors

P(IX — E[X)| 2 Ao(X)) = P(X — E[x]| 2 £) < V) _ 0
puisque Var(X) = o(X)?. On passerait de méme de (6.16) & (6.15), mais c’est
moins important puisque c’est (6.15) qu’on va démontrer.

Le théoréme est une inégalité. On ne peut pas faire mieux en général. Par
exemple, prendre X a valeurs dans {—1,1} telle que P(X = 1) = P(X =
—1) = 1/2. L’espérance est 0, la variance 1, et quand on prend ¢ = 1 dans
(6.15) le membre de gauche est 1 (puisque |X — E[X]| = | X| est toujours 1).
Mais évidemment la plupart du temps l'inégalité de (6.15) est stricte. Quand
méme, (6.15) donne souvent une bonne idée de ce qui se passe (en gros, a un
facteur pres).

L’inégalité (6.15) est encore vraie quand on suppose seulement que X est
d’espérance finie. Mais si la variance est infinie, le second membre aussi, et le
résultat n’a aucun intérét.

Il est temps de passer a la démonstration. On applique juste I'inégalité de
Markov & la variable Y = | X — E[X]|?. Alors

ElY] E[IX - EX]]’]  Var(X)
2 g2 T2
par définition de la variance. H

P(IX — E[X]| > &) = P(Y > %) <

Exemple typique d’application. On lance 20 fois une piéce équilibrée, et on se
demande la probabilité d’avoir plus fait pile 15 fois ou plus. [Une idée, avant
de faire le calcul 7]

Donc on note X la v.a. qui donne le nombre de piles, on se souvient que
comme somme de Bernoulli indépendantes, X suit la loi binomiale de para-
métres 20 et 1/2, puis que l'espérance est 10 et que la variance est 20 fois
p(1 — p), soit 20/4 = 5.
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Maintenant on applique BC, avec ¢ = 5 (pas si petit) et on trouve que la
probabilité cherchée est
Var(X)) 5 1
PIX>15)<PX-10>5) < —F = — = —.
Bon en fait il est clair (par symétrie, vous étes d’accord ?) que P(X > 15) =
P(X <5), donc la probabilité cherchée est seulement la moitié de P(|X —10| >
5), et est donc inférieure & 1/10. Un exercice intéressant serait de voir, en
faisant additionner les vraies probabilités d’avoir 15, 16,...0, si on trouverait
beaucoup mieux. On dirait que les tables statistiques disponibles dans WIMS
disent environ 2/100, ce qui est bien mieux.

6.6 Loi (faible) des grands nombres

Faible, parce qu’il y a des énoncés meilleurs et plus précis, mais qu’on ne
verra pas.

Idée de base. On nous a donné une piece lestée, et on veut savoir la probabilité
p de tomber sur pile. On lance donc la piece n fois, n assez grand, et on se dit que
le meilleur moyen d’estimer p est de diviser par n le nombre de piles obtenus.
On obtient un nombre p. C’est sans doute le mieux qu’on puisse faire (au moins
sans analyser la piéce).

La question est de savoir de combien on risque de s’étre trompé. On ne peut
pas exclure que la piéce soit équilibrée, mais qu’on ait eu la malchance pendant
notre essai de tomber toujours sur pile (et donc d’avoir une estimation fausse).
Mais on sait bien aussi que le risque est faible, et en fait on veut 1'évaluer
précisément. En tout cas, le mieux qu’on puisse faire a ce stade est d’évaluer la
probabilité que de se tromper de ¢, c.-a-d le nombre

P(lp—p| > ).

Cette question ressemble beaucoup a ce qu’on vient de faire dans 'exemple
typique, mais on va quand méme trouver utile de formaliser un peu plus tout
ceci. Et surtout, d’obtenir des résultats méme quand la loi du lancer devient
plus compliquée qu'une loi de Bernoulli ot on peut tout calculer.

Le probleme semble un peu différent au départ : avant, on connaissait p et
on voulait calculer la probabilité de certains lancers, alors que maintenant on
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ne connait pas p, on a fait les lancers, et on veut savoir la probabilité de s’étre
beaucoup trompé. Mais la modélisation restera la méme en gros : de toute facon
on va considérer que les lancers ont une certaine loi, et on va calculer a partir
de ca.

Dans I’énoncé qui suit on se donne une suite de variables indépendantes X,,.
Ne vous demandez pas ce que c’est, c’est juste une suite de variables telles que
pour tout NV > 1, les variables X3, ... Xy sont indépendantes. Et cette derniére
chose signifie que pour tout choix de 21 € X1(Q2), 2 € Xo(9),...2x € Xn(Q),

N
(6.17) P(Xi=met Xo=my... et Xy =ay) =[] P(X, = ).
n=1

En fait on peut méme le demander quand z, ¢ X,(£2), mais alors les deux
membres de (6.17) sont nuls. Et on peut déduire de ceci, en faisant des regrou-
pements de sommes, que pour tous choix d’ensembles Ay, As, ... Apn,

N
(6.18) P(X; € Ayet Xy € Ay... et Xy € Ay) = [ [ P(X, € 4,).

n=1

Théoréme 6.13. Soit {X,}, j € N*, une suite de variables indépendantes et
de méme loi. On suppose aussi que E[X}] < +o00. On pose S, = Z?Zl X pour
n > 1. Alors, pour tout € > 0,

(6.19) lim P(‘& - Blx)]| 2 ¢) =o0.
n—-+00 n

On appelle ceci la loi faible des grands nombres. On verra qu’on a un résultat
plus précis, a savoir (6.20). Et aussi on pourrait faire des énoncés plus généraux.
En fait c’est la démontration qui est importante.

Il s’agit donc d’une maniére précise de dire que les moyennes % convergent,
quand n tend vers +o00, vers l'espérance de chacune des variables. Au sens ou
pour chaque € > 0, la probabilité de se tromper de plus de ¢ tend vers 0.

Evidemment, puisque toutes nos variables ont la méme loi, on a aussi que
E[X?] = E[X}] < +oo pour tout j. On a vu que si E[X}] < 400, alors X,
est d’espérance finie. Donc E[X] a un sens, et comme précédemment E[X;| =
E[X;] pour tout j.
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Pour estimer le membre de gauche de (6.19), on va appliquer I'inégalité de
Bienaymé-Chebyshev a la variabble \S,,. Par linéarité de I'espérance,

E[S,] = Y ELX;] = nE[Xi)

Par le théoréme 6.6 sur la variance d’'une somme de variables indépendantes,
Var(S,) = Z Var(X;) =nVar(X;)
j=1

parce que les X; on aussi la méme variance. Et maintenant, par Bienaymé-
Chebyshev
(6.20)

P( % - E[Xl]’ > g) — P( S, — nE[Xl]‘ > ns) - P(
< Vm;(gn) _ Var(;Xl)

Sy — E[S))

> ne)

Donc non seulement le membre de gauche tend vers 0 quand n tend vers +o0,
mais on a une borne effective, qui naturellement dépend de e, mais qui est plus
utile que I’énoncé du théoreme. H

Exemple. Supposons qu’'on lance 10 dés parfaits. Quelle est la probabilité p
d’obtenir une somme de 50 ou plus? Comme 'espérance de S,, est 35, et que
par symétrie 'espérance de faire 10 ou moins est la méme, on trouve

1 1 Var(Xy)
p= 3PSk = BlS| 215) < 57555

ou 1.5 est I'écart entre S, /n et son espérance. La variance de X7 est

6
Var(Xp) = £ 31— 1) = $[1/27+3/27+ (5/27) = T (1+9+25) = 2
=1

Donc fnalement (et sauf erreurs que vous me signalerez)

11435 7

P=570012 ~ 9x 12
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Avec 100 lancers, et toujours une moyenne de 5 ou plus, on aurait eu la probabi-
lité p/10 ~ 0,0065. Ca n’est pas si faible qu'on aurait (peut-étre) cru. Mais on
voit quand méme que c’est plus utilisable que la loi faible des grands nombres.
Evidemment, le fait qu'on appelle ceci loi faible des grands nombres laisse
entende qu’il y a des résultats (en fait, plein de résultats) plus précis.
On voit aussi que le fait que les variables avaient toutes la méme loi était
juste une facilité de calcul. Par contre I'indépendance est trés importante.

7 Statistiques

On a déja vu un exemple qui se rapproche de ce qu’on veut faire. Je donne
trois exemples de base, on peut en imaginer plein d’autres.

Exemple 1 (sondage). On a une population de N personnes qui s’aprétent a
voter, ou qui ont une caractéristique qu’on va chercher a évaluer en moyenne.
Pour avoir un exemple un peu différent des suivants, au lieu d’'un vote par
oui ou par non, ol le parameétre serait la proportion p de “oui”, disons qu’on
cherche des informations sur la taille des personnes, évaluée en centimétres (on
va prendre des nombres entiers).

On se propose de fait un sondage sur n personnes, ce qui signifie qu’on va
choisir n personnes parmi les NV, et noter consciencieusement la taille de chacun
des individus choisis. Ensuite on pourra en déduire les valeurs présumées de
diverses quantités pour la population générale.

On voudrait par exemple évaluer la taille moyenne dans la population, ou
éventuellement d’autres quantités comme 1’écart type ou juste la proportion de
la population qui fait plus de 170cm. Disons qu’on choisit de deviner la taille
moyenne. On voudrait aussi un intervalle de confiance, c¢’est-a-dire un intervalle
I de valeurs de la quantité choisie tel qu’on soit stir, disons a 5%, que la véritable
valeur (la taille moyenne) est dans cet intervalle.

Exemple 2 (piéce lestée 7) On a une piéce, peut-étre lestée, et on voudrait
savoir si il est légitime de soupconner qu’elle n’a pas “exactement” une chance
sur deux de tomber sur pile. On lance la piéce n fois, et on voudrait savoir
quelle conclusion on peut tirer des n lancers.

Exemple 3 (casino tricheur ?) Un casino prétend qu’avec la nouvelle ma-

91



chine qu’il vient de mettre en place les joueurs on une chance sur 3 de gagner.
Une association de défense des consommateurs prétend que c’est faux, et évalue
plutot les chances de gagner a une sur 10. Est-ce qu’en jouant n fois, le juge
a une grand probabilité de les mettre d’accord avec peu de chances d’erreur
judiciaire ?
Exemple 4 (trop de cas de cancer ?) Un médecin trouve que dans sa région,
il y a 1% de la population qui est malade d’un certain cancer, alors que dans la
population générale c’est 10 fois moins. Est-ce imputable au hasard ? Je veux
dire, quelle est la probabilité que ce soit imputable au hasard ?

Je prétends qu’avec ce qui précéde, on a essentiellement les moyens de ré-
pondre aux questions plus haut. La méthode pour faire est souvent la méme,
donc j’essaie de décrire comment on fait en principe.

7.1 On trouve un modéle

Ca peut étre délicat, parce que c’est ici que vont se cacher toutes sortes
d’hypothéses implicites. Par exemple, pour le casino, on sait déja qu’on est
seulement intéressé par les chances de gains, donc si on projette de jouer n
fois, on utilera 2 = {0,1}", muni de la probabilité produit de n mesures de
probabilité de Bernouilli de paramétre p € [0,1]. On ferait pareil pour les
lancers de piece, ou pour le médecin.

Déja dans ces cas, on voit bien qu’on a décidé de s’intéresser a n variables
aléatoires X1, ... X}, qui dans notre cas sont a valeurs dans {0, 1}, et dont on
suppose qu’elles doivent étre indépendantes. Donc en fait ce qu’on a, c’est la
loi de chacune d’entre elles (ici, une loi de Bernoulli de parameétre p), comme
on décide que ces variables sont indépendantes (parce que l'expérience est faite
pour ¢a), et donc leur loi jointe est la loi produit, sur {0, 1}". Une fois qu’on a
décidé ceci, le choix de €2 le plus simple est de prendre carrément 2 = {0, 1}",
muni de la probabilité produit (donc de la loi jointe des n variables). Bien siir on
aurait pu prendre €) artificielllement plus grand, ou donner un autre nom aux
éléments de €2, mais on n’aurait sans doute fait que compliquer arbitrairement
les choses. Dit d’'une autre maniére, ce qui nous intéresse dans €2, c¢’est surtout
la loi des variables X, qui de toute fagon doit contenir toutes les informations
utiles.
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J'insiste qu’ici p (I'espérance de nos variables X;) est un parameétre, qu’on
ne connait pas encore, et qu’on va chercher a évaluer.

Passons au sondage pour voir si on a bien compris. Cette fois ce qu’on va
retenir c’est la taille de chacun des membres de notre échantillon de n per-
sonne. Appelons X la taille de la j-éme personne. On va décider que c’est un
nombre entier compris entre 1 et 250. On prévoit large, mais ¢a n’est pas grave.
Cette fois, il y a plusieurs parameétre dans la description de notre modeéle, qui
sont la proportion de chacune des tailles possible dans notre population totale.
Autrement dit, les données sont les nombres p(k), ou 1 < k < 250 et p(k)
est la proportion de la population générale qui a la taille k. Dit autrement,
si X; est la taille de la j-éme personne de notre échantillon, on suppose que
(par choix au hasard) toutes les X; ont la méme loi, et cette loi est donnée par
P(X; = k) = p(k). Et du coup le plus raisonnable est de prendre Q = Egy,,
muni de la probabilité produit de n fois la loi de X7 (donnée par les p(k)).

Dans tous ces cas, on s’est débrouillé pour que lles X; soient les coordonnées
dans €2, ce qui simplifie les notations! Dans notre cas des sondages, la loi est
juste un peu plus compliquée, et est donnée par 249 paramétres (la somme est
1).

On aurait pu pareillement faire un sondage sur les trois personnalités pré-
férées (parmi un groupe de 100), et pour chaque j < n on aurait choisi un
triplet de nombres inférieurs a 100. Donc par exemple, chaque X;(w) serait
choisi dans Efy, (et en plus avec trois coordonnées différentes). Ensuite 1'incon-
nue est la loi de chaque X (elles sont toujours de méme loi et indépendantes),
et espace 2 serait [E%,]", muni de la probabilité produit (n fois) de la loi
inconnue de chaque X;. Si on veut faire le malin, on peut décider de noter Z
Pensemble des triplets de Ejy, dont les trois coordonnées sont différentes, et
prendre ©Q = Z'00, toujours muni de la probabilité produit. Notre choix initial
de € était plus grand, parce qu’on a ajouté des événements w dont on sait bien
qu’ils ne se produiront pas. Et bien siir dans ce dernier cas, essayer d’évaluer la
moyenne des X; n’a aucun sens. Ca serait pareil pour un vote de premier tour.

En tout cas, a ce stade insistons qu’on a déja décidé que notre expérience
suit une loi bien précise, mais on ne connait pas le parameétre p ou les divers
parametres, qui déterminent la loi des X;, on essaie juste de deviner p, ou
d’autres quantités dépendant des parameétres de la loi, avec une expérience
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(comme interroger npersonnes, ou jouer n fois, ou lancer n fois la piéce, on
consulter les dossiers de ses n patients).

7.2 Estimateurs

On suppose donc maintenant qu’on s’est donné un modéle (donc un €2 et une
mesure de probabilité P sur ) qui dépend d’un parameétre qu’on va appeler
6 € O. Le plus souvent dans nos exemple, ce paramétre est p € [0, 1], mais
comme dans le cas du sondage sur les tailles, © peut étre plus compliqué,
comme par exemple donné par la liste de tous les nombres p(k), 1 < k < 250.

On pense trés fort que dans les cas ci-dessus, €2 est juste l'ensemble des
valeurs que peut prendre le n-uplet des variables aléatoires X;, que P est la loi
jointe des X, et que © est juste un ensemble de parametres qui décrivent la loi
des X;.

On essaie d’évaluer un des parametres 6 qui entrent dans la définition de ©.
Désolé, c’est compliqué parce que j’essaie de faire plusieurs cas a la fois. Dans
les cas simples ot P est juste donné par un parameétre p, le plus simple est de
dire qu’on essaie d’évaluer p. Mais par exemple dans le cas du sondage, 8 peut
étre la taille moyenne dans la population globale, ou le pourcentage de gens
dont la taille est > 159, ou la variance de la taille. On va se contenter du cas

ou f € R.

Définition 7.1. Un estimateur 0 de 0 est une variable aléatoire w — é\(w),
définie sur © et a valeurs dans R.

Mince! ¢’est une définition bizarre, et en plus elle ne dépend pas de 6. C’est
comme ca ; par contre la notion d’un bon estimateur de 6 dépendra de la défini-
tion de 6. Pour l'instant, je veux juste dire que 0 est quelquechose que je calcule,
d’une maniére décidée a 'avance, a partir d’une formule qui fait intervenir w.
Dans le cas standard €2 est juste le produit des images des X, je veux dire que
0 est juste calculé a partir des valeurs des X, et surtout pas de p ou 6 qu’on ne
connait pas. Bref, 0 est quelquechose qu’on peut calculer a partir des résultats
de 'expérience.

C’est la convention de noter les estimateurs de quantités comme 6 avec
un chapeau. Et bien que la définition ne le fasse pas apparaitre clairement, en

94



pratique on choisit 0 en fonction de la définition paramétre 6 qu’on veut estimer
et on dit que 6 est un estimateur de 6. On dit aussi que la valeur g(w) est une
estimation de . Ce sera clair dans les exemples.

Prenons I'exemple le plus standard, celui de ’estimateur de moyenne empirique.

On suppose qu’on a choisi nos variables aléatoires X7, ... X, justement indé-
pendantes et telles que E[X;] = 6. Je veux vraiment dire, telles que pour toutes
valeurs que les parameétres a chercher puisse avoir, quand on fait I’expérience la
moyenne (sur les valeurs possibles de w € ) de chacune de nos v.a. X est jus-
tement #. C’est souvent ce qu’on organise. Par exemple, dans le cas du casino,
on prend # = p (la probabilité de gagner), et on choisit nos variables aléatoires
X; comme ci-dessus (X; = 0 si on a perdu au coup j, 1 si on a gagné). Et par
construction E[X;] = p. Dans ce cas, la premiére chose qui vient a 'esprit est
de choisir

1
(7.1) p= E(Xl +Xo+ ...+ X,).

C’est ceci I'estimateur de moyenne empirique de p = E[X}].

Evidemment, il y a aussi de trés mauvais estimateurs de 6. Par exemple
prendre 0=0 quoiqu’il arrive est autorisé, c’est bien un estimateur de tout ce
que vous voudrez, mais on ne recommande pas son usage parce sa valeur ne
donnera aucune information sur ’expérience.

Fin du cours 11, 2020

Dans le cas du sondage sur la taille de la population, si vous voulez estimer la
moyenne de taille (appelons-la m), 'estimateur empirique est bien %(X 1+ Xo+
...+X,), puisque 'espérance de chaque X est bien m. Si vous voulez calculer le
pourcentage q de la population qui mesure 170cm, et que vous voulez vraiment
I’écrire comme moyenne empirique, poser Y;(w) = 0 quand X;(w) # 170 et
Yj(w) = 1 quand X;(w) = 170. Alors les Y; sont indépendants (par exemple
parce que les X le sont), et on peut vérifier que E[Y;] = ¢. Du coup I'estimateur
de ¢ par la moyenne empirique des Y; est ¢ = %(Yl +Yo+...4+Y,).

Il y a des cas ot il n’y a pas forcément une moyenne empirique qui saute aux
yeux. Par exemple, si vous cherchez a estimer la moyenne M du carré de la taille,
il n’est pas si facile a priori de définir des variables aléatoires X; dont I'espérance
est M, surtout que je vous rappelle que vous ne savez pas exactement qui est
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la loi des X;. Ca ne vous empéche pas d’essayer M = LXP+X3+.. .+ XD,
qui est raisonnable mais n’est pas une moyenne empirique.

Donc on peut dire qu’en général il y a une jungle d’estimateurs, et d’ailleurs
certains seront meilleurs que d’autres pour certaines valeurs des paramétres ©,
alors que le contraire sera vrai pour d’autres valeurs. Certaines propriétés des
estimateurs choisis sont rassurantes. En voici deux.

Définition 7.2. Disons qu’on cherche a évaluer 6 € R. Un estimateur 0 du
paramétre 0 est dit sans biais quand E[0] = 6.

Comprendre, pour tout choix de # dans ce modéle, la formule qu’on a choisi
donne un estimateur #(w) qui a la bonne moyenne (quand on moyennise sur
w).

Et 'estimateur par la moyenne empirique ci-dessus est sans biais : £ [@\] =
1EXi + ...+ X, = YEXi]+ ...+ E[X,]) = 20 = 6 par linéarité de
I’espérance puis la définition. Il n’y a méme pas besoin que les variables soient
indépendantes.

Définition 7.3. On cherche a évaluer 0 € R, a l’aide de n variables aléatoires
Xj mdependantes et de méme loi. Pour chaque n on se donne une formule
0= 9 (X1,...X,). On dit que lestimateur (9 choisi ainsi est consistant quand
pour tout € > 0

(7.2) lim P(|6, — 6] > £) = 0.

n——+00

Notez I’écriture assez implicite, comme d’habitude :
{16, — 0] > e} = {w e Q; 0,(X1 (W), ..., Xu(w)) — 0] > &}

est un événement, dont on calcule la probabilité.

Exemple typique : si les variables aléatoires X; sont de carré sommable
(on savait déja espérance finie, et on ajoute variance finie), alors la moyenne
empirique est un estimateur cohérent. C’est la loi faible des grand nombres.
Et en plus, la démonstration avec Bienaymé-Chebyshev donne une idée de la
vitesse a laquelle P(|6, — 6] > ¢) tend vers 0 : voir (6.20).

Remarque. Pour I'instant on n’a vu que des exemples ol la moyenne empirique
fait bien I'affaire, alors en voici un ot un autre estimateur fait mieux le job. Je
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suis spectateur du marathon de Paris (pour copier encore sur mon prédécesseur
OH), et je voudrais savoir le nombre N d’inscrits. Je prends n de ces coureurs
au hasard (on suppose que c’est possible, que le numéros ne trahissent pas
grand-chose sur le coureur, et que les coureurs sont bien numérotés de 1 a V.
Un moyen est de prendre la moyenne M des numéros repérés, de penser que la
moyenne de tous les numéros doit étre (N + 1)/2, et de prendre N=2M-1
(de sorte que (N +1)/2 = M). Exercice : vérifier que c’est un estimateur sans
biais. On vérifierait aussi, en regardant la démonstration de la loi des grands
nombres, que la probabilité de se tromper de plus de 1%, par exemple, tend
vers 0 quand n tend vers +o0o. Mais en fait, relativement lentement.

L’estimateur semblant plus débile qui consiste a retenir le plus grand des
numéros de brassards observé, a en fait tendance a faire mieux. Pour que le sup
des valeurs observées soit en-dessous de 99% de la valeur de N, il faut avoir eu
un peu de malchance (en gros, une chance sur 100 & chaque coup), mais n fois
de suite. Donc pour avoir raté son coup, c¢’est-a-dire atterri n fois de suite dans
les 99%, est de 'ordre de (%)”, qui devient assez vite petit quand n est grand
(plusieurs centaines). Cet estimateur n’est pas sans biais, et I'un des exos de TD
montre comment on peut 'améliorer encore un peu. Mais il a aussi ’avantage
de donner une borne inférieure complétement sure.

A ce stade on a dit comment essayer de deviner le paramétre 6 (par exemple
p dans les exemples de base), mais ce n’est pas satisfaisant parce qu’on n’a
pas encore évalué les incertitudes et marges d’erreur. D’ou les paragraphes
suivants ou ’on continue la description du travail systématique d’un statisticien
débutant !

7.3 Test d’hypothése; zone de rejet, niveau du test

Prenons 'exemple des n lancers de piéce. On fait une hypothése qu’on va
appeler Hy : par exemple, p (la vraie probabilité) est égale a 1. On veut dire si
c’est vraissemblable au vu de I'expérience qui suit.

On a déja construit son modéle sur la loi des variables aléatoires X; (les
résultats de l'expérience qu’'on va faire), puis on décide d’une zone de rejet
de I'hypothese. C’est un ensemble de valeurs pour les X; pour lesquelles on
décidera qu’on pense que Hy est trop peu probable.
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Par exemple, pour le cas des lancers de piéce, on se donne un intervalle
I = [a,b], et on décidera que la zone de rejet (on va l'appeler R,) est quand
Zn = (X1+...+X,)/n n’est pas dans [a, b]. On aurait pu imaginer une formule
plus compliquée en fonction des X, mais utiliser les valeurs de la moyenne

empirique (en fait 7, est 'estimateur de moyenne empirique) est une bonne
idée. Le plus raisonnable ici est de prendre un intervalle comme I = [1—¢, 14¢],
avec c¢ assez petit.

Ca c’est notre algorithme : on a choisi n et ¢, et on décide de rejeter H,
quand (aprés avoir fait I'expérience) on trouve %Zn(w) ¢ I. On dit que le test
qu’on vient de décrire est de niveau « € [0, 1] quand, pour tout choix du vrai
p, la probabilité de dénoncer Hy a tort est au plus a. Dit autrement, puisqu’on
ne peut pas rejeter a tort quand Hy est fausse, si pour tout choix des parameétres
pour lesquels 0 vérifie Hy, on a

(7.3) P(R,) < a.

J’ai dit choix des paramétres parce que dans le fond la loi des X; peut dépendre
d’autres parameétres que 6. Ca n’arrivera pas, et en tout cas dans le cas de la
piéce lestée ou pas, le paramétre est p € [0, 1], et on a choisi de chercher 6 = p.
Dans notre exemple précis, puisqu’on a dit que qu’on teste si p = 1/2 et qu’on
rejette quand S, /n ¢ I, on voit que le test est de niveau « si

(7.4) P(Z, ¢ I) <aquand p=1/2.

On a déja estimé cette probabilité en utilisant Bienaymé-Chebyshev comme
dans la démonstration de la loi des grands nombres. En fait, si n n’est pas
trop grand, on peut méme faire (ou faire faire par un ordi) un calcul plus
précis. On sait que nZ, suit une loi binomiale Bin(n,p); ici p = 1/2; on peut
calculer P(Z, = &) = C*p*(1—p)"~*, avec p = 1/2, pour tout k, puis calculer
exactement en fonction de ¢ quelle est la probabilité que Z, ¢ I, et on en
déduit le niveau du test trés précisément. Quand n est trop gros pour qu’on
puisse calculer, ou si on a une situation plus compliquée que des piéces, on se
rabat sur BT comme ci-dessus.

Remarque de bon sens : prendre ¢ plus grand nous permet de prendre « plus
petit. Si on connait le niveau cherché « (suivant ce qu’on considére acceptable),
et n, on pourra choisit ¢ en conséquence (la plus petite valeur qui donne le bon
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a a la fin). Et aussi, si on cherche un intervalle de confiance I = [a, b] comme
ci-dessus, plusieurs choix sont possibles (centré, pas centré, etc). D’autant plus
que d’autres contraintes vont apparaitre !

Les définitions générales sont comme le laisse entendre I'exemple. On a une
loi sur €2 qui dépend de 8 € ©. On rappellle qu'on ne connait pas €; c’est
justement lui qu’on essaie d’estimer.

On formule une hypothése Hy. Ca veut dire qu’on se donne une partie ©
de ©, et que notre hypotheése est “0 € Oy”. Par exemple, on aurait pu choisir
I'hypothése “p > 1/3” dans I'exemple du casino, qu’on peut exprimer comme
“le casino ne triche pas”. Ensuite on choisit n et une zone de rejet, c’est-a-dire
un ensemble R, C €. Donc quand on fera l'expérience, on dira “je pense fort
que le casino triche” si w € R,,. Et enfin, on calcule le niveau du test choisi, qui
est (I'infimum des) « tel que, comme en (7.4),

(6) P(w € R,) < « pour tout choix de 6 € O.

On est obligé d’étre un peu prudent ici, est d’envisager le cas (la valeur de ) le
pire pour notre test. Si les enjeux sont grands en cas de rejet injustifié (envoyer
le pauvre gérant du casino en prison), on essaiera de choisir R,, pour que « soit
assez petit! C’est ce que j'appellerai le controle des erreurs de type 1.

Dans l'exemple du casino (et ou Hy = {p > 1/3}, il est raisonnable de
prendre n assez grand, puis de définir R, par Z,, > %— c pour un ¢ > 0, puis de
calculer avec une loi binomiale la valeur de av obtenue. Noter que normalement
il faudrait faire un calcul pour chaque p > 1/3 (pour chaque 6 € 6 dans le cas
général), mais heureusement on se convainc assez vite que la valeur de p qui
donne la plus grande probabilité que Hj soit rejetée a tort est p = 1/3. Donc
en fait un seul calcul suffit dans ce cas.

Evidemment, plus on choisit ¢ petit, plus il sera difficile de discriminer (et
plus a aura des chances d’étre trop grand. Dans le cas du casino, puisque ’as-
sociation de consommateurs prétend que p est plutdt proche de 1/10, prendre
c = 1/6 et condamner le casino si on trouve a = 10719 devrait satisfaire tout
le monde (sauf le juge si ga 'oblige a jouer trop de fois; faire le calcul avant de
proposer l'expérience!).

Encore un commentaire : si I’association de consommateurs a calculé (sur
la base d’expériences ci-dessus, pas par une indiscrétion sur le logiciel qui fait
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marcher les machines a sou) que la probabilité de gagner n’était que de 0, 332,
ne proposez pas l'expérience ci dessus : vous n’arriverez pas a distinguer de 1/3.
On va préciser un peu ceci dans le prochain paragraphe.

7.4 Contre-hypothése H; et puissance du test

On continue sur I'histoire du casino : on se donne une second hypothése
H,, disjointe de la premiére. En général, H; est une partie de Oy qui donc ne
rencontre pas Oy. Par exemple, dans le cas du casino, H; peut étre “en fait
p < 1/10” (comme le prétend 'association). On s’intéresse a la puissance du
test, qui est
(7.5)

Puissance = inf { P(Hj est rejetée); § € ©1} =inf {P(w € R,); 6 € O1}.

On veut une puissance la plus grande possible (proche de 1). 1l s’agit de repérer
les erreurs de type 2, ot H; était vrai (et donc Hy largement fausse), et ou le
test ne nous a pas donné d’information concluante.

A nouveau c’est normal de prendre la borne inférieure sur ©1, puisqu’on ne
sait pas qui est 0, et qu’on veut des assurances sur le test quelque soit 6 € ©;.

Plus on prend ©; loin de ©g, plus on a des chances de trouver un test
puissant. Dans le cas du casino, si la probabilité de gagner est bien 1/10 comme
le disent les consommateurs, ca devrait étre facile de démontrer que le casino
triche! Donc si le test que vous (le juge) avez choisi est puissant (disons 99%
ou plus), et que vous ne rejetez pas Hy finalement, les consommateurs auront
du mal & expliquer que c’est une horrible erreur judiciaire ; ils n’avaient qu’a ne
pas annoncer des résultats aussi outrageux).

A nouveau, dans le cas de nos exemples, les probabilités a calculer en (7.5)
sont calculables a partir de tables de probabilités pour les lois binomiales. Et
dans le cas du casino, il est facile de se convaindre que la probabilité la plus
petite sera obtenue dans le cas ot p = 1/10, ce qui permet d’estimer la puissance
assez facilement. Je crois que (calculs recopiés d’OH) jouer une vingtaine de fois
suffit déja a avoir une trés bonne idée de la situation!

Résumé de la méthode souvent employée. Marche & suivre pour des cas
un peu plus généraux que ceux des exemples.
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1. N’oubliez pas de définir un modéle, ce qui en pratique signifie un espace
Q) (typiquement pour n expériences ; il faudra choisir n & un moment), muni de
sa mesure de probabilité P. Le plus souvent, (£, P) sera donné par la loi jointe
de variables aléatoires Xy, ..., X, une par expérience élémentaire.

Et d’ailleurs le plus souvent les variables seront indépendantes et de méme
loi, et donc la loi sera une loi produit.

2. Choisir une hypothése H;, a tester. Normalement Hj, est de la forme
w € Oy. Par exemple, la probabilité p associée a la piéce est 1/2, ou est dans
un intervalle Iy donné. Ou l'affirmation “pour au moins 80% de la polulation, la
taille des indivdus est entre 160 et 185 cm.” Cette affirmation dépend unique-
ment de la répartition des tailles dans la population totale, qui est notre liste
de parameétres ©.

3. Choisir, le cas échéant, une contre-hypothése (hypothése alternative)
H,. Elle vous servira a démontrer que votre test est bon, au sens ot il discrimine
bien entre Oy et ©1. On vérifiera ceci en calculant la puissance.

4. Choisir une statistique de test. Dans nos cas standard, la statistique de
test sera une fonction de nos variables X, ... X,,. Comme un estimateur de 6
qui dépend de ces n valeurs, puisqu’apres tout c’est € qui nous intéresse. Par
exemple, si on a l'occasion de le faire, prendre la moyenne des valeurs des Xj ;

mais ca pourrait étre autre chose. On dira “la moyenne empirique” quand en
fait le nombre 6 a estimer est I'espérance de chaque X;. Ca arrivera souvent,
parce qu’on essaiera souvent de choisir des X; dont I'espérance est 6. Mais ¢a
n’est pas une obligation.

5. Choisir une zone de rejet. Donc un ensemble R, en général de valeurs de
w, ou le plus souvent un sous-ensemble (notons le encore R,, de valeurs de la
statistique choisie), ot dans notre protocole on décidera que '’hypothése Hy est
rejetée. Dans les cas simples comme celui du casino, ca sera un ou plusieurs
intervalles de valeurs de p, et on rejettera si la valeur estimée est dans I'un de
ces intervalles.

6. Calculer le niveau « du test, en fonction de ce qu'on a choisi avant (et de
n). En fait ¢’est mieux de garder des parameétres dans la description des choix
plus haut, parce qu’en fait on dit plutot choisir le niveau o & l'avance et se
débrouiller pour que nos choix (n en particulier) donnent cette (petite) valeur
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de a.

Ce sont les contraintes du probléme qui vous font choisir « : dire qu’on
prévoit que le mauvais candidat sera élu, c’est moins grave que d’envoyer un
innocent aux travaux forcés.

7. Le cas échéant, calculer la puissance du test en fonction du H; que vous
vous étes donné. C’est le meilleur moyen de vérifier si votre test est assez discri-
minant. Dans ’absolu, les erreurs des deux types doivent étre petites : rejeter
Hyj alors qu’il était vrai (condamner un innocent) et ne pas voir que Hy est faux
dans des cas ou ca devrait étre clair (innocenter un gros coupable). Ca peut
étre l'occasion de vous rendre compte avant de commencer que vous avez choisi
n trop petit, ou une mauvaise zone de rejet.

Dans le cas du casino, vous pouvez éventuellement prendre comme hypothése
Hy que p = 1/3 (on les prend au mot), et choisir la zone de rejet p € [1/2,1].
Ca sera un test avec petit a (tout va bien jusqu’ici), mais pas bien puissant : si
comme le disent les consommateurs, la probabilité de gagner est trés faible, votre
estimateur ne tombera presque jamais dans la zone de rejet, donc vos chances de
détecter une arnaque sont presque nulles. Votre test ne serait puissant qu’avec
des machines programmées pour faire perdre le casino.

8. Ne pas se gourrer sur l'interprétation des résultats. Par exemple, si vous
rejetez Hy avec un petit a;, vous pouvez dire : compte tenu du modele que j’ai
choisi pertinent parce que ...., je peux affirmer qu’il y a moins de 100« chances
sur 100 pour que Hj soit vrai. Donc comme c’est le gérant qui est responsable
de la machine, le risque qu’il soit innocent est bien faible en regard du préjudice
des sommes probablement détournées, et hop je ’envoie en prison.

Si vous ne rejetez pas, au maximum vous pouvez dire : je n’ai pas trouvé de
preuve statistique que ce gérant de casino est coupable. Pourtant j’avais un test
hyperpuissant, alors si les affirmations de Iassociation de consommateurs (avec
les 10%) étaient exactes, j'aurais presque certainement découvert 'arnaque;
circulez, il n'y a rien a voir. Ou alors, plus modeste : il faut bien dire que
mon test n’était pas bien puissant, mais je n’avais pas envie de passer les 10
prochains mois & jouer au bandit manchot. Alors tant pis j'acquitte.
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7.5 Intervalles de confiance

Disons qu’on lance une piéce n fois et qu’on veut calculer sa probabilité p de
faire face. Mais les mémes calculs s’appliqueraient pour un sondage, ou des tests
de dépistage aléatoire dans une population, ou plein d’autres choses semblables.

On a un estimateur raisonnable p = p(w), & savoir la moyenne des n résultats
X;(w) des n lancers. Qu'on a appelé moyenne empirique (on la calcule apres
les expériences).

Mais on en veut plus : est-ce qu’on a des chances de s’étre beaucoup trompé.
Donc, ce qui est mieux est de se donner une petite valeur de o €]0, 1] & 'avance,
et de demander un ensemble T = I(X7,...X,) (ici, le micux sera de prendre
un intervalle, et donc on veut qu'il soit calculé a partir des X;) tel que

~

(7.6) P(pelI)>1—a pour tout p € [0,1].

Rappelons qu’ici T dépend des valeurs X7, ... X,, observées, et que la probabilité
a calculer dépend aussi de p. C’est donc une affaire un peu compliquée.

Comme on ne sait pas a I'avance qui est p, il est logique de demander (7.6)
pour tout p, parce que comme cela, pour le vrai p en particulier, on sait que
la probabilité de tomber hors de I'intervalle de confiance était bien inférieure a
«. Donc si on s’est trompé on n’a pas eu de chance. Ca ressemble un peu a la
formule de Bayes, mais c’est différent : il n'y a ici qu'une seule vérité (p), mais
on a a chances d’avoir été malheureux dans le tirage. Si on recommence, on
aura toujours la méme petite chance de se tromper.

Maintenant comment construire un intervalle de confiance et calculer le «
qui correspond ? On se place en fait dans le cas ol le paramétre cherché est p,
on a tiré n variables de Bernoulli indépendantes X; de parameétre p, et on veut
utiliser les valeurs des X; pour calculer un intervalle de confiance.

Il est raisonnable de prendre [ = [p—t, p+t], ot 'on peut choisir la valeur de
t en fonction de n et de la précision (du ar) souhaitée. Comme on ne connait pas
p, on va éviter de tout calculer avec des lois binomiales (on aurait trop de cas
a regarder), et a la place on essaie d’estimer |p — p| de maniére aussi uniforme
possible. Ca tombe bien, Bienaymé-Chebishev va nous aider. On note X; nos
variables de Bernoulli, et S leur somme. On sait que la somme a I'espérance np
(puisque E[X;] = p pour tout j), et que sa variance est np(1 — p) (la somme
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des variances des X;). Rappelons que p = S/n est la moyenne des X ; ainsi
Elp] = E[S]/n = p et Var(p) = n"*Var(S) = p(1 — p)/n. Maintenant

Py & 1) = P(p~pl > ) = P(p ~ EIf| > ¢) = P(lp - B} > #)

< t2E[lp~ EFIP] =t Var(p) = *p(1 —p)/n < 1

ou 'on a utilisé Markov parce que c’est plus facile a retenir que BC, et sauf

erreur de ma part. Heureusement que pour la derniére inégalité on a trouvé une
borne uniforme indépendante de p.

Bon maintenant on veut choisir a, par exemple 1072. On veut aussi avoir
une précision de 10~! sur p, donc pouvoir prendre ¢t = 10~!. On dirait que ceci
nous force & prendre n tel que 4-1072n > 100, donc n > 2500. Avec ce nombre
de lancers, on aura la précision souhaité avec moins de 1% de chances de se
tromper. C’est une peu fatigant, la loi des grands nombre ne donne pas une
convergence rapide, mais c¢’est mieux que rien.

En termes de sondés, si on veut une précision de 1%, et avec une fiabilité
de 99%, on dirait qu’il va falloir sonder 250000 personnes. Bien entendu notre
estimation est améliorable (parce que BC est ici une inégalité stricte). Quand
méme, ca fait pas mal de personnes a sonder et ¢a vaut le coup de chercher des
astuces (chercher la personne qui vote toujours comme la majorité, au risque
de se tromper).

Noter que la question : combien de voix “oui” sur un sondage de 1000 per-
sonnes me faut-il pour pouvoir décider, avec fiabilité de 99%, que la réponse
au référendum sera oui, est un peu plus simple et reléve de la partie test avec
“hypotheése Hy” faite plus haut. Et 1a cela vaut le coup d’utiliser les tables de
la loi binomiale Bin(1000,1/2) pour optimiser le calcul.

I1 est clair que ces informations ne feront pas de vous un statisticien aguerri,
mais (la note optimiste ?) vous vous débrouillerez au moins nettement mieux
que pas mal de gens entendus dans les médias récemment.

104



