


Variance

Dif

Si X est une variable aliatoize integrable,
on définit la variance de X : Van(X) = E[IX-E(X317

c'est un nombre positif on nel "valeur moyenne du sazze

des écarts de X in son espérance"

VazIN est appelé écezt-type de X.

Remarques

· Vaz/X) = o si Xest constante et égule à son esperance.

Vaz(X)= (x-E(X]) ?P(X = x) = 0 soi Fc +y P/X=Ko .
x = ESX]

· Vaz(X) < +0 si X" est intégrable (Xest de carré integrable
car /X-E(X3)" = 2/X" + E(X]4

(X-E(X])" = X" -LXE[X] + E[X] = 2 [X" +E(X]] - (X-E(X])"
= (X + E(X])

2
=0

Prop :

SiXestintégralleet

pr: (X-E(X)" = X2 - 2ESX]X+ ECX]
wi nombre

E((X-E[X31] : E[X"- cE(X3X +E(X]2]
linéuzité

= E[XY - ECEX] ·X) + ETEsY
abze ziel abe ziel

= E(XY - LELXJECXS + ELX]
= E(X] - E[X]

I



Prop : Si X est de carré integrable

EXER
,
Van(XX) = XVar(X)

no: Vac(xX) = E((XX- E(xX31Y

mais E[XX) = XE[X] par finérité de t'espérance

Donc Vac(XX) = E(IXX-XELX]1) =E(1x :/X-ECXil)"] = E(X2(X-ELX317
= x E[(X-E(X3(3)

= X2 Vaz/X)

prop : Si Xest de carré intégrable , alous Fat , Var(Xtal = Vaz)X)

N: Vaz(Xta) = E[(X +a - Eix +aj)"]
= ELIXin - 1E(X] +al(4] par linéarité

= E((X +R - E[X] -All]
= E[IX-E[X]( = Var(X)

Résumé : Si X Faeli
.
FOz

,
Van(aX +6) = a-Vau(x)

Prop: Si X est de carré intégrable ,
alors X est integrable

pr : Xest de carré intégrable = E[X] < +

X est integrable =s E[X] < +o

FaE ,
Si + 1 <-2/ casx+ 1-21x) = (1x-1) * (notes que

Donc 21X1 = X2 + 1 x2 = (x)")

Donc E[X] < +0
, cELIX1] < +0

,
donc ELIXI]at

prop Si X et Y sont des vaindep et intégrables , alois
X - Y est integrable et E[X :Y) = EIX] ·ELY]

RV : Soient X et Y va. indeps ef integrables· Montions que ECIXY1]to

ECIXY1]=[kg) P(X= et Y =y) = (yPX=P=gcx
sont indep.

=(2xP(X =x)) . ([(y1P(y=y) = E[IX1] · ECIY1]<+

car ECIX1] axa ef EfIY1]c +2

Donc XY est integrable et E[XY] = EXJECY]



prop.
S: X et Y sont des... indep. et integrable
Vaz(X +y) = Var(X) + VaulY)

por
Vaz(X + y) = E[(X +y) 2] - E((x+y1]

E((x+y(2) = E[xh + Y + 2xY) = ECX] + ECY1 + 2 ELXY] par fin.
= E[XY + ECY3 + 2E[XJECY] can xet Y indep.

E[(X+Y)]" = lE[X] + ELY3)" = EEX3"+ ELys2 + CE[X]ELY]

Donc ELIX+Y(3) - E[X + y]" = E[X] + ELY" - E[X]" - ELY]
= (E(X") - E[X]2) + 1E[YY - ELY34
= Var(X) + Var(Y)

Corollaize Si X
, .. . ..

Xn sont des v.n . indip integrables
Var (X

,
+... + Xn) = Var(Xi) +... + Vaz/Xa)

pers par recurrence

· n = 1 vedi

· Supposons que la variance de ta comme de n v... indep.

intégrables est la somme de leurs variances

Soient X
I ...,

Xax des vou . indep.
et integrables

Posons X = X, +... + Xn ef Y= Xa+

Alois X et Y sont des... indep. et integrables
car (x) = (X. 1 + . ..

+ (Xn)

Donc Vaz(X +Y) = Van (x) + Var(Y)

Var(X, +... + Xn) + Var(Y) = Van(X. l +... + Vac(Xa) + Vas(Xn +)

en utilisant L'hypothèse de recurrence.



Calculs de variance de lois importantes

S: X - B1p), Vau(x) =

P(1-p)

: Si XvB/p ,
ElX] =p

E[X] = a2 -P(X =0) + e P(X=1) = P

Donc Vac(x) = p - p
=

= p(1 -p)

Si X-B(n
,P) . Var(x) = np11-p)

p2: Le variance ne dépend que de la loi

Soient X
, .....

Xn indépendantes et de boi B1P)

Soit S = X1 +... + Xn
,

alors S-BIP)

et donc Var(S) = Vac(X) pour tout X de loi BIP)

Var(s) = Var(X, +... +Xn) = Var(X. ) +... + Var(Xn) core X, ...., Xa sont indep.
= p(1-p) +... + p)1 -p)

= Rp)) -p)

Si X-P(x) ,
Var(x) = X

Deux remarques qui donnent hintuition

1)S : Z Blap) avea a grand of spetit,

Approximation~ Pois(p) Van(z) = npll-p)
= 11

2) 3 : X et y sont independantes ,
X-P(X) et Y-P(M)

X + Y= P(X +M)
, Vm(X + y) = Va(x1 + Van(Y

Donc X1 < Vac(X) = h(x)
,

on X ~P(4)

est une fonction linéaire.



20 de la prop. Soit X-P(1) , E(X] =X

Van X = ELIX-EIxil] = E(x3]-E[X]" = EXY -*

E(X]=PIX
=(

=
-
=de +X = (+

Donc Var(X) = 1
+
+ - x2 = 1

Et si X et Y ne sont pas independants ?

loi jointe : Loi de (X
. 4)

X etY indépendantes s loi de (X
. Y) : loi de X ① loi de Y

Si X et Y ne sont pas independantes ,
if we suffit pas

connaître le loi de X et loidey pour connaître la loi de
(X, y) .

Coraziance de X c Y :

Si X et Y sont de carrés intégrable ,
alors XY

est integrable et on peut définis le covariance de X et Y

Cor(X . Y) = E(X-E(X]) .(X-ECY))]



Soient X et Y de carrée integrable.

Your tous zeels ety . 21y/* +yt cae sty2-21xy/
= x+yz -2(x) . (y)
= (x) -(y)) = 0

Don (xY1 =
X1

E[X] 20 et ECY2] <as donc EIXY/C
Est-ce que

E < (x-E(X]) ·(Y-ECYT)}** Giendefinies car X et Y sont

intégrables

(x-E[X]) ·(Y - ECYT) = 1x - E(X31 . Ix-ELY3) = (/x1 + 1E(XT1) · ((x) + 1EM
par l'inégalité triangulaire.

*E(Y3)

Intégrable

Donc E[lIX-ECX) · (Y-ECYS)] ac

Prop : Si X et Y de carrie integrable
Cow(X ,Y) = E[XY] - EIXJELY]

Co2(X ,y) = Cow(x .y) = E((X-E[X]) · (Y-ELYJ)] : ELXY - ECXY-ENYIX +EXJESYs]
= E[XY] -ECX]ECY] - = E[XY] -E[XJELY] - ELYJE [X] + E(xJELY]

= E[XY] -E[X]ECY]

Remarque Cor(X, X) = Vau(x)

Prop Si X et Y sont des vo decarrée integrable
Var(X +y) = Par(X)+ Var(y) + 2Cor(X

,Y)

pr : Van(X + y) = E((x+y(4) - E((x +y))" = E(Xh+ y 2 +2xY) - (EIX] + ECYs]
= E[XY] + ECY) + cE(XY]-lEN + ElYY" + LEIXECY
= E[XY - ECX]2 + ECYr] = ECY]2 + 21EIXY] - ELX]ECY3
= Van(x) + Van(Y) + 2 Cor(Xi/



prop : Si X et X sontdes va de carrée integrable et indépendantes
alors Cor(X. Y) = 0

pw Var(X +y) = Var(x) + VarlY) car Xety independantes
Maismussi Par(X + Y) = Vau(x) + Vanly) +2 Cow(X,Y/
donc Cor(X ,Y)

Ex : Soit X de toi uniforme See 6-1, 0
. 14

Soit E independantes de X à voleurs dans (+. 14 , p
=Plz=13

Soit V = X: Z Loi de X, Y!

y

*
-1 p((X, y) =()

.
- 1) = P(X = +1z= 1)

-8 = P(X = = (p(z = 1)

% = p

I P((X
, Y) =(0.0) = P(X =0)

CorIX .y) = E(XY] -EIXJELY]

E(X] = ELy] = (11 5 + 10 - 1) + 1 . 5 = 0

E[Xy] = [xyP((Xy) = ((y)) = ((1)- 1)] + 0 .(1) - 0 + 1.(1)))
+ 711 . 0 . 0 + 000. + 10000 +11%/

+ 0 . 1 . 0 + 1 : 1.

= L -2/1

Donc Cow(X ,
y) = &(2p-1

Ry E[XY] = ELXXz] = E[XE] = ELXJECE] con Xett sont indep.

Ry Cor(X, y) = 0 Es p = L
Si P = E , estce que XetY sont incep.?

Non P/(X,y) = (0
,
1)) + P(X = 01 · Ply= 1)

X et Y gont independantes Es F(x ,y) ,
P((X . y) = (x,y) = P(X =x)P(y=y)




