


Variables aléatoires

Soit- /finil et Pprobabilité sur 2mesurable)
The variable aléatoire X est une fonction de-

dans un actie ensemble.

Ex : on Lance 2 dès t = EoXE et P:probl uniforme sur-

la variable aléatoire X : somme des 2 dès

X :=IR

w =/W
, (2) 1 (XIW) =W, +We

mesurable ?

X/22) est un ensemble fini
Pour + X (22)

,
X(3) = Gwen : X (2) = 14

Exlsuitel : X(+) = 22 ,
. ..., 123

x
-

4273) = 2 (1 , 6) ,
12 . 5) . (3 .4) .

(4, 3),(5, 21 . 16.81}

Et si ACX(2) , XYA) =Swee : XINIAS

Ex (Seitel : "La somme des dès estpoize" A = 22 ,
4

,
6, 8

, 10, 223

X
-* (A) = [10., Walt EoXEg : W

,
+We EAS

Pour tout s deX/t)
,
on peut définie px(x) = P(X4x3)

Ex(serite) :

px (1)
= P(((1 . 6) , (2 . 5) , . . . . (5.2) , (6 . 113) =5=

Défirx : X(2) * [0, 1]
x1 < pxx) = PIX-4x3)) =Ex

=
P(W) on p te germe

de P

Prop : Px est un germe de probabilité sur XIt)
.

Px

suprobabilité sur X12) est appelée loide X



pr: (On doit montzer quex Px(x)
= 1)

On a x) =xmixinP() (

les évènements Ax
,

xX(5)
, forme une partition de ->

où Ax est l'événement An = X
*(43) = [WE : X (w) = x}

En effet si . +12 sont des éléments de X/)

Ax
. 1 Axa = [WE: X(w =x,

et X(w) = x2} = 0

sixct X152)
,
J WET + 9 X(w) =< , donc As0

VWER , JxEX(+2) + WEAx

Donc 12 (
exces

Ax

Pan ailleurs
,
Fe Xt)

,Ax

aussiet ,
Don V = T

(EX(2)

DoncEx PIr =E 1161 = 1 car pest am germe
de probabilité:

lo foi de X est corractérisée par X(t)
et les Px(x), xEX(12)

Exsscital : La loi de la somme de 2 dès est caractérisée por :

-23456789102212

P 5 ....... .......

la toi de X est Px : P(X(e) > [0. 1]

Al (Px(A)=()

2 Notation : Si ALS(X(2), on note (XzA)évènement

X
:

(A) = EWEE : X /WIEAS
&

P(X(A) = Px(A)
-

(XEA)1(XEB) a en sens

Ex sitel : A = 221 , 223 Px(A)=t
L'événement "lu somme des dès est supérience ou égale à 22"

c'est A dans X(2)
,

on (X211) ,
dans2



Espérance d'une variable aléatoire X :

Valence "moyenne" de X 1 relativement à la loi de X.

Soit X : Z > R

son espérance ,
notée EIX) est le nombre zee E(X) = [xPx(

xX(2)
1Abus de notation : on peut convenie que px() = 0 SixEIR(X(f) et écrire

E(X)=ZpxlS

Prop : E(X=EX(w)pl

Rv: E(X) =Exies"Px(x) =ZxP(X =x)= :nup
(

=x/ZXww) = X(w)p(c) con lesvenessi

(X = x)
,
x-X(t) forment une

partition de 2

Propté: · Cinéarité de L'esperance

si XER
,

XX est une variabl aléatoire

(XX) : 2 > IR

WI c(X . X((w) = X . X(w)

E(XX) = X . E/X) (preave l'ecrice en utilisant lapropo

Si X et Y sont deux variables aliatoizes, X +Y
estune variable alextoire

X + y: -2 IIR

W < (X+ y)(w) = X(w) + Y(w)

E(X+Y) = E(X) + Ely) (Meure lecrize

· l'espérance conserve l'ordre
Si m of M sont deuxziels et m = X1M

(i. e Vwez
,

maX(w) =1)

Alors m = E(x) = M

po : FWet
,
meX(W) =M donc plwimeX(w)pla)< pswill compl: 0

Donc m =

ImpalpWEIR



Rq : - vocabulaire
· Si Zest telle que VWEe Z(w) = m

, ondique Z est la variable

aléatoire constante et égale à m

· E(X) ne dépend que le la loi de X

Quelques lois importantes

① Lo: uniforme on dit que X suit la loi uniforme sur Esi :X(1) =E

et Px est lu probabilité uniforme sur E . Si ACE
,
Py(t)=

② La Loi de Bernoulli de paramètre p . PE[0.1] notée B(p)

On dit que X suits la Coi B1p) et on note X-B(p)
si X (+2) = 20. 13 et P(X=0 = 1 -p P(X = 1) =p
on encore Px(2) = p Px10) = 2-p

Exs: Si Act, It estune variable aléatoire de loiB)
con en notant X = 1A ,

Px(23) = Plaw : X(w) = 13) = P19W:weAb) = P(A)
: p(x=2)

③ Loi Binomiale de paramètres nentiers1) et p , pe[0.1]
,
notée Binial

Ila loi du nombre de succès p et on a

neépétitions indépendantes d'experiences a 2 issues

oui le succes a probabilité pl

Si XvBInp) ,
X prend ses valeures dans 10

. 1.... n)
et fk + 20, 2 ....,n}P(X = k) = px(k) =(1 -am-

en = 51, ..., Wal th Figa..... nb
, Wi20,

233 = 50.14
P
=-
Xi 20, 1, ..., dy

n

W =W,
, ... Wall (X(w)= Wi

Calcul de la loi de X : à scrive



-Variable aléatoire
-Loi d'une variable aliatoize

-> l'ensemble des valeurs E prisespaz X (souvent ECIR
, ELIRY

(E fini Iplas tard dénombrable) /mais çapeut êtze autre

chosel

-> Les probabilité P(X =x)
,
xtE

=Px(2x3) =

p germe
de X

- Esperance de X E(X)= prix P grme de P

= Px(

L'esperance de X ne depend que de la loide X

- SifiE IF
, fox : e <F c'est une variable

aléatoire que l'on peutnotez

f(x)
E(f(x)) =E fox(wipi = f(x)Px(x) =Z Pel,A

PfIX : germe de la loi de flol)

12. a constante X ~ Ja : P(X = a) = 1 et E() = a

to: uniforme sur E : X ~ Unif(E) EX=E
la moyenne des volevers de El

-> S X - &(p) ,
E(X) = 0. (1 -p) + 1 .p = p

S XNBIP) , fre[0, 2..... my . P(X =H = C p* /1 -p)"
-*

E

E(x) =1p
E(=(1-pp*

(1 -p

= np.mpk-

3(z -p
- m

= pe -2p2(2 -p
- 2-1

=pCeA



- = 50.13"4 = 31p)*...*BIP) /indépendance des elements

= [20.. Wa...... Walt succès/échec dans la suite

Vied1 ..... 13 , Witho. 13 les experiences (

X : - 1 90,
1, . ..,3

w = /W... Wn)) < X(w)= Wi

(X = k) = Gw = (W
...... Walt 30.23h + 9 Wi =

Px(k) = p(x = k) = p(qwes0.13" +y wi = kY)

= Z Plw...... Wal Sig est legerme de 1/p).
/......Wn) 30. 131 +ywik

y(0 = 1 -p e + g(1) =p

= Z
N...... Wn)650. 23h +Wi=pa P..... W) = gwig.

Idéfinition des probabilités produit)

= p
*

(2 -p(
-k

. #4(w, .. .. Walt 20. 23" +y wi = k}

Ch : Cardinal de l'ensemble des parties à kéléments

d'un ensemble a n élements.

= ZcEn ty #z = k} en bijection avec &(W.. .. . .. Wal Ed0.2}" thw=)

donc #9... ... Wale20. 15 tawi==

pourtout it &E..... ab définissons X: -2 140. 13

1W, . . ... Wall < XiCw) = Wi

quelle est la loi de X: ? L'ensemble des valeur de X: est0. 23

Donc Xi suit une loi de Bernoulli

P(X: = 1) = P([(.
, ..., Walt 20. 13 +qwi = 13)

= [ g(we)·(Wal .... 9(Wn) on g(W: ) =P
(w, ...., Wn) +y Wi =2

=p] g(ws) .... : 9 (Wi-e) · 9 (Wi+2) ·... - 9(Wa)
IW, ....Wind, With, ..., Wal

= p. (2) ..... (Zgwa) · = p

Donc X : ~B(p) et X = X ,
+... +n

care FIW. . . .. .. Wal 60, 15h XIW. .
. . . . Wal = X

. /W, . . ... wa) +... + X(W, . ... Wal

Par linéarité de L'esperance .
E(X1 = E(Xi) + E(X2) +... + E(Xn)

= p + p +... + p = 1p



Variablesaléatoires indépendantes

Dif: Soient X:E et Y :nF des variables

aléatoires

On dit que X et Y sont desvariables aléatoires independantes si pour tout xE

et pour fout YEF,
P((X = e + y =y)) = P(X = x) - P(y=y)

Ry: Si Act B sont des évènements independants ,
PLARBI = P(A) . PIB)

Alors
, It et 13 sont des variables alictoires independantes.

Dif: Si X1 :2 <E, ..... Xnitz > En
, orditque X... ... Xn soutdes

variables aléatoires indépendantes si.. . . ..nltE,
X

...
XEn.

↑)(X
,

= x, et ...
et Xn = x n) = P(X,

=x) .
. . .

. P(Xn =xu)

&Wee : X. (wl = <, ef
...

et Xn(w) =xn}

P(X ,
=x , 2 t ...

et Xn =x) = P([wet : X. (w) = x , et
...

et Xn(w) =xn3)
= P14WEt : (X, (w), .. .

. Xn(wi) =fo,....(3)

[X,
, . . .. Xn) : Mal 1 E

,
X

... xEn est une variable aléatoireINI/XI()
. .... Xnswl) à volece dans E,

X ... XEn

le geme de la loi de 14
..... Xa) est donné par les

On appelle loi jointe de X... ... Xn loc loide (X.. . . .. Xn) la loi

d'an Xi est appelée loi marginale de Xi

Propi X
. . . ...

Xn sont des variables aléatoires indépendantes
si Pix

...... xn)

= Px
.
D ... Px

où Pix
...... xn)

est la toi de (X
... ... Xn) et Pxi est la loi de Xi

.
:[1... ne

pr : Il suffit de monter que si Pix
...... xal

4'le germe de Pi
.. . . . . Xu)

et si Pxi

est le germe de 4x
: pour tout itd2...... as

V(, ...,nEEyX.. - En
, Pix

, .... (..., ) =p() .....Plan

Mais Px,.... Xn
(x, . . . .,(n) = P(X,

=xet ...
et Xn =xn) 2+ Px, (xi) = P(Xi =xi)pour tout ith]

...,
43

Donc t est vraie car X1..... Xn sont indépendantes.



Retour au modele
pour
la CoiBinomiale

On a on Px
:

= B(p)
Et aussi Px

, .... Xn)
= ((p)Q ...((p) car (X...... Xa/Cw, .. .. Wa) =/W, .. .. Wn]

Dox X. . . . . . Xn sont desvariables aléatoires indépendantes

Prop : (Le loi Binp) est le loi de la somme de n variables aléatoires

indépendantes de loi B(p)

Prop : Si X.. . . .
.

Xn sont des variables aliutoires indépendantes,
si A,

LE
, . ...

An LEn

Alors P(X. A,
et ...

et XntAn) = P(X
, zti) ....

: P(XnzAn)

12:

PIX, EA , et
...

et XnEAn) = PIEWET : XIwIEt,. . . . Xn/wIEAnd)
=P/dween : (X, (2), . ... . Xn(wi) <A,

X
... xAnY)

=PIEWER : (X
, .. . .. Xn((w) EA, X ... xAnY)

=P(X
, ....
xn/'fix... xAn) Mais X

,.... Xn sont independantes

P(x
,....x= Px = (x ... Pen((tex... +An

= Px(ti) Mais Px(ti) = PEW : Xi(w)Ai3) = P(X:ti)

Prop: Si X
... .... Xn sont des variables aléatoires indépendantes

si Fi : Ei 3 Fi , ith 1,
. ... 73

Alors F2(Xi)
,

. .. .. In/X) sont des variables, aléatoires indépendantes.

no: Il suffit de monter que Pi, . . . .
Fr(X Pf(x)

dilsuffitdemonte:e
Fitat

...., 43 /fi(Xil =yi) = &W : FiOXi(w) =yi?

Xg]
:Et

⑫ est la conséquence


