


La missance de la modelisation aléatoire
-> Vaccins/Traitement médicau Physique Statistique
-Epidémies -Générateur de données météo

-> Genomique (ex: héritabilité > Théori de l'information

Ensembles et dénombrement

Es:

R-ensemble "univers" Lancer d'un de

Événements : sous-ensembles de e -> = Se. . . .
, 63 (Eg : notations)

Obtenir un nombre poiz:

A = 52 , 4 , 63

Si Afini, #A. Card/A) cordinal de t = nombre d'éléments de A

Prop: Sit est une fonction fit IB :

#A = #BSSi 7 une fonction Sijective de A wees/

#A # B injective

# (AVB) = (A) + (#B) + #(AUB) E

Fonctions indicatrice

Soit Ac .

Indicatrice de : 11 : - 120
, 23

WI Ialw) = 2 Si weA[
o Si c A

complémentaire de A

A = Swer :wab-
[x = 1 - 1A cad : Vwet

, 1) = 1 - 11 (w)

pr: soit wer
, 2 possibilités :

1) WEA : 1AIw) = 2

donc w & As et 11 (w) = 0 = 2 - (a (2)

2) wA etc



JAUB = CA + IB- SARB

Rq: #A : 21 = Law
WEA

Donc #(AUB) = ErdAur (w)

=(1(w) + (B(w) - 2anB(w)

=EndA(w + dim- ARBIWI

Partition de A

↳ collection d'ensembles As
, .... An non vides Pourquoi ?

AinAj = Q (i +j) Quel utilite ?

et AzU ... ~An = A

Prop . As.....
An forment une partition de Assi

· V it21..... n3 IA: n'est pas la fonction identiquement nulle

· ( = Iti = 1Ac +... + 2An

Pop . Soient Act B ensembles finis
Le nombre diapplications de A dans B est #B/#1

A B

per % ⑰ #A = p #B = 9

pour le premier élément de A : 9 possibilités pr. Ne

↑ pour
le deuxième rec

.E
pour la n-ième & sur Le

g
.

g ..... 9 nombre

- q = (Bi
+A

↑ fois
défiments de

t

Corollaize. Soit -> un ensemble fini et P(t) C'ensemble

de ses sous-ensemble

Alors #18 (91) = 2

nu. Soit F l'ensemble des fonction de of dans 20. 13

F : [1A .
ActS . En effet :

soit f : e + 20. 13 . Notons A : [WEe : f(w) = 23

Alors , F = 1A Inv. soit wert
, Siret ..., Sic * A ... )

Donc F c &CA : ALt. 3 si Act . [A : - - > 20. 13,
donc LACE

Donc [IA : AL-3 CF



Li permet d'établic une bijection entre F et Plat)

:S(2) · F

A IA 21 = 13 A = B

Lest uno bijection
Donc #5 = #R/2)

Ensemble produit
Def. Si A et B sont deux ensembles

AXB = ((x ,y) : x (A, yzB)

Si As.....
An sont n ensembles

Ac X... x An = ((x), . .. , n7 : 2 As. ..., SnEAn 3

Peop Si A et B sont des ensembles fines,[
# (AXB) = (#1) . (#+B)

Pr
. Pour tout a A

,
soit Ca :< la .y) :geB3

Cac(AXBI ,
les Ca + &

sin. et as sont des elements distincts :<Ca.
1 Ca =*

et AXB = U Ca
atA

Donc les Ca . atA forment une pactition de AxB

Donc CAXB = ca
E

Donc #(AXB) = [ Ca mais VatA
,

#C = #B
atA

Donc #(AXB) = (#A1 · (#B)

Si #A = p +2

Soit atA fixé et = Aldas # =
p

Soit Epis t'ensemble des fonctions de A dans B

et Fr Edans B

Y Sas dans B

#g = 9 et #Fr = q /par hypothese de ecurence

On peut construite une bijection : Fais (gxFp
Soit Jt Fare soit fu : [R3 > B

futg
a 1 <Falal = fla)



et soit :I > 13

alcJ (a) = flal JeFr
On définit h(f) : /fa . 5)
Montions que c'est une bijection
(Lecrize)

Donc #Fore = #(gXn) = #g . #Fp =
g . ap = qP+2

Dermutations: you crocon repermanobox obeit y A
Permutations de A = [ bijections de Adans A)

Peop. Soit A et B finis de même cordinat

Soit Fais l'ensemble des bijections de A dans

Alors #5 = A) ! = n ! Si a = #A= #B
A -B

Ry . Donc si In est t'ensemble des permutations de En = 21..... 13

#Tn = n

Arrangements de p élémentsparmi ni

Soit A ensemble fini tu #A =p
B #B = n

T : ensemble des fonctions injectives de A dans B

can now 12 Objet , y'a n façon
, pour tre In-11

, ... pour pier In-1 + 21 :

Thm : #B = An = in M : donc A! =
n . In-2 · -c

... -M +2) =thes.... Mme disn -p - 1)
.... 2 . 1

- In-p) (n-p - 1)
...

3 . 2 · I
1

Si pen A
-

Ry: Si p = n , An = a ! Sinap A =0

1JAB est donc l'ensemble des bijections de A dans B

car #A = #B)

Prop : #JAB = #JER
,
B 1/Avecf bijective de A dans Ep = (1, ...,a)

#TA
,B

=#JEn,

Aver y dijectives de B dans En

#TEp
.
B

= #JEn
. En

I = ((x
,..., n) : Fic 51 , ..., r 3 , Si t 32, . ... 3 et si itj , : + xj)min

Suites coordonnées de p élements distincts parmi n.



Prop : #Ipn = #Jer
. En

pr : On construit une bijection entre les deux ensembles Ir
.
nat Jer

.En
Ensemble de pomplets de Ca forme /31 , ...." m)

- où 11:; Fitj

On définit h : Tip. En
> T

pin
-> ensemble des fonction injectives de En dans En

"Cd....,13
= S], ...,

mb

Si feJen
. En

h(f) = 17 Fg co finshEJan con fes
injective

Montions queGest bijective: Soient fi , fe JerEn
1) On seyprose que h/f. ) = h/fr)

(:2 (3) , , ..., ((p) = (y1,..., Ym) Alors fe = fa
((x , = y , (= f(1) =72(t)

: donc h est injective
(a =yp)= fy(M) = fa(M)

2) Soit1s1, . . . .
, (p) E Jpin soit f : Ep -> En

i 1 ( fil = x ;

fest injective car itj: j ,
donc feJerEn et on a h(f) = (, , ...,d)

donc pour cheque pouplet -Jan orpent trouver une fonction inj. JEr
. En

Donc hest surjective. inject . + surject = f biject.
Presse du thm :

2
On a ve que #TA

.B
ne dépend que le p = #A

et n = #B
-

On note A = #TAB = #Jp. n
Ipos te mod

Peaue par ennuience sue a
.
On wa montier que : Ense Pla)

on $(n) : Fred2,..., 93 An
In-pl !

1) 911) est vrai car #Ts
. 2 = 1

2 Supposons DIM vaie , et montions Pa +11

Soit nes2 ,..., n + 1)

I
=

ED
.. . ... 3 p) Fiche , ....R] . ; EB et si itj, si jl #B = nIIn

.n
= JEp. En = Tr ,B

In
.
n + 2

= U1]
p- 2

·
Eneckjb X5jb) (81,

,
. . .. xp) :

(an + 21 .....
a + 24

jth1...., n + 2} -T n = 4 93 , 2
, 3

, 53 j = < et 132, . .. . Sp-2) EJp-1
, En+1

I 2 3
a =nj = 2

E... = 32 , 3
, 4 , 53F( 1

,
3 , 51 + 141 123

11 , 5 ,
31 + 141 (2 ,

3 ,
4) + (2) = 12 ,

3
, 4 , 21

12 , 3 , 51 + (1) = (2
,

3 , 5
, 11

:
:



Ensemble des ensemble de B tq cardinal dee chaque 
ensemble est egal a p

les J
p-2 . Enteldis

Xxj) forment une partition de Joints

--2
Donc #Joint-2 .Ens) Mais

.#
-

'l ! 2

n + 1 -2 = n

N

Donc Ante = In + el ·Air-

Pas hyp .
de rec. A-e =

n !
-

n !

In-1R+1)! In-p + 11 !
(n +11 !

Dona Anie = (n +-p!
P

(n + 2)!
Donc Uped2,..., n + 23 Ands =

In+ -M) ,
on a montré Plate

Combinaisons de p parmi n : (Arrangements : oudre

Combinaisons : sons ordre

Si Best un ensemble fini tu #B = n.

ensemble [En. = &ELB ty #z = p}
decombinaison e Cri = # Frien ne dépend que de pet n

On note ce cordinal Ch on Il

An
Thm : Ch = mam =

m:

2Pr : On vent montzer An = p!C

It suffit d'eAlic une bijection entre In etTex
&

Si (x, , . .., 9 p) EJpin ,
alors Gx,

, . . .. p] Op . En+1
In

pourquoi n + 1 ?

ensemble les permutation des étement de Z

F Zebriente ·
notone =Ges...al Fi , itz ,

etciti, : +x
,b

Ex : Z= 22 , 23 donc Jz = [(1121 , (2 121]
Alors les Jz

.
Ze topin forment une partition de Join
-

Donc #J pin = z #Tz
Zetp.n

: nombre les permutations possible pour un ensemble de la taille #Z

#z = #JE
, Z Mais #z =p

12 N

= An = p ! Donc #Jan =#Epin) !



Es
- zu Es

21 ,
2

, 33 = 15 . 2)
, 12 .

31 , 12 . 31 Ropdgok ne basenlabur

-

6 IC
go puplogy

C =

: 2
--S give Kousson & Jess E:

permutationmotoen Savedebui

E
ni ni --chnC , Car Cachent !

"

In-mir:

= C R I

#P(En) =2" citc
2 pour quio GpiEnte"En en WEns

. En

Ep-c . En :Enebrz
· Triangle de Pascal : C = Ch +Ch zz...

· Em = #G
.Aura)

#A = n # B = m AlB = 0 donc #AUB) = n +m

CAP
Formule du binôme :

(a +b)=
pr par 2e : n =0 2 = 1

n = 1 a +6 :Calgo +Cial"-a +6 OK

· On suppose 19 + 61"=
(a +6)"" =(a +b)(u +81 = ann -p

( antA
n + 1 k -1

=un ant

= Ccente +chant
kie

+2 striangle de Pascal

Ch
+2 ant-opatcf
-chante



Iv par dénombrement :

(n +b)" = (n +b)(u +b) ... (a +8)(u + 6)

on développe : on obtient des puissances antp
*

onregroupe : le nombre de fois où on obtient ank. f*

est le nombre de façons de choisic les k places dans le

product on onpend 8 quand on developpe
aid le no desensembles à Kel" parmi n

Détaile formels de ce raisonnement

a + b = 08 +al8

= za& 83
Et50. 13

(n +b=
/E...... En+40, 231

= I gest
...

" En In-132 ..... En

(E, .... En/E40, 23

= /2 akfn
-k)

K=0 13, .... En) 20, 1}":

E , +... + En = k

# E(2, . ... En) 20,
134 : 2 ,

+... + En =1)
: #2Z1

, ....
n) : #z = k) en identifiant Za su fonction indicatrice

= C


