


Suites et séries de fonctions

Motivation : 1-1 + 1 - 2 + 1 - 1 = ?

& en où Un = (-1/" donc limunto

La Série[un me converge pas.
Introduisons 30.

11 et posons série géométrique
+

S(l) =EU = xo- x + x
+

-x
...

= 1 - x +x - x3 +x
...

&un:min

SimUnschul
"

2 - 2 + 3 - 4 + 5 - 6
...

= E

Soient Frit CIR fonctions définies sur un intervalle I

([a . 63
,

Ja . 6 2 . 5 - 0. 62 etc.)

Def: La suite de fonction (fulneiv converge simplement
sur I were he fonction fil IR si Excel La serite

numérique (f(x)InE converge vers f(x)
i.esi VatI VEco . JNEIN .

FneN fnku-f(x 23
= Feel/fakulnew est convergente.

Ex : Ink) = x" ser [0.
1]

inf = 0 si 01 f= 1 FEIN
-
Alors ,

Lim Full =1

n=)+

him An f on f = d si o

Six = I

feet discontinue sere [0
. 1]



Limite uniforme loude est différent :

Convergence simple
simple pour tout et E Def: Soit(fulen , Frit 1 R

.
l est een intervalle.

on peut trouver N
*

Yg Inse e flxt On dit quefilmen convergeuniformément
mes 7: 5R

uniforme , pourtant 3 ON PENT 5 VEso,
INEIN VectIEneN facel-f(x) 12

-

TROUVER Nig E faCIEf(sa ExtI VEcO . JNEIN .
FnzN -por conv simple

Ex : Fn : IR > IR
Sin(nec)

pour simple. N peut varier dependant In(x) =
A

de C
,

donc al moins la
sin(na

dérivé peut être différente 1) FatiR su n - +0
> 8

dependant des , de n Doi Ifn) converge simplement vers filR <R
, VaEf(x)=0

pour uniforme. Net independant

de sc
,

donc dérivée est la même 2)Soit0 . Ben sierom for eff

Conclusion : (falnei converge uniformement vers f sue IR.

Rg : Par logique : cont uniforme implique convergence simple.

On montre Ex: fr) = sur [0. 1[

que fax) =e him fn(x) = 0 Fat[0,
21 fr) ne converge pas uniformement vers

me converge la fonction constante égale i0 20 . 11

pas uniformement
Supposons que

la convergence vers f est uniforme.
Beenons E = 5 Donc JN UneN Fae[01x"= 18

En particulier , nous arons FIN (2-)
(x = 1 - E) n -) +e

=1

Doi 2 To1>e = 10
C

Contradiction



Soit I un intervalle
. L'espace [I) est un espace vectoriel zéel :

Metric space : Set space ·F.gtC) Vazl (ftylcedf(x) +y(x)
where we can calculate ·. Ver VfeCil) Vel ficaft
the distance between points

Ex : DECI) est la fonction constante égale à o

-7

Closed set = where the rect nuf

bower of a set is included

in the set : 11 . 21 is not On introduct be norme fi = sty f(x) pour toute frCl) Cornie
closed

.

sup x = [
-

Compact space-bounded, ·

I est une norme car

closed

1)Vfc Lo(I) 7 1
= 0 Es fest melle

2) VER FfeCYIl 2 - fi = a - fi
3) Ffigeco (1) f +g =

= f i
+ gi

Rq : L'espace de fonctions bornes seen I est een espace rectoriel

normie ave I

Peop: (fr) , fr : 1 < IR
,
I intervalle converge uniformement

vers f: > Il sai f-fn
n -1 +c

30() Jan Liman = o

telle que Une sur fu(x) - f(x) < An
xt[

si
Ex: Ences) = Gues si 01 intIN

*
CE[0, 1] 2- nxsi Ex

Fn = C'(10, 23]

o L

1) Ifn) converge simplement vers f(x) = 0

Exz10. 1]
.

En effet , se x = 0
, fu (0 = 0

pour fout ne
*

Six0 =>(0 =

JNEIN t. g

.=EnUn =N

Doi Fn > N fn(x) = 0

f-fr 20
. 13

= see Enk) = 1 / 10

n - +0

0(x[1

(fn) ne converge pos uniformement versf ser 10. 1].

11 facil : La valeur maximale possibble de fab sur I

Si lInkll #0 donc fil reconverge pos uniformement.



Prop: [Condition uniforme de Cauchy]
Soit (f) : fr :[ IR

,
I-intervalle

, In converge uniformement

versune fonction sue I Es VELO JN EnimIN En fon LE

pr
: Si In If uniformement alors VE FN UnIN fr-f TIE

poly
Soit nim > N In-1m = IlEn-f)-Am-FIll = Ilf-fullI + 11f-fill se

lages
si VEso FN Vmin = N Ifn-fallI -2 alors

· ) Si sel . (fnCl-FmkclElIfn = fmIlIE donc (fnIne
forms une suite de Cauchy ,

et donc converge.

Prpeutdonc definit tu fonctionlimite f(x)= him fr FrE]
Soit 2so FN En

.m = N Fectl (fnbl- Ambl12E
-

-t

(fnk) - f(x)) = E

(=s VeIFaIN Incos-f(x)1=
Es 1lf-fullI-E UneIN

,
donc In conv . unif. versf seer I

Propriétés de limite uniforme:

1) Linéarité : Sifful et Ign) convergent uniformément ser I

lintervallelvess F: I /R et g :[2 espectivement
alors Ux. (4fn + sgn) conv unif. xf+39.

pe : 112fn +Byn-(f +3g)/I = 11alfn-f) +Bign-gill[kIlfa-F112
- Iglign-gll

n =74)

Thm : Soune

suite
de

fonctionscontinuesanet =+

Supposons que (fn) converge uniformement vers fit ->12 sur l.

Alors
, ft ("(I)
-

E=s fest continue

pr:

n to Soit I
. Soitley) = 5.0

esta pieser. Soit 230

a b
(f(x) - f(y)) = ((f(x) -fa(x)) + (7n()) -fr(y)

+ (fn(y) - F(y)

Inl conv. Unit vers Isa I.Enfy1
(ful converge uniformement seer I vers f:-> le

et In sont continue -
Vn =

fest continue



Donc EESO, JNEN t. g. UneNYzel (fn(z) - fiz)) * 3

Soit n = N ; z =x on z =

y
Donc (fn(x)-f(x)) ! E

1fn(y) - f(y)) = E

In : I < IR est continue enx . Alors , 75>oldepend an eth)

tel que F ytjx
-5

, x +5[15
· 1f(- fuly11*

Donc on a précisé 55 In . Ex

Alors . 1f(x) - fly)/132 siIn , Zix/

Ry : Soient Int CCI) · (n) conv uniformement vers f: 5 <R-

SoitEI,
#131 lintervalle non-diginie

him,
fly=him him Ayla

Thm : f(x) =Ein fuk =himli Ayla

Thm2 : Soit /fil une suite de fonctions dizirables sees I.

I intervalle non-dégénizé. Supposons que /fil converge simplement
vers f une [ Cf/fil converge uniformement vers g : I si

Alors, festdiciable, sur [ ef Ext]
,

f(x) =g(ou

Ry: Clim Incel] = himnesi

Thm 3 : Soit = [a .b] aGER

Supposonsquecontinue,Convergeuniform.

Ex : Fn :R
+

< /R

n
↓ En in
six(n ,2n/f-( =

0 (x -n)x + 7n,n]I- (x -2h)x - JEn , 2n)



Obs :

1) (fn) converge simplement wess filRs <12

ExtIR + f(x) = 0

Alor il existe NEI ty Nax

Aloss En>N ,
n = Nax

,
don EnyN fn(x) = 0

et him Inco=
n =7 +y

21 La convergence est uniforme IIfr-FI+=Sur (fn =
4++J

↳him fu(x) dx = o

himFukude=

Su :

11 = J0,
11

·
(fr) conv· simplement vers + = 0 cmI.

Mais 1: Inbud = E.. n = 1

1! him Inlaida = 1. 0 . dx = 0

1er shee the 3 :

10 fade - Soulede = Je(f(x)- fabule -Sa fa-fak) des

->Insp f(x-fakelde = Inf- fr 108dx = -fa 2018-al nete
> 0

xE[a,b]

Rq : Thm 3 = Thma'

Thma' : En : I CIR
,

EnEIN frEC'(I).

Supposons que /fu) converge simplement vers f et (fil conv .

uniformement vers g : I < /R
, Alors Ft('(l) et FitE f'(x =g()

Indication : Utilise to thm (/"gHtdt) =g(x)



pr dee thm 2 :

Pour simplicité , supposons quel est ourect
,

donc

pour tout xEI
,
ilexiste 530 +el que J-1, + 52 I

es
On fixe xE]

f(x+t) - f(x)
Soit hxl =

+

Site 3: 5, 521303 et h10 =yxc Rappel : fimf = f
,

him fr =9

Ily-fr'llya++60

Observons que fest désirable ensse h : -5, 62IR

est continue eno .

En effet , continuité de h
en ochim fl-fl e

Rosons halt) =

fu +-faxl
sit to et Unca = fild

t

La fonction hn : J-5
,
52 12 est continue.

Question principale :

1hn) converge-t-elle uniformement sur 7-5,
%1 ?

Onteste Cauchy uniforme
++O fakiftl-fne)

- flat-fa
t

On applique le thin des accroissement finis pourfu entre sttete

Jy(jx , x + t[

1

-

17n = fm((x+t) - (fn-fm)(
= Ifn-fmly= In-fullyt

= 11fn'-fu'lls- carye[

Enc+E)-fuk-fmlstt-fmsSo t

= Ilhn-hulls-55210s - 1IFn'-Fu'll
Sit = 0 ( hald-hm10)l = (fn-frikc) = 1IAn'-Full]

Doi 1hn) satisfait he condition de Couring uniforme sur -5.
0.

Donc he conv· uniformement sur 1-5. 52 versh :5-5
. 52 IR

Yon thm 1
,

he 2/5-5.51) .
En particulier

, himEt
Donc f'() =y(x)




