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1 Espaces vectoriels - Rappels de L1

Ce chapitre contient des rappels du programme vu en L1 dans le cours Algèbre

linéaire 1, qui constitue un pré-requis pour le cours d’Algèbre linéaire 2. Il ne sera

pas étudié en cours.
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1.1 Rappels sur les corps R et C
Dans tout ce texte, la lettre K désigne l’ensemble R des nombres réels ou

l’ensemble C des nombres complexes. L’ensemble K est donc muni d’une loi d’ad-

dition, notée + et d’une loi de multiplication, notée parfois ◊, mais le plus souvent

par le symbole ·. Ces deux lois vérifient les propriétés suivantes :

— elles sont associatives : si (a, b, c) œ K
3
, alors a + (b + c) = (a + b) + c et

a · (b · c) = (a · b) · c. Cela signifie que pour additionner trois nombres a,

b et c, on peut commencer par additionner a et b, puis additionner a+b et

c ou alors commencer par additionner b et c puis additionner a et b + c, le

résultat sera le même. On note donc ce résultat a + b + c car, quelque soit

la position des parenthèses, il ne change pas. De même on note a · b · c pour

(a · b) · c = a · (b · c).

— elles sont commutatives : si (a, b) œ K
2
, alors a + b = b + a et a · b = b · a.

— elles possèdent un élément neutre. L’élément neutre pour l’addition est l’élé-

ment 0 : pour tout a œ K, a + 0 = 0 + a = a. L’élément neutre pour la

multiplication est l’élément 1 : pour tout a œ K, a · 1 = 1 · a = a. Attention

l’élément neutre de l’addition di�ère de l’élément neutre de la multplication.

— la loi de multiplication est distributive par rapport à la loi d’addition, cela

signifie que si (a, b, c) œ K
3
, alors a·(b+c) = (a·b)+(a·c). Par commutativité,

on a aussi (a + b) · c = (a · c) + (b · c).

— tout élément de K, possède un inverse pour la loi d’addition. En e�et si

a œ K, alors a + (≠a) = (≠a) + a = 0. Dans le cadre de la loi d’addition,

l’inverse d’un élément est souvent appelé opposé.

— tout élément non nul de K possède un inverse pour la loi de multiplication.

En e�et si a œ K
◊ := K r {0}, alors a · (a

≠1
) = (a

≠1
) · a = 1. Il est

nécessaire de supposer a non nul car l’élément 0 n’a pas d’inverse pour la loi

de multiplication : pour tout a œ K, on a a · 0 = 0, on ne peut donc pas

trouver d’élément b œ K tel que a · b = 1.

Exemple 1.1. Lorsque K = C, on a i · i = i
2

= ≠1. Ainsi (≠i) · i = (≠1) · i · i =

(≠1)
2

= 1, donc ≠i est l’inverse de i pour la loi de multiplication dans C.

1.2 Espaces vectoriels

Un K-espace vectoriel (ou tout simplement espace vectoriel quand le corps K

est sous-entendu) est un ensemble E muni de deux lois de composition

E ◊ E ≠æ E

(x, y) ‘≠æ x + y

K ◊ E ≠æ E

(⁄, x) ‘≠æ ⁄ · x.

Ces deux lois doivent vérifier les propriétés suivantes
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a) (i) La loi + est associative :

’(x, y, z) œ E ◊ E ◊ E, (x + y) + z = x + (y + z).

(ii) Il existe un unique élément neutre 0 œ E pour la loi + :

’x œ E, x + 0 = 0 + x = x.

(iii) Tout élément x œ E possède un unique inverse ≠x œ E pour la loi + :

x + (≠x) = (≠x) + x = 0.

(iv) La loi + est commutative :

’(x, y) œ E ◊ E, x + y = y + x.

b) La loi · est distributive par rapport aux lois + de E et K :

’(⁄, x, y) œ K ◊ E ◊ E, ⁄ · (x + y) = (⁄ · x) + (⁄ · y)

’(⁄, µ, x) œ K ◊ K ◊ E, (⁄ + µ) · x = (⁄ · x) + (µ · x).

c) La loi · est compatible à la multiplication dans K :

’(⁄, µ, x) œ K ◊ K ◊ E, ⁄ · (µ · x) = (⁄µ) · x, 1 · x = x.

Dans la pratique, on écrit très souvent ⁄x pour ⁄ · x.

Les éléments de l’ensemble E sont appelés vecteurs et les éléments du corps K

sont appelés scalaires. Il faut bien prendre garde au fait que les lois + et · sont

définies sur des ensembles di�érents. La loi + part de deux vecteurs et produit un

vecteur alors que la loi · part d’un scalaire et d’un vecteur et produit un vecteur.

Si ⁄ est un scalaire et v un vecteur, il faut imaginer le vecteur ⁄ · v comme étant

le vecteur v dilaté au moyen du coe�cient ⁄.

Exemple 1.2. (i) Soit E un K-espace vectoriel. Si x œ E, on a 0 · x + 0 · x =

(0 + 0) · x = 0 · x. On en déduit 0 · x = 0 pour tout x œ E.

(ii) D’après la loi de distributivité, pour x œ E, on a x + (≠1)x = (1 ≠ 1)x =

0x = 0. Ainsi (≠1)x est l’inverse de x pour la loi de d’addition et on a donc

(≠1)x = ≠x.

Exemple 1.3. Si n > 1 est un entier, l’ensemble K
n

des n-uplets d’éléments de

K est un espace vectoriel pour les lois suivantes. Si (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) sont

deux éléments de K
n

et ⁄ œ K, on définit

(x1, . . . , xn)+(y1, . . . , yn) := (x1+y1, . . . , xn+yn), ⁄·(x1, . . . , xn) := (⁄x1, . . . , ⁄xn).

Si n = 1, l’espace vectoriel K
n

est juste le corps K et la loi · s’identifie alors à la

loi de multiplication dans K.
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Exemple 1.4. Notons K
N

l’ensemble des suites (xn)n>0 d’éléments de K. Il s’agit

d’un K-espace vectoriel pour les opérations suivantes

(xn)n>0 + (yn)n>0 := (xn + yn)n>0, ⁄ · (xn)n>0 := (⁄xn)n>0.

Exemple 1.5. Notons F(R, K) l’ensemble des fonctions de R dans K. Il s’agit

d’un espace vectoriel, l’addition de deux fonctions est la loi d’addition usuelle sur

les fonctions : si f et g sont deux éléments de F(R, K), la fonction f + g est la

fonction prenant la valeur f(x) + g(x) en x. De même on définit la multiplication

d’une fonction f par un scalaire ⁄ en définissant ⁄ · f comme étant la fonction

prenant la valeur ⁄f(x) en x. On peut encore écrire ceci (⁄ · f)(x) := ⁄f(x).

1.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.6. Soit E un K-espace vectoriel. Un sous-K-espace vectoriel de E

(ou simplement sous-espace vectoriel lorsque K est sous-entendu) est une partie

F de E vérifiant

(i) 0 œ F ;

(ii) pour tous x et y dans F et ⁄ dans K, on a x + ⁄y œ F .

Exemple 1.7. Dans R3
, l’ensemble des éléments (x1, x2, x3) vérifiant la relation

2x1 + 3x2 + 5x3 = 0 est un sous-espace vectoriel. Il s’agit d’un exemple de sous-

espace vectoriel défini par une équation.

Exemple 1.8. Dans R3
posons v = (1, 2, 3) et w = (2, 7, 3). Alors l’ensemble

{⁄v + µw | (⁄, µ) œ R2} = {⁄ + 2µ, 2⁄ + 7µ, 3⁄ + 3µ) | (⁄, µ) œ R2}

est un sous-espace vectoriel de R3
. Il s’agit d’un exemple de sous-espace vectoriel

engendré par une famille de vecteurs, ici les vecteurs v et w.

On peut e�ectuer des opérations sur les sous-espaces vectoriels afin d’en pro-

duire de nouveaux.

Si E est un espace vectoriel et si F1 et F2 sont deux sous-espaces vectoriels,

l’intersection F1 fl F2 est un sous-espace vectoriel de E. L’ensemble

F1 + F2 = {v + w | (v, w) œ F1 ◊ F2}

est un sous-espace vectoriel de E appelé somme des sous-espaces F1 et F2. Plus

généralement, si F1, . . . , Fn sont des sous-espaces vectoriels, la partie

F1 + · · · + Fn = {x1 + · · · + xn | (x1, . . . , xn) œ F1 ◊ · · · ◊ Fn}
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est un sous-espace vectoriel de E appelé somme de la famille de sous-espaces

(F1, . . . , Fn).

Si v œ E, on note Kv l’ensemble {⁄v | ⁄ œ K}. C’est un sous-espace vec-

toriel de E appelé droite vectorielle engendrée par v. Si (v1, . . . , vn) est une fa-

mille d’éléments de E, le sous-espace vectoriel engendré par (v1, . . . , vn) est noté

Vect(v1, . . . , vn) et définit par

Vect(x1, . . . , xn) := Kx1 + · · · + Kxn = {⁄1v1 + · · · + ⁄nvn | (⁄1, . . . , ⁄n) œ K
n}.

Remarquons que dans l’exemple 1.8, le sous-espace vectoriel peut être défini comme

Vect(v, w).

Soit E un K-espace vectoriel, ainsi que F1 et F2 deux sous-espaces vectoriels de

E. Par définition, tout élément de F1 + F2 s’écrit sous la forme v + w avec v œ F1
et w œ F2. Cette écriture n’est pas toujours unique. Considérons par exemple le

cas de E = R3
avec F1 = Vect((1, 2, 3), (2, 1, 3)) et F2 = Vect((2, 7, 3), (1, 8, 3)).

Alors on peut écrire

(3, 9, 6) = (1, 2, 3) + (2, 7, 3) = (2, 1, 3) + (1, 8, 3).

Cependant lorsque cette décomposition est unique, on dit que les sous-espaces F1
et F2 sont en somme directe. Plus généralement, on peut définir la notion de somme

directe pour une famille finie de sous-espaces vectoriels.

Définition 1.9. Soit E un espace vectoriel. Si F1, . . . , Fn sont des sous-espaces

vectoriels de E, on dit qu’ils sont en somme directe si tout élément x œ F1+· · ·+Fn

s’écrit de façon unique sous la forme x = v1 + · · ·+vn avec vi œ Fi pour 1 6 i 6 n.

Lorsque tel est le cas, on note également F1 ü · · · ü Fn le sous-espace vectoriel

F1 + · · · + Fn.

Pour vérifier que des sous-espaces vectoriels sont en somme directe, on peut

utiliser le critère suivant.

Proposition 1.10. Les sous-espaces F1 + · · · + Fn sont en somme directe si et

seulement si pour tout (v1, . . . , vn) œ F1 ◊ · · · ◊ Fn, l’égalité v1 + · · · + vn = 0

implique v1 = v2 = · · · = vn = 0.

Démonstration. Le sens ∆ est immédiat, il s’agit juste d’appliquer la définition

d’une somme directe à la décomposition de l’élément 0. Montrons que si l’égalité

v1 + · · · + vn = 0 implique v1 = v2 = · · · = vn = 0 pour tout (v1, . . . , vn) œ
F1 ◊ · · · ◊ Fn, alors les sous-espaces F1, . . . , Fn sont en somme directe. Il faut donc

prouver que si (v1, . . . , vn) œ F1◊· · ·◊Fn et si (w1, . . . , wn) œ F1◊· · ·◊Fn vérifient

v1 + · · · + vn = w1 + · · · + wn, (1)
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alors v1 = w1, . . . , vn = wn. Pour cela, réécrivons l’égalité (1) sous la forme

(v1 ≠ w1) + (v2 ≠ w2) + · · · + (vn ≠ wn) = 0.

L’hypothèse implique alors v1 ≠ w1 = · · · = vn ≠ wn = 0, c’est-à-dire v1 =

w1, . . . , vn = wn.

Le cas de deux sous-espaces vectoriels est particulier.

Proposition 1.11. Soit E un K-espace vectoriels et soient F1 et F2 deux sous-

espaces vectoriels de E. Alors F1 et F2 sont en somme directe si et seulement si

F1 fl F2 = 0.

Démonstration. Supposons tout d’abord que F1 et F2 sont en somme directe. Soit

v œ F1 fl F2. Alors 0 = v ≠ v = 0 ≠ 0. Comme F1 et F2 sont en somme directe, une

telle décomposition est unique, ainsi v = 0 et donc F1 fl F2 = 0. Réciproquement

supposons F1 fl F2 = 0. Soit (v1, v2) œ F1 ◊ F2 tel que v1 + v2 = 0. On a alors

v1 = ≠v2 œ F2, donc v1 œ F1 fl F2 et donc v1 = 0. On en déduit v2 = 0. Ainsi la

proposition 1.10 implique que F1 et F2 sont en somme directe.

Remarque 1.12. Attention, la proposition 1.11 ne se généralise pas verbatim

au cas deux n sous-espaces vectoriels avec n > 3. Considérons par exemple le

cas de E = R2
, F1 = R(1, 0), F2 = R(0, 1) et F3 = R(1, 1). On vérifie que

F1 fl F2 = F2 fl F3 = F1 fl F3 = 0 (en particulier F1 fl F2 fl F3 = 0). Pourtant ces

trois sous-espaces ne sont pas en somme directe puisque

(1, 1) = 0 + 0 + (1, 1) = (1, 0) + (0, 1) + 0.

1.4 Familles génératrices, familles libres, bases

Soit E un espace vectoriel.

Définition 1.13. On dit que E est de dimension finie s’il existe une famille

(x1, . . . , xn) d’éléments de E telle que E = Vect(x1, . . . , xn). Une telle famille

est appelée famille génératrice de E.

Exemple 1.14. Si E = K
n
, pour 1 6 i 6 n, notons ei l’élément (0, . . . , 0, 1¸˚˙˝

i

, 0, . . . , 0).

Tout élément (x1, . . . , xn) de E peut s’écrire

(x1, . . . , xn) = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen

donc K
n

= Vect(e1, . . . , en) ce qui montre que K
n

est un espace vectoriel de

dimension finie.
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Dans l’exemple précédent, on a envie de dire que K
n

est en fait de dimension

n. Pour définir correctement la notion de dimension, il est nécessaire d’introduire

les notions de familles libres et de bases.

Définition 1.15. Soit (v1, . . . , vn) une famille finie d’éléments de E. On dit que

la famille (v1, . . . , vn) est libre si pour tout n-uplet de scalaires (⁄1, . . . , ⁄n) œ K
n
,

on a

⁄1v1 + · · · + ⁄nvn = 0 ∆ ⁄1 = ⁄2 = · · · = ⁄n = 0.

Autrement dit, la seule combinaison linéaire nulle des vecteurs v1, . . . , vn est la

combinaison dont les coe�cients sont nuls.

Exemple 1.16. Si E = K
n
, la famille (e1, . . . , en) est libre. En e�et, supposons

que ⁄1e1 + · · · + ⁄nen = 0, alors

(⁄1, . . . , ⁄n) = ⁄1e1 + · · · + ⁄nen = 0 = (0, . . . , 0)

donc ⁄1 = · · · = ⁄n = 0.

Définition 1.17. Une base de E est une famille finie d’éléments de E qui est à

la fois libre et génératrice.

Soit B = (e1, . . . , en) une base de E et soit v œ E. Comme la famille B est gé-

nératrice, il existe des scalaires x1, . . . , xn tels que v = x1e1 + · · ·+xnen. Comme de

plus la famille B est libre, les scalaires x1, . . . , xn sont uniquement déterminés par

v. On les appelle les coordonnées de v dans la base B. Nous avons donc démontré

le résultat suivant.

Proposition 1.18. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit B =

(e1, . . . , en) une base de E. Pour tout v œ E, il existe un unique n-uplet (x1, . . . , xn) œ
K

n
tel que

v = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen.

Exemple 1.19. Si E = Rn
, notons B = (e1, e2, . . . , en) la famille des vecteurs

élémentaires (voir exemple 1.14). Il s’agit d’une famille génératrice et libre, donc

il s’agit d’une base de Rn
. Si v = (x1, . . . , xn) œ Rn

, on a

(x1, x2, . . . , xn) = x1e1 + · · · xnen

donc les scalaires x1, . . . , xn sont les coordonnées du vecteur (x1, . . . , xn) dans la

base B. Pour cette raison, on lui donne le nom de base canonique de Rn
. Mais

attention, il existe bien d’autres bases dans Rn
! (voir les feuilles d’exercices)
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Exemple 1.20. Soit n > 0 et soit K[X] l’ensemble des applications polynômes de

K dans K, c’est-à-dire des applications de K dans K de la forme x ‘æ qn
i=0 aixi.

Il s’agit d’un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel F(K, K). Si n > 0, on

note Kn[X] le sous-espace des applications polynômes de degré inférieur ou égal à

n. Si on note X
i

l’application polynôme x ‘æ x
i
, la famille (1, X, X

2
. . . , X

n
) est

une base de Kn[X].

Le corollaire suivant est une reformulation de la proposition 1.18

Corollaire 1.21. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit B =

(e1, . . . , en) une base de E. Alors l’application

K
n ≠æ E

(x1, . . . , xn) ‘≠æ x1e1 + · · · + xnen

est une bijection.

Le théorème qui va suivre est très utile pour construire des bases.

Théorème 1.22. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit B1 =

(e1, . . . , er) une famille libre de E et soit B2 = (e1, . . . , er, er+1, . . . , es) une famille

génératrice de E telle que s > r. Alors il existe un entier 0 6 k 6 s≠r et des entiers

i1 < · · · < ik compris entre r + 1 et s tels que la famille (e1, . . . , er, ei1 , . . . , eik
)

soit une base de E. En d’autres termes, d’une famille génératrice, on peut toujours

extraire une base contenant une sous-famille libre donnée.

Corollaire 1.23. Dans un espace vectoriel de dimension finie, toute famille gé-

nératrice contient une sous-famille qui est une base.

Démonstration. On peut supposer E ”= 0. Soit B = (e1, . . . , en) une famille gé-

nératrice de E. Comme cette famille est génératrice, elle contient au moins un

élément non nul. Quitte à permuter les éléments de cette famille on peut supposer

que e1 ”= 0. La famille réduite à e1 est alors libre. Le théorème 1.22 implique alors

qu’il existe une sous-famille de B qui est une base de E.

Corollaire 1.24. Dans un espace vectoriel de dimension finie, on peut toujours

compléter une famille libre en une base.

Démonstration. Soit B = (e1, . . . , er) une famille libre de E. Comme E est de

dimension finie, il possède une famille génératrice (f1, . . . , fs). La famille BÕ
=

(e1, . . . , er, f1, . . . , fs) est alors aussi une famille génératrice et on peut appliquer

le théorème 1.22 pour prouver qu’il existe une sous-famille de BÕ
qui est une base

et qui complète B.

8



Théorème 1.25. Tout K-espace vectoriel E de dimension finie possède une base.

De plus toutes les bases de E ont le même nombre d’éléments.

Démonstration. L’existence d’une base est une conséquence immédiate du corol-

laire 1.23 puisqu’un espace vectoriel de dimension finie contient au moins une

famille génératrice. La démonstration du fait que toutes les bases ont le même

nombre d’éléments est plus délicate. Nous allons la décomposer en plusieurs étapes.

Lemme 1.26. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit B =

(e1, . . . , en) une famille génératrice de E. Soit v œ E et supposons que v /œ
Vect(e1, . . . , er). Alors il existe r + 1 6 i 6 n tel que (e1, . . . , ei≠1, v, ei+1, . . . , en)

est une famille génératrice de E.

Démonstration. Comme la famille B est génératrice, il existe (⁄1, . . . , ⁄n) œ K
n

tel que v = ⁄1e1 + · · · + ⁄nen. Comme v /œ Vect(e1, . . . , er), il existe r + 1 6 i 6 n

tel que ⁄i ”= 0. On peut alors écrire

ei = ⁄
≠1
i (v ≠ ⁄1e1 ≠ · · · ≠ ⁄i≠1ei≠1 ≠ ⁄i+1ei+1 ≠ · · · ≠ ⁄nen).

Ainsi ei œ Vect(e1, . . . , ei≠1, v, ei+1, . . . , en). En conséquence E = Vect(e1, . . . , en) µ
Vect(e1, . . . , ei≠1, v, ei+1, . . . , en) et donc la famille (e1, . . . , ei≠1, v, ei+1, . . . , en) est

une famille génératrice de E.

Soit B = (e1, . . . , en) et soit BÕ
= (f1, . . . , fm) deux bases de E. Supposons

par l’absurde que m > n. En appliquant le lemme 1.26, on construit une famille

génératrice de E à n termes dont le premier terme est f1 et les vecteurs suivants

proviennent de B. Comme BÕ
est une base, la famille (f1, f2) est libre donc f2 /œ

Vect(f1). Le lemme 1.26 permet alors de construire une famille génératrice à n

termes dont les deux premiers termes sont f1, f2 et les suivants des vecteurs de B.

En itérant ce procédé, on obtient une famille génératrice à n termes constituée des

vecteurs (f1, . . . , fn). Mais alors fn+1 œ Vect(f1, . . . , fn), ce qui contredit la liberté

de la famille BÕ
.

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie. La longueur d’une base de

E est appelée dimension de E. On la note dimK E.

Exemple 1.27. L’exemple 1.19 montre que la famille des vecteurs élémentaires

e1, . . . , en est une base de K
n
, on en conclut que dimK K

n
= n.

Exemple 1.28. Dans l’exemple 1.20, on a vu que la base (1, X, X
2
, . . . , X

n
) est

une base du K-espace vectoriel Kn[X]. On en conclut que dimK Kn[X] = n + 1.

Corollaire 1.29. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Si (e1, . . . , en)

est une famille libre de E, alors n 6 dimK E.

9



Démonstration. D’après le corollaire 1.24, on peut compléter la famille (e1, . . . , en)

en une base de E. Le théorème 1.25 implique alors que dimK E > n.

Corollaire 1.30. Dans un espace vectoriel de dimension n, toute famille consti-

tuée de m vecteurs avec m > n est liée.

Démonstration. Il s’agit d’une reformulation du corollaire 1.29.

Corollaire 1.31. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit F un

sous-espace vectoriel de E. Alors F est de dimension finie et dimK F 6 dimK E.

De plus on a dimK F = dimK E si et seulement si F = E.

Corollaire 1.32. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit B =

(e1, . . . , en) une famille de vecteurs de E.

(i) Supposons B libre. Alors B est une base de E si et seulement si n = dimK E.

(ii) Supposons B génératrice. Alors B est une base de E si et seulement si n =

dimK E.

1.5 Dimension et sommes directes

Proposition 1.33. Soit E un espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces

vectoriels de E. Si F et G sont de dimension finie, alors F + G et F fl G sont de

dimension finie et on a

dim(F + G) = dim F + dim G ≠ dim F fl G.

Proposition 1.34. Soit (F1, . . . , Fn) une famille de sous-espaces vectoriels de

dimension finie de E. Si ces sous-espaces sont en somme directe, alors pour toute

base B1 de F1, B2 de F2,. . .,Bn de Fn, la famille B obtenue en concaténant B1,
B2,. . .,Bn est une famille libre de E. Si de plus F1 ü · · · ü Fn = E, alors B est une

base de E.

Proposition 1.35. Soient F1, . . . , Fn des sous-espaces vectoriels de dimension

finie de E. Ces sous-espaces sont en somme directe si et seulement si

dim(F1 + · · · + Fn) =

nÿ

i=1
dim Fi.

1.6 Applications linéaires

Définition 1.36. Soient E et F deux espaces vectoriels. Une application linéaire

de E dans F est une application f de E dans F telle que

’(⁄, x, y) œ K ◊ E ◊ E, f(x + ⁄y) = f(x) + ⁄f(y).

10



Si E et F sont deux espaces vectoriels, on note L(E, F ) l’ensemble des appli-

cations linéaires de E dans F .

Lorsque E = F , on note L(E) = L(E, E). Un élément de L(E) est appelé

endomorphisme de E.

Exemple 1.37. (i) L’application f : R2 æ R2
définie par f(x, y) = (x + y, y +

2x) est linéaire.

(ii) Plus généralement, étant donnés des nombres réels a1, . . . , an, l’application

f : Rn æ R définie par f(x1, . . . , xx) = a1x1 + · · · + anxn est linéaire.

(iii) Encore plus généralement, une application f : Rn æ Rp
s’écrit sous la forme

f(x1, . . . , xn) = (f1(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn), . . . , fp(x1, . . . , xn).

Chaque fi est une application de Rn æ R et s’appelle la i-ème application

coordonnée de f . On vérifie facilement que f est linéaire si et seulement si

toutes ses applications coordonnées fi sont linéaires.

1.7 Noyau, image et rang

Définition 1.38. Si E et F sont deux espaces vectoriels et si f est une application

linéaire de E dans F , on note Im f l’image f(E) de f et Ker f le noyau de f , c’est-

à-dire l’ensemble f
≠1

({0}) = {x œ E, f(x) = 0}.

On vérifiera à titre d’exercice que Ker f est un sous-espace vectoriel de E et

que Im f est un sous-espace vectoriel de F .

Proposition 1.39. Si f est une application linéaire entre deux espaces vectoriels,

alors f est injective si et seulement si Ker f = 0.

Démonstration. Si f est injective, alors Ker f est réduit à 0. Réciproquement sup-

posons que Ker f = {0}. Si x et y sont deux éléments de E tels que f(x) = f(y),

alors f(x) ≠ f(y) = 0. Par linéarité de f , on a alors f(x ≠ y) = 0 et donc

x ≠ y œ Ker f . Ainsi on doit avoir x ≠ y = 0, c’est-à-dire x = y. On a prouvé

que l’application f est injective.

La dimension de l’espace vectoriel Im f est appelé le rang de f et est notée

rg f . Ainsi on a, par définition, rg f = dim Im f .

Théorème 1.40 (Théorème du rang). Soit E un espace vectoriel de dimension

finie et soit F un espace vectoriel. Si f est une application linéaire de E dans F ,

alors Im f est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F et on a

dim Im f = dim E ≠ dim Ker f.
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Démonstration. L’espace vectoriel E est de dimension finie. D’après le théorème

1.25, il possède au moins une base. Soit donc B = (e1, . . . , en) une base de E. Nous

allons montrer que la famille (f(e1), . . . , f(en)) est une famille génératrice de Im f .

Tout d’abord, on a bien f(ei) œ Im f pour tout 1 6 i 6 n. Soit w œ Im f . Par

définition de Im f , il existe v œ E tel que f(v) = w. Comme B est une base de E,

il existe des scalaires x1, . . . , xn œ K tels que v = x1e1 + · · · + xnvn. L’application

f étant linéaire, on a

w = f(v) = x1f(e1) + · · · + xnf(en).

Ainsi w est combinaison linéaire des vecteurs f(e1), . . . , f(en). Ceci étant vrai pour

tout choix de w œ Im f , la famille (f(e1), . . . , f(en)) est une famille génératrice de

Im f . On en conclut donc que Im f est un espace vectoriel de dimension finie.

D’après le corollaire 1.23, on peut extraire de la famille (f(e1), . . . , f(en)) une

base de Im f . Soit r := dimK Im f . Il existe donc des indices 1 6 i1 < · · · < in 6 n

tels que (f(ei1), . . . , f(eir)) est une base de Im f . Comme r est le rang de f , il nous

reste donc à démontrer que

n = dimK E = r + dimK Ker f.

Soit W := Vect(ei1 , . . . , eir) le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs

ei1 , . . . , eir . Montrons que la famille (ei1 , . . . , eir) est libre. Supposons qu’il existe

(⁄1, . . . , ⁄r) œ K
r

tel que

⁄1ei1 + · · · + ⁄reir = 0.

Alors, par linéarité de f , on a

⁄1f(ei1) + · · · + ⁄rf(eir) = f(⁄1ei1 + · · · + ⁄reir) = f(0) = 0.

En utilisant le fait que (f(ei1), . . . , f(eir)) est une famille libre de F , on en conclut

que (⁄1, . . . , ⁄r) = (0, . . . , 0) et donc que (ei1 , . . . , eir) est une famille libre de E.

Comme par ailleurs, (ei1 , . . . , eir) est, par définition de W , une famille génératrice

de W , il s’agit en fait d’une base de W et donc dimK W = r.

Nous allons à présent montrer que E = Ker f ü W . Commençons par vérifier

que Ker f et W sont en somme directe. Soit v œ Ker f flW . D’une part v œ W , donc

il existe (⁄1, . . . , ⁄r) œ K
r

tel que v = ⁄1ei1 + · · · ⁄rei1 . D’autre part, v œ Ker f ,

donc f(v) = 0. Ceci nous donne

⁄1f(ei1) + · · · + ⁄rf(eir) = 0.

Comme (f(ei1), . . . , f(eir)) est une famille libre, on en conclut que (⁄1, . . . , ⁄r) =

(0, . . . , 0) et donc que v = 0. Ainsi, d’après la proposition 1.11, les sous-espaces
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Ker f et W sont en somme directe. Il reste donc à prouver que E = Ker f + W .

Soit v œ E un vecteur de E. Il existe (⁄1, . . . , ⁄r) œ K
r

tel que

f(v) = ⁄1f(ei1) + · · · + ⁄rf(eir).

Posons alors w := ⁄1ei1 + · · · + ⁄reir . On a w œ W . De plus f(v ≠ w) = 0,

donc v ≠ w œ Ker f . On a donc bien décomposé v = (v ≠ w) + w prouvant que

E = Ker f + W .

On conclut donc de la proposition 1.35 que dimK E = dimK Ker f + dimK W .

Exemple 1.41. (i) Considérons l’application linéaire f : R2 æ R2
définie par

f(x, y) = (x + y, 2x + y).

Déterminons son noyau. Un élément (x, y) œ R2
est dans le noyau de f si et

seulement si il est solution du système d’équations linéaires homogène

Y
]

[
x + y = 0

2x + y = 0
…

Y
]

[
x + y = 0

x = 0
…

Y
]

[
x = 0

y = 0.

Ainsi Ker f = 0 et l’application f est injective. Le théorème du rang (théo-

rème 1.40) nous donne alors rg f = 2. Ainsi dim Im f = dimR2
, ce qui

implique Im f = R2
d’après le corollaire 1.31. L’application f est donc sur-

jective. Étant injective et surjective, elle est bijective.

(ii) Considérons à présent l’application f : R3 æ R3
définie par

f(x, y, z) = (x + y + z, 2x + y + z, y + z).

Déterminons son noyau. Il faut résoudre le système

Y
__]

__[

x + y + z = 0

2x + y + z = 0

y + z = 0

…

Y
__]

__[

x + y + z = 0

x = 0

y = ≠z

Le noyau de f est donc le sous-espace vectoriel constitué des vecteurs de la

forme (0, y, ≠y), c’est-à-dire la droite vectoriel R(0, 1, ≠1). Ainsi dim Ker f =

1. Le théorème du rang implique alors que dim Im f = 2. Cette fois-ci, on a

Im f ( R3
, l’application f n’est ni injective ni surjective.
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1.8 Opérations sur les applications linéaires

Soient E et F deux espaces vectoriels. Si f et g sont deux applications linéaires

de E dans F , on note f + g l’application de E dans F définie par

’x œ E, (f + g)(x) = f(x) + g(x).

Il s’agit d’une application linéaire de E dans F . De même si ⁄ œ K, on note ⁄ · f

l’application de E dans F définie par

’x œ E, (⁄ · f)(x) = ⁄ · f(x).

Il s’agit encore d’une application linéaire de E dans F . Muni des opérations + et

· définies ci-dessus, l’ensemble L(E, F ) est un espace vectoriel.

Si E, F et G sont trois espaces vectoriels, et si f œ L(E, F ) et g œ L(F, G),

l’application composée g ¶ f est une application linéaire de E dans G.

Théorème 1.42. Soient E et F deux espaces vectoriels. Supposons que E est de

dimension finie et soit B = (e1, . . . , en) une base de E. Alors pour toute famille

(f1, . . . , fn) de n = dimK E éléments de F , il existe une unique application linéaire

u de E dans F telle que, pour tout 1 6 i 6 n, on a u(ei) = fi. Si de plus la famille

(f1, . . . , fn) est libre, l’application u est injective. Si de plus la famille (f1, . . . , fn)

est une base de F , l’application u est bijective.

Démonstration. Soit v œ E et soit (x1, . . . , xn) le système de coordonnées de v

dans la base B. On a donc v = x1e1 + · · · xnen. On pose alors

u(v) := x1f1 + · · · + xnfn.

On obtient ainsi une application u de E dans F . On vérifie facilement qu’elle est

linéaire. Elle vérifie également la propriété u(ei) = fi pour 1 6 i 6 n. Vérifions

que c’est la seule application linéaire ayant cette propriété. Supposons en e�et que

u
Õ

soit une application linéaire de E dans F tel que u
Õ
(ei) = fi pour 1 6 i 6 n. Si

v œ E et si (x1, . . . , xn) est le système de coordonnées de v dans la base B, on a

u
Õ
(v) = u

Õ
(x1e1 + · · ·+xnen) = x1u

Õ
(e1)+ · · ·+xnu

Õ
(en) = x1f1 + · · ·+xnfn = u(v).

Comme u
Õ
(v) = u(v) pour tout v œ E, on a bien u

Õ
= u. Ceci prouve l’unicité de

u.

Le reste est laissé en exercice.
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1.9 Matrices

Définition 1.43. Soient n > 1 et p > 1 deux entiers. Une matrice de taille n ◊ p

à coe�cients dans K est un tableau rectangulaire A ayant n lignes et p colonnes

contenant des éléments de A. On note ai,j ses coe�cients et on les indexe de la

façon suivante

A = (ai,j)16i6n
16j6p

=

Q

ccccca

a1,1 a1,2 · · · a1,p

a2,1 a2,2
. . . a2,p

...
. . .

. . .
...

an,1 an,2 · · · an,p

R

dddddb
.

On note Mn,p(K) l’ensemble des matrices à n lignes et p colonnes. C’est un

K-espace vectoriel pour les opérations suivantes

— A = (ai,j)16i6n
16j6p

, B = (bi,j)16i6n
16j6p

, alors C = A + B où C = (ai,j + bi,j)16i6n
16j6p

.

— A = (ai,j)16i6n
16j6p

, ⁄ œ K, alors ⁄ · A = (⁄ai,j)16i6n
16j6p

.

Le K-espace vectoriel Mn,p(K) est de dimension finie. Une base de Mn,p(K)

est donnée par la famille de matrices Ei,j pour 1 6 i 6 n et 1 6 j 6 p. La matrice

Ei,j est la matrice dont toutes les entrées sont nulles sauf l’entrée à l’intersection

de la i-ème ligne et de la j-ème colonne qui vaut 1. On en déduit que

dimK Mn,p(K) = np.

Si n = p, une matrice de Mn(K) = Mn,p(K) est appelée matrice carrée de

taille n.

Si A œ Mn,p(K) et B œ Mp,q(K), on définit le produit de A avec B par

AB = (ci,j)16i6n
16j6q

œ Mn,q(K)

où ci,j =
qp

k=1 ai,kbk,j.

Proposition 1.44. Si A œ Mn,p(K), B œ Mp,q(K) et C œ Mq,r(K), on a

— A(BC) = (AB)C ;

— A(B + C) = (AB) + (AC) ;

— (A + B)C = (AC) + (BC) ;

— si ⁄ œ K, on a ⁄(AB) = (⁄A)B = A(⁄B).

Pour n > 1, on identifie l’espaces vectoriel K
n

à l’espace des matrices Mn,1(K)

via l’opération (x1, . . . , xn) ‘æ

Q

cca

x1
...

xn

R

ddb.
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Si n > 1, on note In la matrice (ai,j)16i6n
16j6n

de Mn(K) définie par ai,j = 0 si

i ”= j et ai,j = 1 si i = j. On l’appelle la matrice identité.

Définition 1.45. Si A œ Mn,p(K), on appelle transposée de A et on note
t
A la

matrice de Mp,n(K) définie par

t
A = (aj,i)16i6p

16j6n
.

On a alors
t
(AB) =

t
B

t
A.

Définition 1.46. Une matrice A œ Mn(K) est dite inversible s’il existe une

matrice B œ Mn(K) telle que AB = BA = In. Si elle existe, la matrice B est

unique et est appelée inverse de A. On la note alors A
≠1

.

On note GLn(K) l’ensemble des matrices inversibles de Mn(K). Si A et B sont

dans GLn(K), alors AB œ GLn(K) et

(AB)
≠1

= B
≠1

A
≠1

.

1.10 Représentation matricielle d’une application linéaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. On fixe BE =

(e1, . . . , ep) une base de E et BF = (f1, . . . , fn) une base de F . Soit u œ L(E, F )

une application linéaire de E dans F . Pour 1 6 j 6 p, on note (ai,j)16i6n les

coordonnées de u(ej) dans la base BF . Autrement dit

u(ej) = a1,jf1 + · · · + an,jfn.

La matrice de taille n ◊ p de termes (ai,j)16i6n
16j6p

est appelée matrice de u dans les

bases BE et BF . On la note Mat(BE ,BF )(u) ou encore Mat(u; BE, BF ). Si E = F et

BE = BF , on note MatBE (u) = Mat(BE ,BE)(u).

Soit v œ E. Si (x1, . . . , xn) est le système de coordonnées de v dans la base BE,

on note XBE (v) =

Q

cca

x1
...

xn

R

ddb le vecteur des coordonnées de v dans la base BE.

La matrice de u dans les bases BE et BF a alors la propriété suivante :

XBF (u(x)) = Mat(BE ,BF )(u)XBE (v).

Proposition 1.47. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie tels

que dim E = p et dim F = n. Soit BE une base de E et soit BF une base de F .

Alors l’application de L(E, F ) dans Mn,p(K) définie par u ‘æ Mat(BE ,BF )(u) est

linéaire et bijective.
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Proposition 1.48. Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie

tels que dim E = q, dim F = p et dim G = n. Soient BE une base de E, BF une

base de F et BG une base de G. Alors si u œ L(F, G) et v œ L(E, F ), on a

Mat(BE ,BG)(u ¶ v) = Mat(BF ,BG)(u) Mat(BE ,BF )(v).

1.11 Changements de base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soient B et BÕ
deux bases

de E. La matrice de passage de B à BÕ
est la matrice carrée de taille n dont la

j-ème colonne est donnée par les coordonnées du j-ème vecteur de BÕ
dans la base

B. Autrement dit, si B = (e1, . . . , en) et BÕ
= (e

Õ
1, . . . , e

Õ
n), et que

’1 6 j 6 n, e
Õ
j =

nÿ

i=1
ai,jei,

alors

PBæBÕ = P
BÕ

B = (ai,j)16i6n
16j6n

.

Si v œ E, on a alors

XB(v) = PBæBÕXBÕ(v).

En e�et, soit (x1, . . . , xn) le système de coordonnées de v dans la base B et

(x
Õ
1, . . . , x

Õ
n) le système de coordonnées de v dans la base BÕ

, c’est-à-dire v =qn
i=1 xiei =

qn
j=1 x

Õ
je

Õ
j.

Comme e
Õ
j =

qn
i=1 ai,jei, on en conclut

nÿ

i=1
xiei =

nÿ

j=1
x

Õ
j

nÿ

i=1
ai,jei =

nÿ

i=1

Q

a
nÿ

j=1
ai,jx

Õ
j

R

b ei.

Comme (e1, . . . , en) est une base de E, on a bien

’1 6 i 6 n, xi =

nÿ

j=1
ai,jx

Õ
j

c’est-à-dire XB(v) = PBæBÕXBÕ(v).

Si B, BÕ
et BÕÕ

sont trois bases de E, on a alors

PBæBÕÕ = PBæBÕPBÕæBÕÕ .

De plus, PBæB = In de sorte que la matrice PBæBÕ est toujours inversible et que

P
≠1
BæBÕ = PBÕæB.

17



Proposition 1.49. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie.

Soient BE et BÕ
E deux bases de E et BF et BÕ

F deux bases de F . Si f œ L(E, F ),

on a

Mat(BÕ
E ,BÕ

F )(f) = P
≠1
BF æBÕ

F
Mat(BE ,BF )(f)PBEæBÕ

E
.

En particulier, si E = F , BE = BF et BÕ
E = BÕ

F , on a

MatBÕ
E
(f) = P

≠1
BEæBÕ

E
MatBE (f)PBEæBÕ

E
.

Deux matrices A et B de Mn(K) sont dites semblables s’il existe une matrice

inversible P œ GLn(K) telle que

B = P
≠1

AP.

Deux matrices sont semblables si et seulement si ce sont les matrices du même

endomorphisme de K
n

dans des bases di�érentes.
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2 Éxposé 1 : Espaces euclidiens

Les espaces vectoriels considérés dans ce chapitre sont réels. Soit E un R-espace

vectoriel.

2.1 Produit scalaire

Définition 2.1. Une forme bilinéaire sur E est une application

b :
E ◊ E æ R
(x, y) ‘æ b(x, y)

vérifiant les conditions suivantes

’(x, y, z) œ E
3
, ’⁄ œ R, b(x+⁄y, z) = b(x, z)+⁄b(y, z), b(x, y+⁄z) = b(x, y)+⁄b(x, z).

La forme bilinéaire b est dite

— symétrique si ’(x, y) œ E
2
, b(y, x) = b(x, y) ;

— positive si ’x œ E, b(x, x) > 0 ;

— définie si b(x, x) = 0 … x = 0.

Un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E.

Remarque 2.2. On a b(0, x) = b(0+1·0, x) = b(0, x)+1·b(0, x) = b(0, x)+b(0, x),

donc b(0, x) = 0’x œ E. Similairement, b(x, 0) = 0’x œ E.

Pour un produit scalaire on utilise souvent la notation :

Èu, vÍ

pour u, v œ E.

Exemple 2.3. (i) Si E = Rn
, le produit scalaire canonique sur E est la forme

K
Q

cca

x1
...

xn

R

ddb ,

Q

cca

y1
...

yn

R

ddb

L

=
t

Q

cca

x1
...

xn

R

ddb

Q

cca

y1
...

yn

R

ddb (x1, · · · , xn)

Q

cca

y1
...

yn

R

ddb =

nÿ

i=1
xiyi.

(ii) Si E = R2
, alors Èx, yÍ := 2x1y1 + x2y2 définit un produit scalaire sur R2

di�érent du produit scalaire canonique.

� Un espace vectoriel non-nul posséde une infinité de produits scalaires

di�érents !
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(iii) Si E = C0
([≠1, 1],R) := {f : [≠1, 1] æ R | f continu}, Èf, gÍ :=

1s

≠1
f(t)g(t)dt

définit un produit scalaire sur E.

(iv) Si E = Matn(R), ÈA, BÍ := Tr(
t
AB) définit un produit scalaire sur E.

Définition 2.4. Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie

muni d’un produit scalaire È≠, ≠Í.

Définition 2.5. Soit (E, È, Í) un espace euclidien. La norme euclidienne d’un élé-

ment x œ E pour ce produit scalaire est définie par ||x|| :=

Ò
Èx, xÍ.

||x|| est bien définit car Èx, xÍ > 0 (un produit scalaire est positif).

Lemme 2.6. Soit (E, È, Í) un espace euclidien. Soient x et y deux vecteurs de E.

Alors on a

|Èx, yÍ| 6 ||x||||y||.

De plus on a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires, i.e., ÷t œ R avec

u = tv ou v = tu.

Démonstration. — Si v = 0, on obtient 0 = 0.

— Si v ”= 0 : on considère ’t œ R,

0 6 ||u + tv||2 = Èu + tv, u + tvÍ = Èu, uÍ + tÈu, vÍ + tÈv, uÍ + t
2Èv, vÍ,

(car È, Í est bilinéaire)

= ||u||2 + 2tÈu, vÍ + t
2||v||2 =: f(t)

(car È, Í est symétrique). Car ||v|| ”= 0, R æ R, t ‘æ f(t) est une fonctione

polynomial est f(t) > 0’t œ R. Donc, f(t) n’a pas deux zéros di�érnts, et son

discriminante � = 4Èu, vÍ2 ≠4||u||2||v||2 est 6 0. Donc, on obtient l’inégalité.

— Cas de l’égalité : on a alors que � = 0. Donc, ÷t œ R, f(t) = 0. Donc,

||u + tv||2 = Èu + tv, u + tvÍ = 0, Donc u + tv = 0 … u = ≠tv car È, Í
est définit. Donc, u, v sont colinéaires. L’égalité est facile de voir si u, v sont

colinéaires.

La définition suivante sera étudiée dans le cours d’Analyse :

Définition 2.7. Soit E un espace vectoriel. On dit que N : E æ R>0 est une norm

si

(i) N(⁄u) = |⁄|N(u), ’⁄ œ R, ’u œ E,

20

-



(ii) N(u) = 0 ∆ u = 0

(iii) N(u + v) 6 N(u) + N(v), ’u, v œ E (Inégalité triangulaire).

Lemme 2.8. Soit (E, È, Í) un espace euclidien. La norme euclidienne ||·|| : E æ
R, u ‘æ ||u|| =

Ò
Èu, uÍ est une norm.

Démonstration. — 1., 2. de 2.7 sont faciles.

— 3. : ||u+tv||2 = ||u||2+||v||2+2Èu, vÍ 6 ||u||2+||v||2+2||u||||v|| = (||u||+||v||)2

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz 2.6.

Proposition 2.9. On a les identités suivantes : ’u, v œ E

(i) Identité du parallèlogramme : ||u + v||2 + ||u ≠ v||2 = 2(||u||2 + ||v||2)
(ii) Identité de polarisation : Èu, vÍ =

1
4(||u + v||2 ≠ ||u ≠ v||2)

Démonstration.

||u + v||2 = Èu + v, u + vÍ = ||u||2 + 2Èu, vÍ + ||v||2 (2)

et

||u ≠ v||2 = Èu ≠ v, u ≠ vÍ = ||u||2 ≠ 2Èu, vÍ + ||v||2 (3)

Donc, (2)+(3) donne :

||u + v||2 + ||u ≠ v||2 = 2(||u||2 + ||v||2),

d’où 1). Pour 2), on considère (2)-(3) :

||u + v||2 ≠ ||u ≠ v||2 = 2Èu, vÍ ≠ (≠2Èu, vÍ) = 4Èu, vÍ.

Exercice 2.1. Soient x, y, z œ R3
tel que x

2
+y

2
+z

2
= 1. On veut borné x+2y+3z.

Solution : Posons u =

Q

ca
x

y

z

R

db œ R3
. Alors, 1 = x

2
+ y

2
+ z

2
= ||u||2 et x + 2y + 3z =

Èu, vÍ avec

Q

ca
1

2

3

R

db. Après Cauchy-Schwarz 2.6 :

|Èu, vÍ| 6 ||u||||v|| =
Ô

12 + 22 + 32 =
Ô

14.

De plus, on a égalité si (u, v) est liée.
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2.2 Orthogonalité

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire È, Í.

Définition 2.10. (i) On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si

Èx, yÍ = 0. On note x‹y.

(ii) Deux sousensemble A, B de E sont orthogonaux si ’u œ A, ’v œ B, Èu, vÍ =

0.

(iii) Si A ™ E est un sousensemble, on appelle orthogonal de A, noté A
‹

, l’en-

semble

A
‹

:= {u œ E | Èu, vÍ = 0’v œ A}.

Proposition 2.11. (i) Si A ™ E, alors A
‹

est un sous-espace vectoriel de E.

(ii) Si A ™ B, alors B
‹ ™ A

‹
.

(iii) A
‹

= Vect(A)
‹

où Vect(A) est le sous-espace vectoriel engendré par le sous-

ensemble A.

(iv) A ™ (A
‹

)
‹

(� : Pas égalité en général, par exemple si A n’est pas un sous-

espace vectoriel)

Démonstration. Exercices.

Exemple 2.12. 1) E = C0
([≠1, 1],R), Èf, gÍ :=

1s

≠1
f(t)g(t)dt. Alors, f(t) :=

cos(t), g(t) := sin(t) sont orthognaux :

1⁄

≠1

cos(t) sin(t)dt =
1

2

1⁄

≠1

sin(2t) = 0

car sin est impaire, i.e., sin(≠t) = ≠ sin(t). On a utilisé la formule trigono-

métrique : 2 cos(t) sin(t) = sin(2t).

2) E = Rn
, È, Í le produit scalaire canonique. Soit H ™ Rn

l’hyperplan H :=

{

Q

ca
x1
. . .

xn œ Rn | x1 + . . . + xn = 0

R

db} Alors : H = Vect(u)
‹

où u :=

Q

ca
1

. . .

1

R

db et

H
‹

= Vect(u).

Définition 2.13. Si E est un espace euclidien, on appelle “dual de E” l’espace

vectoriel

L(E,R) := {f : E æ R | f est linéaire}.

On le note E
ú
. Un élément f œ L(E,R) s’appelle une forme linéaire.
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Rappels : Soient F, F
Õ
deux espaces vectoriels de dimension finie. Grâce à 1.47

l’espace vectoriel L(F, F
Õ
) des applications linéaires F æ F

Õ
est isomorph à l’espace

vectoriel Mm,n(R) des matrices de taille n := dim F, m := dim F
Õ
.

Donc, dim L(F, F
Õ
) = n ◊ m. En particulaire, dim E

ú
= dim E.

Si f : F æ F
Õ

est linéaire, alors

dim F = dim Ker(f) + dim Im(f)

par le théorème du rang 1.40.

Proposition 2.14. Si F, F
Õ

sont deux espace vectoriels de dimension tel que

dim F = dim F
Õ

et f œ L(F, F
Õ
), alors :

f est un isomorphisms d’espaces vectoriels … Ker(f) = {0}.

Démonstration. On rappelle que si G, G
Õ

sont des sous-espaces vectoriels de di-

mension finie d’un même espace vectoriel, alors G = G
Õ

si et seulement si G ™ G
Õ

et dim G = dim G
Õ

(p.e., on peut prolonger une base de G à une base de G
Õ

et

utiliser que la longeur d’une base d’un espace vectoriel est indépendent de la base).

— “∆” f est injective, donc Ker(f) = {0} ( 1.39).

— “≈” Suppoé Ker(f) = {0}. Alors, dim Ker(f) = 0 et par le thm du rang 1.40

on a : dim F = dim Im(f), donc Im(f) = F
Õ

(applique l’a�rmation avant

avec G := Im(f) ™ G
Õ
:= F

Õ
). Donc, f est surjective.

Lemme 2.15. Soit (E, È, Í) un espace euclidien et f œ E
ú

une forme linéaire sur

E. Alors, ÷!u œ E tel que

f(x) = Èu, xÍ, ’x œ E,

c’est-à-dire la forme linéaire f est donné par un produit scalaire.

Notation : pour tout v œ E, on note fv l’application :

fv : E æ R, x œ Èv, xÍ.

Donc, fv œ E
ú

est une forme linéaire ’v œ E, car È, Í est linéaire dans le deuxieme

argument.

Démonstration du lemme de Riesz. On considére l’application Ï : E æ E
ú
. On

vérifie que Ï est linéaire (en utilisant que È, Í est linéaire dans le premier argument).

— L’application Ï est injective : u œ Ker(f) … fu(x) = 0’x œ E. En particu-

lier, pour x = u, on a 0 = fu(u) = Èu, uÍ. Donc, u = 0 car È, Í est définie.
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— On a alors Ker(Ï) = {0} et dim(E) = dim(E
ú
). Après 2.14, on concluit que

Ï est bijective, i.e., ’f œ E
ú÷!u œ E tel que f = fu.

Exemple 2.16. Soit E = Rn
, È, Í le produit scalaire canonique. Ici, le lemme de

Riesz est simple à comprendre : Soit f : Rn æ R une forme linéaire. Alors, si on

note (e1, . . . , en) la base canonique de Rn
, tout x œ Rn

s’écrit :

x =

nÿ

i=1
–iei, –i œ R, ’i = 1, . . . , n.

Donc,

f(x) =

nÿ

i=1
–if(ei) = È

Q

ca
–1
. . .

–n

R

db ,

Q

ca
u1
. . .

un

R

db , Í

où ui := f(ei). Donc, f est le produit scalaire par u =

Q

ca
u1
. . .

un

R

db .

3 Éxposé 2 : Bases orthonormales

3.1 Bases orthonormales

Soit (E, È, Í) un espace euclidien et F 6 E un sous-espace vectoriel de E

(automatiquement dim F < Œ car dim E < Œ).

Rappel (2.10) : F
‹

:= {x œ E | Èx, zÍ = 0’z œ F}, le orthogonal de F .

Théorème 3.1. On a E = F ü F
‹

. En particulier, dim F
‹

= dim E ≠ dim F et

F = (F
‹

)
‹

.

Démonstration. On doit montrer que (1) : F fl F
‹

= {0}, et (2) : E = F + F
‹

,

i.e., ’x œ E, ÷x
Õ œ F, x

ÕÕ œ F
‹

tel que x = x
Õ
+ x

ÕÕ
.

(1) Soit x œ F flF
‹

, alors Èx, zÍ = 0, ’ œ F . Car x œ F donc Èx, xÍ = 0 ∆ x = 0.

(2) Soit x œ E. Considérons fx œ E
ú
, l’application fx : E æ R, y ‘æ Èx, yÍ, et

f := fx|F sa restriction à F . Donc f œ F
ú
. Alors, par le lemme de Riesz

2.15 ÷!x
Õ œ F tel que f = fxÕ . Alors, fx(z) = fxÕ(z)’z œ F (�pas forcement

’y œ E !). Posons x
ÕÕ

:= x ≠ x
Õ
, de sorte à écrire x = x

Õ
+ x

ÕÕ
. Montrons

x
ÕÕ œ F

‹
. Alors, si z œ F ,

ÈxÕÕ
, zÍ = Èx ≠ x

Õ
, zÍ = Èx, zÍ ≠ ÈxÕ

, zÍ = fx(z) ≠ fxÕ(z) = 0.

Donc, x
ÕÕ œ F

‹
et on a bien E = F ü F

‹
.
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— F ™ (F
‹

)
‹

(par 2.11). Car E ≥= F
‹ ü (F

‹
)

‹
(remplace F par F

‹
)

dim F = dim E ≠ dim F
‹

= dim E ≠ (dim E ≠ dim(F
‹

)
‹

) = dim(F
‹

)
‹

,

donc F = (F
‹

)
‹

.

Définition 3.2. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire È, Í.
— Une famille (vi)i>0 de vecteurs de E est dite orthogonale si, pour i ”= j, on

a Èvi, vjÍ = 0, i.e., vi‹vj.

— Une famille orthonormale de E est une famille orthogonale (vi)i>0 telle que

de plus ||vi|| = 1 pour tout i > 0.

Exemple 3.3. 1) E = Rn
muni du produit scalaire canonique. La base cano-

nique (e1, . . . , en) est orthonormale car

Èei, ejÍ =

Y
]

[
0, i ”= j

1, i = j

2) Dans E = C¶
([≠1, 1],R) muni de Èf, gÍ :=

1s

≠1
f(t)g(t)dt, la famille (cos(t), sin(t))

est orthogonale ( 2.12). La famille (1, t
2
) n’est pas orthogonale : È1, t

2Í =
1s

≠1
1 · t

2
dt =

2
3 ”= 0

Proposition 3.4. Une famille orthogonale constituée de vecteurs non nuls est

libre. En particulier, une famille orthonormale est libre.

Démonstration. Supposons (v1, . . . , vn) orthogonale avec vi ”= 0, ’i = 1, . . . , n. Si
nq

j=1
–j¸˚˙˝
œR

vj = 0, alors ’i = 1, . . . , n

0 = Èvi,

nÿ

j=1
–jvjÍ =

nÿ

j=1
–jÈvi, vjÍ = –i||vi||2.

On a vi ”= 0 ∆ ||vi||2 ”= 0 ∆ –i = 0’i = 1, . . . , n. Si (v1, . . . , vn) est orthonormale,

alors ||vi|| = 1, donc vi ”= 0’i = 1, . . . , n.

Définition 3.5. Si (E, È, Í) est un espace euclidien une famille B = (e1, . . . , en) est

une base orthonormale (où BON) si elle est une base et une famille orthonormale.

Théorème 3.6. Soit (E, È, Í) un espace euclidien. Alors, il admet une BON.
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Démonstration. Soit n := dim E. Soit (e1, . . . , ep) une famille orthogonale maxi-

male (du point de vue du cardinal p), tel que ei ”= 0’i = 1, . . . , p. Supposons, par

l’absurde que p < n : Posons V = Vect(e1, . . . , ep). Alors, E = V ü V
‹

( 3.1) et

dim V 6 p < n. Donc, V
‹ ”= {0}. Soit x œ V

‹
, x ”= 0. Alors, (e1, . . . , ep, x) est une

famille orthogonale de cardinal > p. Donc, p = n et (e1, . . . , en) est une base (car

libre de cardinal dim E). Pour avoir une famille orthonormale (e
Õ
1, . . . , e

Õ
n), il su�t

de prendre e
Õ
i :=

1
||ei||ei’i = 1, . . . , n.

Proposition 3.7. Soit E un espace euclidien et soit (e1, . . . , en) une base ortho-

normale de E. Si x œ E, on a

x =

nÿ

i=1
Èx, eiÍei.

Autrement dit le réel Èx, eiÍ est la i-ème coordonnée de x dans la base (e1, . . . , en).

Démonstration. Posons y =
nq

i=1
Èx, eiÍei. Alors, ’j = 1, . . . , n

Èx ≠ y, ejÍ = Èx, ejÍ ≠
nÿ

i=1
Èx, eiÍÈei, ejÍ = Èx, ejÍ ≠ Èx, ejÍ = 0.

Donc, x ≠ y œ Vect(ej, 1 6 j > n)
‹

= E
‹

= {0}. Donc, x ≠ y = 0 ∆ x = y.

Corollaire 3.8. ’x œ E, ||x||2 =
nq

i=1
Èx, eiÍ2

.

Démonstration. Si x =
qn

i=1 xi¸˚˙˝
œR

ei, x = Èx, eiÍ et

||x||2 = È
nÿ

i=1
xiei,

nÿ

j=1
xjejÍ =

nÿ

i,j=1
xixjÈei, ejÍ =

nÿ

i=1
x

2
i .

Proposition 3.9. Soient (E, È, Í) un espace euclidien, et E := (e1, . . . , en) une

BON. Soient f œ L(E, E) et A = (aij)16i,j6n la matrice représentative de f dans

A, i.e., A = MatE(f). Alors,

aij = Èf(ei), ejÍ, ’i, j œ {1, . . . , n}.

Démonstration. A est la matrice dont les colonnes sont les vecteur f(ej) écrits

dans la base E : A = (c1| . . . |cn), cj =

Q

ca
a1j

. . .

anj

R

db , f(ej) = a1ne1 + . . . + anjen. Par la

proposition 3.7 ci-dessus, aij = Èf(ej), eiÍ.
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3.2 Projections orthogonales

Soit E un espace euclidien et soit F µ E un sous-espace vectoriel. Aprés le

théorème ci-dessus 3.1, E = F ü F
‹

et ’x œ E se décompase uniquement en :

x = xF
œF

+ xF ‹
œF ‹

.

Définition 3.10. La projection orthogonale de E dans F est la projection pF de

E sur F parallèlement à F
‹

, i.e., pF : E = F ü F
‹ æ F, x = xF + xF ‹ ‘æ xF .

Remarque 3.11. (i) pF est linéaire, i.e., pF œ L(E, F ).

(ii) Pour tout x œ E, pF (x) est complétement caractérisé par la propriété sui-

vante : Soit y œ E. Alors,

y = pF (x) … (y œ Fetx ≠ y œ F
‹

)

et pF (x) est l’unique élément de F tel que pF (x) œ F et x ≠ pF (x) œ F
‹

. En

particulier, ÈpF x, x ≠ pF (x)Í = 0 et ||x||2 = ||pF (x)||2 + ||x ≠ pF (x)||2. On a

le conséquence suivant : si (v1, . . . , vk) est une BON de F , alors :

’u œ E, pF (u) =

kÿ

i=1
Èu, viÍvi.

En e�et, il su�t de vérifier que le vecteur w =
kq

i=1
Èu, viÍvi vérifié :

w œ F et u ≠ w œ F
‹

.

Proposition 3.12. Soit x œ E. Alors,

||x ≠ pF (x)|| = inf{||x ≠ y|| | y œ F},

i.e., ||x ≠ pF (x)|| est la distance de x à F .

Démonstration. Car pF (x) œ F il su�t de prouver que, si y œ F , alors ||x ≠
pF (x)|| 6 ||x ≠ y||. Mais ||x ≠ y||2 = ||x ≠ pF (x)||2 + ||pF (x) ≠ y||2 car (x ≠
pF (x))‹(pF (x) ≠ y) (car pF (x) ≠ y œ F et x ≠ pF (x) œ F

‹
).

3.3 L’algorithme de Gram-Schmidt

Théorème 3.13. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire È, Í. Soit

(v1, . . . , vn) une famille libre d’elements œ E. Alors, ÷ une famille (w1, . . . , wn)

orthogonale telle que ’1 6 i 6 n,

Vect(v1, . . . , vi) = Vect(w1, . . . , wi).
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Démonstration. Réccurence sur i :

i = 1 : w1 := v1 su�t.

i > 1 : Supposons (w1, . . . , wi) construits. Posons Fi := Vect(w1, . . . , wi), alors on

prend

wi+1 := vi+1 ≠ pFi(vi+1).

Donc, wi+1 œ F
‹
i (par caractéristation de pFi) et (w1, . . . , wi+1). On véri-

fie par récurrence que Fi = Vect(w1, . . . , wi) = Vect(v1, . . . , vi). On note

pFi(vi+1) œ Fi, donc

Vect(w1, . . . , wi, wi+1) =
wi+1=vi+1≠pFi

(vi+1)
Vect(w1, . . . , wi, vi+1) = Vect(v1, . . . , vi, vi+1).

Remarque 3.14. On note que le preuve de 3.13 et 3.11 donnent une récette

concréte pour construir une BON : Soit (E, È, Í) un espace euclidien et (v1, . . . , vn)

une base de E. Le but : Construit une base (w1, . . . , wn) orthogonale de E avec

Vect(w1, . . . , wi) = Vect(v1, . . . , vi)

(i) Poson w
Õ
1 := v1.

(ii) Supposons (w1, . . . , wi) construits. Posons

wi+1 := vi+1 ≠
iÿ

j=1

Èvi+1, wjÍ
||wj||2

wj

En e�et, pFi(vi+1) =
qi

j=1
Èvi+1,wjÍ

||wj ||2 wj par 3.11 (on applique 3.11 à la BON

(
1

||w1||w1, . . . ,
1

||wi||wi) de Fi).

(iii) Pour obtenir une BON (w
Õ
1, . . . , w

Õ
n) de E posons

w
Õ
i :=

1

||wi||
wi, ’i = 1, . . . , n.
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