


TO 4

AcMn() ent diagonalisable si A est semblable à une

matrice diagonale i. e JPEGLnII) +y D = P-AP

E = ① Merlf-1Jd) où Q = 2 valeur propres de 13
↓EQ

Exercice A I

↳,osons que pop =p

plImp) = Ym P

On went ma
E =Me,Imp

x = (x - p(x) + p(x) Evidemment ppleImp
My (x-prefap

p(x) -p(x) = p(x) =

p(p(x))(x)
-p(x) = 0

Donc x - p(x)t keep
From reste in montien que Tenp1Imp = 203

Soit ztImp1Herp dont z =p(x) avecE

p(z) = 0 alors p(p()) = 0 =p(x) =z
donc 0

p(E) =Emp

=- plpIE)) = p(E)

=> plmp) = Emp donc Pimp
= Emp

23

If suffit de ma

Soit ce Ventdep) donc x-pp = 0 = x =p() donc actImp

Soitet Imp



24

supposons que
E = ·Ken 1 @TmP

dim E = n

don dim E = dim Kenp +dim Imp
- S + 2

02 pD =x si Imp ,donc

Ma+ p = (3)
Soit 22

1 ...,
es] une base de Kerg

ef Ga
, ...,

dz 3 une base de Imp

donc Sa , . . ... la 2...., ls] est une base de E

pe : Wrig
Supposons E = Verp Imp my pop =p

Soit =yty ave ye kep
3t Imp

pix) = p2(y +z) = p(p(y)+p(z))=(2)
= p(z) = p(y +z) =P(canp(y) = 0

I Symmétrie

435 Onpend une base adaptée

Montrons -= y

sos =IE my E = Ver (s +2) Fer/2 - S)

x = ( +s)+(
- s)

=
x +

& S
2

un -

-Her(31-s -Ker(Yd+s)

Montions que x +st Kerlyd -s)

-d - S(x) +s) = x -S(x) +S - (x) = 0 .
don es +s Mezlyd -s)



(Fd +s)(x -s) = x +S() - Sxx - x = 0 doncx -se yu(2d + s

Fer(s +Jd) 1 Her/id-s1 = 201 ero

supposons sos =Je my p
+ 2

=pt

p
+ = (zz +s p

+ 2 = f(2 +25 + 52

= /Je + S) =pt

B
Soit (E ,<) ,

soit pun projecte

Suppose Keep) & Ymp

x= x-p()) + p(x)

(pll = 11x -p(x(12 + 11p(112

par te théorème de pythagore o2 P = 1/p12 +1131-p) /12

-(1px)/12

Comme xtIRE I 2 est

VaytE <pa , y) = <x / p
*

(y)>

donc x = 0 + s, avec shigh t Temp

y = y ,
+ yz deigzt Imp

<P( ,y) =<p(x) + (2) , y , +yz)

= p(x)+ p(x2) , y , +yz)

=x , y,
3 + <p(2),92)

= O

= <P((2)
, y2) = Layz)

(x, ply) =... = (x2 , y2)

donc p = p
*



3) = 1) On suppose p = p
*

Me Epimp

Soit Etap donc 7 & ty y = piz)Ey -Imp Conc (x ,y) = (x ,p(z)

= (p(x) ,z) = 0

donc ady don Kerp &Emp

Exercice3

7 :/r -> 122

(j) 1(+Y a

Ex =o(f) =Kel7-x31) = Ferif)

= E(
,y)E/2 +y f(y) = 03

Onzésout un systems

E 3x +2y = 0 =La- 2x -

y
= 0

On suit que ortent . On a puis sight terf et on a

montré the pyl = 10,
01 lonc oferf <203

donc Hert= Los

o n'est pas valeur propre
de F.

X= 1

(2 +) ( = c
=2) =g

1) donc Fau17-151) = rect) i)

Donc 1 = 1 est une valeur propre le 7.

Exercice
letA -+3) = 11 -x)(2 - x)) - 1 - x)

112, 1 =I wont wakeus propres de A



Exercic B

2
7=(
f +J =(6) =3)

+(+2 = 0

zy(f + Jd) = 2 donc dinker (f+ 2h) = /

( +21)(i) = 0 don Kulfze) = rect):Il

(f -22) =() lonc by 17-27d) = 2

donc him Merlf-2y) = 2

(0) et (i) Een(1-1) donc Meulf-2Ill= Vect(1:).)ill
Exercice (

t =(
5 - dA -xy = (-6- ) =

def(A -xz) = (-1 - x) (5 -

3
- x

=

(-1 -x(((5 -45- 5 -- + 24)

1- 1)

- 25 +54 -54 + (
2

+ 24 = 0 = j = 1 = x = 1e+ x = -

Sp = -1, 13

Ken (A + 141) =16I
xx =- ny -

222) = (3) +(
(5),(



Ren (1-bl) =

)
dim = I

a
12 =1

S 02 Al =Th lonc A symmétrie.

F = Vect),)
a = Vect) (5),1)

ExercicD

D Au ,
= (2) = 24,

AUr = 3la

2) A(U .
- [Hz) = All. - BAU = 24

.
- 6 . 342

=24 .
- 42

Donc X = U .

- En

=( =( =



Exercice E

132
* *

3 -4) = (3 -d)- 3 -4) + 8

- 9 + 34 - 34 +12 + 8 = 12=

x = 1 e + d = +

Ex(2(n)
:

-a (3) = 1) 1 =1

Herl"2 ) (i) (x=

Donc E = Heel A - yl) # Fer (A ++31)

Donc A diagonalisable.

+31 - 2)= Conc

Exercice G

b) -- D

I-3) =()
= 2 -x(( -+((- 3 -x) +m4 -4)

- 3(2 -4)2

= (2 -()((2 -())- 3 -x)+ 14 -x - 6 + 34)
= (2 -4)) =6+(2x +X2 +14 1-2+4
= (2 -+)(2 - 34 +

,(2) =(2- 4)

x = 2

x = 2

X = /



A =(i)
IlA == ) =2-S

= 2-

4)
= 2 -4)2x)

=(2 -x(+1 -x)(4 - x) +6)
= (2 -x)(x2 - 3x +2)
(2 - x|/1 -4)

I
- 3 1

·er[in
-3

+1 le
Donc Limiterlt-2]s) = 1 + 2 Don A nest pas

diagonalisable

Exercice ith

1) A =1
est/A -+2) = 1 - ) =

(1 -x)(2 -x))-1 -x)

Les valeures propres sont 2 , 2 , -1

Ligne

↳

ne ena
donc Ligne



Fen(A +3) =(9)
e

P =(d
Exercise I

1) Sid etait une volue propre de A , on aurait

let(A) = 0
,

mais por l'hypothese test inversible,

lonc defAlt0 , donX 0.

2) SoitCEE ~opde A le val. p &

i. e Ax =1x

*Ax = x A"(+ Ax) =A
+

x = yx

Ac = *x don ↳ et un

recteur
propre de A de vole

propre de 1 " de valeur propre +"

Exercice J

1) Soit A = Mat1f)

At = 0

: elet(A-03)
*

= 0 Con o est un seal voleur propre
de f

est (A - 1) detlft -17/
* "

= 0

= det (A -1])
*

=0 donc def(A - 1]) = 0

let(A) = 0 con o est le seule voleur propre
de A

a) Comme o est fa seule voleur propre et

Iliagonalisable ,
dans Kerlt-03)= Fer(Al= dimE

donc VirtE
,
Ax = o donc A = 0

31 = (d/) =( %) donc An'est
pas

liagonalisable.



Exercice

AB = (3d -1)A

4 : E > E

M +-> MB -BM

y(0) = 0

4(XA) = 1 y(A) = x(B -BA)
y(a +R) = (Q + R)B - B/Q +R)

= (QB - BQ) + (B - BR)
= 4(a) + &(2)

Don I linéaire .

2 Typ : DAM = KA *

base case Y/A) = AB-BA = A is

On suppose Pr

AFB-BAYKAY

A
**
B- BAF" = AlAFB-BAY +ABAT-BAK +

= AkAP + /AB-BAlAY

= nA** + Akt = (k+11k
+

Conc Po = Pays

3) Supposons AK0 FK

SikEIN
,
Al recteur propee de 4 pour la val

-peopl

contradiction can applinédite a dimension fine.




