


Exercice 2

Soit XE Vect (Adh(A)

On petalors écrite XiX
avec ne/N a....... an Et /K est le

corps sous-

lequel E est défini

X. ,
.

..,
XneAlh(A)

Pour EEKIND ,
XizAdh/A)

,
donc la caracterisation sigmentielle

de l'adhérence nous fournit une secite Ine EAIN
lit

ty Un
A - +2

> X;

Par combinaison de limites

: k- +b) uix = X

On FREN
, TailleVect(A) Kar Vitrin cital

Don X est la limite d'une secite d'aliments de VectIA)

Donc l'après la caractérisation séquentielle de l'adhérence

X- Adh(Vect/Al)

On a bien montré que

Vect(Adh(A)) c Adh(Vect(All

Exercice 1

1) Montrons que
to/N) est fermé

Soit MppEN une site d'éléments de 10IN) qui converge

dans (2%IN) .
11 . Ilv)

On note u se limite

Soit 230

1e(n)-olun(n))+1 e oua-0

> 0

tend vers 0

ur

et un Limite
de Un



Donc la limite ((n) -> 0 d'oc Cimen =C
n -3+

dont 20/1) est fermé.

2: (IN) est-il ouvert ?

Soit le une serite nulle.

Soit 230

Ble,2) = Go = 2) : 11 e- -11 <23

W une suite constant e + y Unew,
w =R

2

d'oi lix-v11 = ET2 nevic v +0

n -7+

Donn Veso
, Blu .2) Co(IN)

d'où 2.() n'est pas ouvert.

2:(IN) n'est pas ouvert parb même

ruisonnement .

220 (IN) fermé.

On considentsite Impla definit par EPEN, UNE

-p() =dan p

Sicron

Upa) n'est jamais o moil

VPEIN Fixe Vp(a) est o a partic d'un certain eary
N

,
don Vp(a) e 2,(IN) mais En Up (1)

dona e(IN) n'est pos fermé.

2) Soit ez 2:/IN)

On consideze la secite (p)pe definie per :

FpEN,
EnEN

, UpIn = 24/n 2 n =,

O sinon

Ainsi pour pe Ioest
me a partic d'un certain zong

donn



Montrons que wi Piste Lad llp-zell -> 0

p -3 70

Soit 230,

u(n) 20
,

Le qui nove fournit NEI ty

FazN
,

lesnl12 lon pour p > N,

110p-ullo = seep140 ,
0,..., 141p + 111 , (4p+211. --- 3)12 car p2N

(ucp+1))[3

(n(p+2)) = 3

Ainsi, Upp-+2
1

!
On C donn trouvé une site d'éléments

de e%N) grei converge vers u,

donc et Ach) 2.%

Ainsi:Adh)1,%

Don 22 estlense lansl:

3) Soit (ep)pein une secite d'aliments de A qui converge

dans 12%, 11.lld)

On note et sa limite

On suppose par fabreade que***
Cal 2 n'est pas croissante

,
ce qui

nous fournit nEI fy ee
*(n) > e

*(n +1

Soit 2 = 5) *(n) -en+1)
,
Alors 20

la convergence de Up vers et nous fournit KEIN

by F p : K , leep-u* 2

O2 Impla - u
*(n) 1 /1 up-+1072 et (4p(n +1) - u

*(n +1)= ((up - 4
*110E

Ainsi
, tepla+i) <e

*(n + 1) + E ef e,
in) es

*
(n) - 2

-
- u

+(n +1) + 32 - 3

-
- u

*(n + 1) +2E

donc exp(n + 111u
*

(n + 1) +

(y* (n +1) +22

< 4p(a)

C'est abscule ca up est croissante.

donce*A .

Don Act fermé d'après la caractérisation sequentille
des Ferme.



I Soit v = l,
-Uz ( Läch te secite v définie par (UneIN

, 2(nl = e, (n) - esu(n)

par combinaison de limites, im win =

l ,ne

02 FREI
, Il lov

par passage
à ta limite

ren IIR ,
1 . 17.

18. -22) Elle~It. -tel /les - vallo

Soit est C

soit 530 u(n) ->C qui nous fournit NEW +y9 -fo

EnzN
,

(en) -/E

Ainsi
,

Fne

resall - mas/Incoll ..... (IN-1) ,
e + 23)

lonc z est bornée
,

donc + 1"

ainsi 22

Pour montzer que L est Ferme ,
on peut utiliser la correcterization

sequentielle des fermés.

Soit IMpIpEIN une secite d'etements de C
, qui converge dans

124
, 11 . 110)

On note et se limite ,
il faut monter que u * EC

,
cad que

es *
converge

UPEIN , uptC donc on peut noter lp =himIl1

La serite SeppEn Est convergente ,
donc c'est une secite

de Cauchy .

Donc EESO
, JNEIN +h Ep ,gIN, nup-ug 12

Don auch l'inégalité précédente

#230
, JNEI ty Ep , g =N, 11p-ty112

Don Kilpeiest une secite de Couchy

C'est une suite diatements de /R, 02 12 est complet ,
donc IppE converge

Soit 2*= him Il a

Il reste à my u
*(n) -> 1*

n-+0



1 anan
Si une secite est dans un espace de Banach

-14)

Pour monte que Cest Ferme (ens (24) ,
11 · 110)

on utilise In caractérisation séquentielle des férmés.

Soit (p)pein une suite l'etements de 1 qui converge dans

19%N) , 11 · 110)· On note
* sa limite. (2) converge ,

donc est le

Cauchy
En utilisant l'inégalité précédente ,

on a montré que la scite Cylpei
les limites de Mp) est également le Cauchy
IR est complet ,

donc (i) converye. Soit &* sa limite.

It restei monteer que
u

*(n) +be
*

Pour cela
,

on peut utiliser binégalité triangulaire : EPEN, Frein

(z *(n) - 2) = (exf(n) - tp(n) + 4,(n) - 2p +2 - 2*
= (4

*
(n) - up(n)) + (p(a) - (p) + 1fp - e*)

↓ Il u
*
-app + (phn) - (p) + 1tp - 24)

Soit 230,

· Up p-1034
*

ce qui nous fournit P, EIN ty UPIP, llp- **

· Up(n) Lp ,
ce qui nous forerait NEW +o EnzN , lupi-Cp*

· 2, < 24 c qui nous fournit PCEIN +y Fp2P2 , 12p-*
Donc

,
en prement P2 mas (P,, P2)

Unz
-

N
,
lu*n) - 2*

12

Donc par définition
,
util ce*. Donc a* C

n +> +

Don
, d'après le caracterisation séquentielle des férone

Lest fermé.



Exercice 5

E = IR[X] N, (p) = sup 1Ph4/
xE[0, 2)

N2(p) = sep (P(x))
x[ [1, 2]

· N
, (p)2 0

· N. (xP) = (x) (. (P)
· N. (p + a) = (.(p) + N, /Q)

· Si Ni(D) = 0
, alors FCCE (0,1

,
PIX1 =0

,
donc I admet une infinité de zacines

donc Is est le polynôme nul-

Donc N1 est une nome serr E.

Même Chose pour IV

2 Comme précisé un bienonce
, 4 est finoise

De plus , pou
PIE,

14(p)) = 1910)1 1 Sup (P(S) = N,(P)
xt[0, 1]

Dona D est continue

I Soit (2) ef xt(1, 2)
.
On peut appliqué, l'inégalité donnée pas

l'énonce à y = - (
, ce qui donne

((x(N+
123)Ta-- (N+ 1) !

E

x (((N+y(2x)(2c(
** 214

long

leNe
1) a) Pou KSO,

x- e-Fl est positive of décroissante seen (1 , 2)

don seep lek) = e-k
xE [1 ,

2]

Or ek > 0
k -7 +0

Ceci nous fournit (0 + y e E

cad seep le
-()

xE[1, 2]



16) En utilisant l'inégalité triangeloize triangulaire, pour <(1
,2) et

NEW
,

I

--

-L'enoncerappelle que FR21 him

Soit C'= max (C , t)

Alor 22111 done on peut appliquer ce qui précède à K =2 (

et on offient

him(R) = 0 Ginoue forerait Ne

1
Ainsi, on obtient

Il

Ceci étant valable FRE[1.
2]

Seep 1)
(E (l, 2)

Soit Pla= X · On bien Plo = 1 etNe)-

d'après ce qui précède.

5) On a monte que20
. JPEE +y (i) =1 etNulp)i

On ne peut done pas trouvez <20 ta EPEE,

14(p)) = 2 N2(p)

Bone I n'est pas continue pour N2 , d'apies la
corusterisation des applications finérizes continues.



Exercice 6

1) Soitne ,
In est potynomiale ser -11

zur 5-tht
,

J t
, 1] qui sont des ouvert de

12-1, 13 ,
1 · 1)

,
fonc elle y est2

Autrement dit . In est C' se (-1
, 1375-h .

tab.

Onzeged fr autocr de t

Soit +0 ty Il

Si >o :

fulh +z)- fult)
=

1 -( + 1) -11-)
= - 1

t t

Sit10 :

Fati-fult- - -t -Et
E

== 1- t

Don tim (fult-f-

Donc An est dizivable en t et Fu ( ) = -

1- En
1-

------

I

I
3-

- · '

Soit xE(0, 15

Sini fu'k) = - nx

Six In In'(x) = -1

Ainsi Lim (fnlec)) = -1 = Limi =El
-

Donc In' est continue on t done In est L'ent



De pla In est c'en-in donc An est C'sees [-1, 1]

b) Soit F:Ct , 13 ->li

x 1 - 1 - k)

SoitnEI
,

xec-1, 1]

· Sixt(-1 ,
- h]

,
In(x) - f(x) = 1 +x - (1 -(x)

= 1 + x - 1 - x = 0

· Do même
,

si et(
,
1)

,
Enk) - f(x) = 1 -x

-1 - ()
= 1 - x - 1 +x = 0

· So xE3-thith ,
Fnk-f(x) = 1-En- Ex -

11 - (2)
== En - Ex2 + (x)

donc (Ance)-f(x) < En + Ex + (x)

02 Klth donc (Ance-F11E + En +

->


