


Exercice I

E
dans

Soit an qui converge vers do pocer 11 . 11

f(x) = u +x

f(x(n) = u + p e + Dr < 2 +x

dont f(xn) c f(x) = u + x

donc A continue .

Sol de prof

Soit f : E -> E g : E -> E
antE

, Es
x( u+ 3

x + 44

On considize te distance induite par la nomme d : E -> 11

(xy) +> 1x -y//

difbo) · f(x)) LEES 117(0) - f(x))) 3
Es 11610th - x -4)) <

E 11910 -ell < 3

(s d(xo
, 0) LE

Ainsi
, decodes dSfxf()) LE

Donc
par définition f(x)so 7401

Donc fest continue an 10 donc see E

Soient sigtE , MER

g(x +My) = 1x + xy = g(x) + mg(y) don
g est lineaize.

11 g())) = 11x0x)) = (x)((x)) = (x)(IX)

Donc , d'après le caractérisation de applications tineites continues ,

g est linérize.



Exercice 2

2) f(0) = 0 donc AEA Monc difiA) =0

2 Même wisonnement

3 Soit Id EX difinie nan Fnt Uni <0.2]->R

x +-)x
- !

UnEIN un(0) : -i 10 donc enA

·

pour NEW 117-eally = sep (f(x) - un()
x(0

,17

= seep 1x - x +t
xt [0, 1]

= Sap Intel
xE[0, 1]

= ni n
= +0

Donc It Adh(A) alors d/fiA) = 0

4
Soit gtA
alors d /f1g) =Sep 1- yp(f( -go = 10 -

Donc int(difig)21 donc difitul =1

geAy

Soit h : 20. 13 -+ 11

3 +> x +1

· 210) = 1 donc htA

· d(fin) = 117-hll

= Suis If(x)-Il

= Sup (x - x + 1) = 1
x [0, 1]

Don d(f
i Au) #

Ainsi &(Fitu) =1



Exercic y

Soit atE et 20

B(a , z) est un fermé qui contientlaiz
donc Ach)Bla, )) <Blaiel

Soit at Blaz)

· Si <E Blai) alors EAth)B(12)

· Sinon =Blaiz) donc Ila-11 12

et = & Blai1 donc 114-112

Doi l(x - x)l =2

Soit (en) In serite definie peu Fat , en = a + 11-)(x - a)

pour neI
,

Nen-all = 1111-mtlle-all

= 11-) lix -all

= 11-2
17

donn unt Bla. 2)

1- 3/ donc Un
a ->+ a +x - a =x

n -> +

donc -Adh)B:21) don le deux cas , SEAdh/Bail

Dans Ca, 2) <Adh) Bla,il

Ainsi Alh) Bla.21) =5 (a
. 2/

Exercice 5

1) Soient figtE et de

· N(1) 20

· N(xf) = (x /fail + Sip1x7'k)
[01]

= (x)/(f(0)) + Ill

· N(A +g) = N(1) + N(y)

· N(f) = 0 = 1f(d) et sup Il =0

Donc Iconstante etflo = o donc Fi f(x)=0



2) Soit AtE
,
soit [0, 1)

A est 21 donc b théorème des accroissements finis nous fournit

(E 20. 13 +y f(x) -f(d) = (-olf'()

Donc (FR) = (f(d) + +'(c)) -> 181011 + 10 · /Accl

Donc 1f(1)) =1110)) + 1 sup 17)
tt(0,1)

= N(f)

Leci étant volable pour tout et (01 1 , on obtient

Sep (f()) 1 NIf)
(E[0, E]

Don 1It's = NIf)
-

3) . N'/f) = 0

· N'(x f) = (xf(d) + Soldfi)(da = (x)N()

· N'(f +y) -> N((1) + N((y)

· Si N'(f) = 0

alors I f(d) = 0 et So'(f'k)dx = 0

et Fut(0, 13 , f'D = 0 un FEL' donc continue

alorsF = DE

Soit 20, 1) . Duprès le théorème fondamentalele L'analyse

f(x) - f(0) = Soft)dt

Donc 1f()) = 1f(d + 10 flt)&Il

-
> 1f(0) + 1 %" Astict
=> If(d) + Jo 1f'stllde

= (1(0)1 + So"1F'lldt + See 1f'tsIdE

= Ifcoll + Jo 11 tild+

Donn 11fllu > N'ff)



Service 7

1) Soient P. Q ERIX] et JER

· IlP11 , 11/

· 115911 = 102/dp/des 1 141 SoP) de

= II 11911 ,

· 11P + Q11, = J6 (P() + Q/d EllP11, + 1Q11,

· Si llp11 = 0 alors So2Ipsold = 0 donc Vic = (0, 23
,
p() = 0

Score +> Pal est

continue sen 20 . 23)
donc P admet une infinité de eacial don P = OIRIX]

2) Soit (Pines 1 PERIX +y

n ->+...donc lanij-ajl n -2+
0

Soit M = maip. K). On note aj =0 pour JIP et FEI
, anj = 0 pour jak

Ainsi , IPulnei est une secite convergente vers P

dans l'EUN /IRu[X] , 11 · 11.

Comme IRu[X] est de dimension finie et que toutes les normes

sontequivalentes en dimension finie, (Pn)nEV converge également P

pour la norme N définie par Q/X)= 6 x

N(Q) = sup 1bj/
04

(0 70Ainsi N(Pn-P)
n ->+8

donn sa lanj-aj nee

donc Fje 10,M5
,
11 anj-ail a +r

>0

donc FjE Do .
MB

, anj-aj



S Pour J > K , Une
, an

= 0

Don uj:hin 0 = 0

Donc toutes les coefficients de P de degré >K controls.

Donc PERR(X]

2) On a montre que pour toutesuite convergente
d'éléments de IRm[X] , se limite est également donc IRRIX]

Don d'après la caracterisation sequentielle de fermes

nix]est fermé

IRK[X] est-il ouvert ?

Soit IPnineir to secite définie par Fati , Pr(X)= X
**

Ainsi
,
FatIN

, Po * IR[X] ef pour new 11Pa-olli = Jo It *** Id

Donc E2To B(0. 2) XIRk[X] car Int (3(0. 2)

avec OEIRX] holynôme neel .


