


Exercice 1

1) Pa définition ce peut avoir seulement 2

venlers : 0 et 1 donc FagtEd(x,y) =0

Ensuite, par definition dixig) = 0 sex =y
donc fait.

Soit aiyE

six =y alors dey) = 0 =dlyi
sinon ac by alors dixy) =1 =d(y, </

It nous eeste a monther fineg tzing.

Soit de plus ztE

Six =

y donc d(x ,y) = 0

et alors dixy) &,3) + dizig) FgCE
Siron CLFY
d(x,y) = 1

d(x ,z) = 0 on 2

d(z ,y) = 0 on 1

z he peut pas être égule à le fois à et

in g. Alors l'undes teime vaut toujours
I

Alors dlx,y) 1 d(x,z)+ d(z ,g)

Donc & est bien une distance.

Soit 220 si z = 0

B(x, 2) =0
Siz0 (3(2) = 2xtE: dAx, 40) Lu 3
Si 04221 BRO) = 25 can & 21 donc d = 0

-

siz < / B012) = E can FACE dpid = 0 on 1

5k , 2) = (x) Sei 2 =0

-

B . 2) = 2013 20 Cell

et Bla02) = E si 2 : /



2) Soit A = 2x3 oùE

Diopies 1 Bl . 1) = 233 donc B( , 2) -A
, donc

A est ouvert VE.

3) On a dejà montie que (2) et E sont ouvert.

Soit ALE.

FatA,
B(, 2) = 27 <A .

Donc tout ensemble A

d'éléments de E est ouvert.

Exercic 3

si a fair
1

. Fauss . Contre-exemple : En = (lo sind

Un n'est pas bornée mais een n'a pas
le limite et 114n/ n'a

pas
de Limite

en n -) +0.

2
. fance In = Kayal = Glo

si a pris

sinon

IlUnIl
n -+1

+ mis mi sin mi yo
n'ont le limite.

3. Faux
.

Prenons A =10, 1] et E = IR
,

e usuelle

A n'est pas ouvert
,

can V2TO

1311 ,2) A car 1 +232
.

ElA = J- p,01/1 :
+L

mussi n'est pas ouvert can Blo. 2) XELA

doc An'est pas fermé non plus.

1) Oui· Exemple : O, IR



Ja.
6 [

a++

Exercice y

3) Soient A
,
BLX + y 2BLALB

-B = Adh(B)) Jnt(B)

Int(A) < Int (B)

Adh(B) (Jnt(B) LA donc AdhIBI(YnE/B) L AdhIA)

et Moss Adh(B) /Yut(B) <Adh(A) (IntA)
ACB = B"LA

donc ABLCA

Exercices

Soit (E ,
d) avec e discret

Supposons que Fest Fini.

Alors soit I=U: excouncement ouvent de

alors ExtF
. Fie] +y attli

,
comme

Fest fini, on peut prendre e nombre fini

de tels Mi
,

notons:

2 FC Uli
,

donc Fest compact.
X,

Supposons que F non-fini
,

et sout/elativ une suite d'aliments

de F tout distinct. Don Fijes dimicj = 1,

alors In senite n'est pas de Couchy. Donc pour toute

extraction 4.14(i). 4/j)) = 1, et (UDi) me converge

Jamais efalors Frest pas complect.



Exercice 6

2) Supposons (Edl compact.

Soit F fermé

Notons F = f(F) ef soit Initi site

l'éléments de F'.

Une
, JxEF ty f(x) = en notons

(Valati une suite d'elements de F +y

UnEI
,

Un = f(Un

Fest compact car F = FIE, où Ffermé et El compact.

Alors
,

on peut extenize Vyn qui converge wess &EF

car F compact.

im Usin = C alorshi flvy =f)

= Lim Gen
n -7++

F' est fermé se fout en convergent converge

zees und limite qui estaussi dans F !

Supposons Un converge ness est

On
ceCir myin =A

par
tricité de limite,on

ne

u
=

= f(l) EF)· Par consequent; HIF) est ferme

a) Si E, n'est pas compact ,clore F ne C'est

non plus . Alors il existe une serite Un dont

on ne peut pas etimize une suite convergente
et donc on me pent par concluse que u * F.

Cont
. exemple E1 =1 = En

. FIR fermé mais pas compact.

nictan/ir) = 3-E .
El pas ferme]

Continue



Exercia 9.

Si 1 "(F) est faime, alors fest continue.
↳ Ferme

On a montré que
VE

, fermé 1/E) estferme

i. e ("l" /Ell estfermes donc (f") est continue.

Exercice 10

Soit(X.1) espace métrique et A,
BLX

1) Prenons A2(t): ER] fermés
13 = 3(x , - ): ER}

Or a soit an = (n . H) EA

En = In .- l EB

d(un ,
ba) =Nathan->

Mais dan ,
bu) = 0 Si an = En

i e si n = n et 5 = - k = ) E =0 = 2 = 0

impossible.

Donc elle nest par atteinte.

&& Supposons A fermé et B compact.

Soit atA,

notom g
: B -> IR

+

61- da. b)

alors inf2g16) : B3 est atteint cas a continue

et B compact.

Mais q(a) = 110.
6) 8 Fixe , son minimum

n'est pas forcement atteint.

3) Lee lux sont atteints.



Exercice 11

Soit 2 = d(A, B)

Donc FazA
,

bEB

1(g, b)2

VazC
, cEB donc dla

. 21 (

O2 FatA
,
Cel dlaid) =C

donc dIAic) = MA,BI cefl.

) d(A,
B) = inth10 .6) : atA. GEB

Soit an - > a
*

et6n -> 6
*

+ g d(a*, b*) =d(A, B)

T
Les limites de I

,
B sont aussi lans

-

A .
5 alors d/A

,
B) =d(A, B)

-


