


Exercice 1

11 U110 = Seep (4(n)
nEIN

20/IN) = l'ensemble des secites bornies

23/IN) = secites melles a partic d'un certain zang
18/IN) = secites tendantes vers 0

1 Soit Vola = 2 Si n -P

sei n = p +1

Upla) n'est jumous O mais pour

↑ fixé a partic de p wo esto donc

FpEN Up t CN) mais se limite impartient pas

a %donc foli n'est pas ferme.

Soit 20, /)

(3(% , 2) = [42) /112 -411023

Notons Up(n) = Spin)-E

alors comme Up est mulk a partic disen

certain rang, donc up est constante de

valeser Eto partic d'un certainzang ,
Mon up 2/N)

mais Ilup-Upll = IlUp-up + Ell = EC2 donc Upt Bl: 21

n'on C3/N) n'est
pas ouvert.

28/IN)

20YIN) n'est

pasouvertaveclememe presans

car esp



Soit (uplpt une serite diatements de toi/

+
y Up L

p-) +0

donc Il 20 - elle 30
p-+

> 0O2 EpeIN , esp(a)
n -3+0

donthim him Upn-lI.

=Lim u =

mais him him upin = tila
n -+

0 =

donc I tend mussiness O
,
don

extin et donc /) est ferme

I
Soit ECOIN) donc usal ->0

n ->te

ie 230 JNEN +y FnIN lunll 2

Soit 20 , donc JNEI +y EnIN 12/12

Notons FatiN,win) = Un sinN[
Si n =/N

Alors sin < N lesal -(n) = 0

sinIN leskal-vin)) = lessal <

d'où 1121-1110E

de plus comme a partic d'un certain zany
v est nulle

,
weli)

Dom Faso
,
Fuelo)

, 7 wel) ty1n-wil

donc 20(i) est bien dense dans 10/N) pour 11 . 110



33 ACCOIN) A = "ensemble des secites roissantes bornes "

Zi utA ,

En
,pEN n = p =) e(n) = e(p) /def de croissante

Soit (epper une secife d'éléments de A

convergentes vers Eulnein

ch
i. e Upp- +0

=> lup-ello+so

Supposons par habreede que Hilnes n'est pas croissante

i. e J PEIN . (1p+ <Cip) Es tipi elpt

Notons 5 = (e(p) - 2(p +1)

Soit 230
, alors comme es or ver l

-NEW +y FpeNet EneN

(ep(n) - 2(n)) < 2

e + (up(n +1) - 2(n+1))4

Soit R EIN +y 2(rk ((k+ 1)

E
posons 2 = 4

u
,(2) ](12) - 3

,
f(x +3[

up(k+1) t J f(k+ 1) - 2
,
21k+11 +2S

2
, (k) > (1)- 2 2+ exp(k+ 1) < 2(k+ 1) +2

= ( +up(k+1)3 - 2(k+)) - 3

=

uy(k) -4p(k+ 1) > 2(k)- f(k+ 1) -22

= - E

= E

= u(x) E + yp(k + 1) = xp(k))yk + 1

Absurde car on a suppose que e

croissante. Par consequent , I est aussi

roissant, d'où A est férmé pour 11 . Ils



I Soient , enfil

ty es .(1) ne +62, EIR

u2(n)n-022 EIR

Soit v = u,
- lz d'oc par combinaison des

limites so > 2 = 2, - 22

On a UnEI
, I8(all 1 1211m ,

done par passage

à La Limite 18,22) 11141-cella

C : be suite ty eleIR)

Soit C donc

72tk)
Vzzo ENEN +y FaIIN

, luin-122

aloss (essn)) = mes/ecos) , (ress) ..... ReIN-1) ,
e + 23

donc est bornée
,
alors u + %N)

soit (Vilpen une suite d'éléments de C

of que Up pend for

i : e 115p-er lla
p - +0

llop-fulla

hin Upno

lim lim -
p (m) = fu(n)

n + +0p + +0

-

= L car convergente donc for

convergente et (fermé



55
ep(n) = 20 Si p1n

si p > n

Donc EpEli Fixce exp(n) > 0

n =) +0

mail llup-ollo (1
p + +0

Exercice 2

Soit = Vect/AdhIA)

i. e x = Zaixi avec if Ach(A)

Or Fi C : EAdhIA) donc - Kennei

d'éliments de A +a

se >0 ;

Don Taill net' Zuixi = e

On Fi util estdéléments de A

alors [Witin EVectIA)

02 x est une limite d'une Seite Editen EVect(A)

donc =Alh)VectIA)

Esea3
A , B , C2 E

I Supposons CLB .

Las): All #0 donc diAI2) = 0 on CLB donc dIA,B)=0

12: AlB70 mais All = 0) alors NA,B)=0

et d1A, 220 alors &A.BIId/A. CI



cas3: AlB-0

d(A
,
B) = in 74d(0 , 6)

atA,
BEB

VGzB
,
d(A, b) 2 d/A

,
B)

O2 FCEL
, cEB i alors #CEL dIAicIzdIA,B)

d'oi d(A ,
L) = /A

,B)

2) Soit E
,
EtB

,
alors I an d'éléments de A

En d'éléments de B

+ 1 an ->

bn +> E

Pur la continuité de te Limitelindlanibn) = dial

Alora, = an .
On ty dlaniba) <dait)

E,
5

Don d(A, B) = d(A,B)

Antensolutionen es comme Act et BC5

d(t
, 5) 1 d(A,BI

Alors
,
il nou reste in monter que

d(A ,
b) d(t

,
5)

Soit Et et GEB
,

don = KnIneN d'éléments de A

Ibnne d'éléments de B

ty An sa d(a
,
b) = 11 - Gl

On E dianibn) = 11 an-ball

Par la continuité de la distance danibal <dasb)

Deplses ,
Enzin &lunibul = d(A,B) et

Soit ET0,
5 NEWg En IN

Illun-ball-lin-E1115 =c Ilan-ball < Ila-Ell +



En fuisent tembre 2 ver o
, on obtient

d(A
,
B) = Ilkn-bn111 Ilà- Ell

= d(A,B) = 11 - 811

Don d(A , B)1 d(t , B)

Par conséquent d'A
,
B) = d(t, 5)

Exercice 4

E e.v.
n FCE S. e .r

&& Soit E AdhIF alors 7 Pulnei d'éléments de F

5 Alh/F) 7 [gn)new d'éléments le
.

A

ty cn
-

ya ++0Y

XE/2

ki +i = himnLe on F est une. r

doncnew,n tynEF

On Sintyn-> xity donetAdh(F)

alors Ah) est bien un s.
e

.r.

a) Supposons que Int(F) =0

i. e FactIntIF) , 7 200 +9

(3(x ,2) F

It faut montrer que ECF

Soit potInt/F) et > 0 +y
(3(0, 2) (F

Soity Do Notons w= (y-x0)

11211=Hyecoll "Y-(coll=
donc 11211 =E

Aloves v = B(0 , 2) mais (3(0 .2) = Bleo , 2) -Do

= (3(0, 2) = Blo, 2) +so



donc U +10 t B(012) (F

211y-com Fy
-To =

2 car F est un > . % .v

y = (y - x0) +bo) EF dioi ELF et donc E=F

Exercice 5

E = IR[X] P(x)= an

I Facile

&
Soit PEE.

yp) = IPal = N, (P)

ie UPtE
, (4(p)) 1 N. (P)

1

IP(0)

conc d'après la caractérisation des applications linérizes
continues , y est linéaire.

3) Onpose y = -C
, don Cinégalité donne:

Ille 2

Ext[1, 2] (cal
M*

y() -(2(*+12199

cur x((((N+e(c) moissante zu [1,2]

Dion Excelli2] et [21

le-



ya) Soit xt[1, 2] et

(1+ e
(

positive décroissante

d'oci sup le-() = e-
C

e
- C

> 0 xe[1, 2]
C - > +0

Donc FETo
,
Face[12] =20 +y

Les
12

16 Soit C ty Sup
, 2

le- E

un =supe
↑

=sept-cal-e + suple
2C-(2)

*+

e +
IN+ 1 !

On Eim
12cN+

New
(N+!

=O donc INEI by UnIN,
12c/N

+

E
(N+ 11 !

On e est fixe dont

JNEI +y EnzIN 12cM
D'oùSe

Alors #20 = P(x) +
y /(2(p)1 2

mais= de

5 L'application 4 est continue s'it excisteaso

+y PEE

(4(P)) = 1P(01 1 < NetP)

Par contre , d'après /6) JPEE +y Plo) =1 et NelP)*

pour fout 270
, donc en faisant 2 tendre vers 0

on troue qu'il n'existe pas tel a fisce,don y n'estsa
continue

.



Exercice 7

E = GetC' ([0 , 13
,
IR) : usal =03

2) fonction nulle donne Old = 0 donc OEE

XEIN u ,
vtE =-2(0) = 0 20 = c

(xx + 2)(d = x - x(0) +(0) = 1 . 0 + 0 = 0.

Donc destofE don E est un espace rectoriel.

2) Soit WEE ef deli

Ni=Ses (en)

· Ni(e) 20

· N. /dee) = Seey Ides) = (4) Se
le = (Nl le

xt(0
, 1)

· N. /eto) = Seep (4) &See luc talle
xt[0, 1]

- Seep (c)) + Supers/
>E[0,17 xt(0,1]

= N,(u) +N, (w)

· N. (2) =

Se (ux)= ExE[0, 13
, us = 0

, donc

sec [011] 1 est constante,

02 210) = 0 car LEy donc
es est erne fonction nulle surt

UNEE, dEli

N2(e) : = Seep Ired +elkal
xt[0, 13

· NL(u) 20

·N2(xu) = (d) Nital
·N2lufol = Neu) +N2(r)

· N2(u) = 0
=S litu = toute-

2
M



S a) Soit LezE

ex) = Soe'ctidt
02x = (0, 1]

lessl = (So" eictid)1 Sorelift 1 So"cap Inseidt ↓ So'sup(u'(1/c
2t(0,17 2t(0. 1]

=Seep lesel
250,1)

=N
, (a)

Dona FetE (ep4) <N. le)

36) Soit UzE

N2(te) =Le lu+ellese

- sep le bil
+auE50,1]

=N
, (c)

<NiCul +N, (u) = 2N
,()

4
F'k) -e-1o"uti +Utiledt + 2112)tule

=- F(x) + 4(x) +4(b) =ex

F(x) =
- F(x) +u(x) + y'(x)

=SF(x) + F'(x) = u(x) + n'(x)

En + F(d) = u(e) core ut

Donc F(( = uSec

G(c) = F(a) -ac

G'(x) = F(x) - u(() = (n +u -F)+ ) = u - F = - G()

=> G(x) + 2'k) = 0 = > G(x) = Gole

G(o) = F(s)-U(0) = 0 donc Gel = 0 Ex
,

d'oi F(xl = u().

-



⑭ # +10,1 etco e =e

de Nus e exoissante,
lon Ft

,
et Le

Utt(0, 13,

((u(t) +u'(t)(e+ ) = e
+ 1u(t) +n'(t)

-2(u(t) +u'(t)

=e Seep (u(t) +hi(t)
t[0,1]

= eNclu)
-

I 282

Inx) =eo" 1 ( +utiledt -2 So" 14th'(ElletIdt

1 e-9eNela) &t

- eNucht am e

décroissantei
,

= So eNclaidt

= eNc/u/

~~Home
lupaleNical Fic =Col

u)

u() = u(x) +u(x) - ux)

Soititois (n'()) = 14 x) + +() -h(x)

=(41b) +rex) + ((x)

= N2(a) +Re()

- N2l + eN2(u) =( + e(Nz(u)

Donc N. (u) = ( + e) N2(a)
-


