


Service Continuité

# 30 , 750 by Voy ty deng5 =>difify le

Soit 230

d(x ,y) = 11x - yl

d(z+ xm +y) = 11e+x -4 +yx = (x) -y() = dpy)

Alors en prenant o= E on obtientlo continuité
Sid = o évident, supposons X #P

d(xx , xy) =11xx - xy() = 1x(x-y()) = (x)((x -y)

donc si (x((x -

y() (2 =) ((x -y(x
dooc en prennent = on obtient te

Continuité.

Exercic 2

f(x) = x

II f(0) =0 donc AEA don dif,A) = 0

donc 7tA

2) f(0) =0 donc 7(0)20 doi dif,Al =0

3 Soit une suite (funity Enew fule = x-
+

Fresiv In est continue donc Unew Ant A

et Flo = -ni
,

donco

De plus An
ne +0 7 car - -> O

donc d/7, fn) > o d'où dif ,
Al = 0

n -> +e

SoitgEA
2 d(f , y) = 111-gllp =Sep11-g(ac(fd-y() = 10 -

donc inf 2 dif,g)} 21 soit g : (0. 13-11 geA
GEA x + 2x + 1

111-g110 = 1 donc d(f,A)= 1



Exercice 3

Soit (E ,
11 - 11) e

. non AcE
132E -

A + B = 2x + b : atA, btB3

SI Supposons que A est ouvert.

Don FatA
,

5230 ty Blaiz)CA on Blaz) = GatE (la-all2}

Soit zGA + B donc 5 atA , GEB +
q z

= a +b

Soit 20 ty Bla . 2) LA

5313-6 ,
2) A

= Ez'El11
= [3tE) 11z) - all <2}

= 11 z' - z11 + 11811

donc 131366:2 = E'tEll+ 6) 11 <2}

=(1) -(z -b)-81)
mer

Ef

donc z' -13 - b) - 6 = A +B

et donc A +Best ouvert.

Poce 13 ouvert Leedisonnement est identique par la

symétrie de l'énonnie.

I supposons que A et B sont compact donc

pourfout secrite (anInt d'élémentsle A

Ibninzi d'éléments de B

il existe url sous-seite Capallaze
16GmInEIN

->+ y
a gin) na +0

Q

be(n) -C
n -7+s



Soit une secife d'élément de A+ B Cgniney

VnEIN 7 aby
+ En = a +b

donc = an + y
Fati In = Anten

On

O2 A compact 5 y : /N-> IN +y Ag(a) ->a
n ->+0

On 13 compact 54 : 4/)-> (/N) +y 604/ -> 6
n ->te

Don 2 Plein = a plyfal + Coefal a 2 + 8

donc A+ B compact.

Exercicy

(E , 11:11) u(x ,y) = 110 -y))
soitE et 20

(3(2) = 2ytE/ 11x -y11xz]

55( ,2) = 3ytE) 110 - y11123

don B(2) (5) ,
de plas Bliz) ferme

don Aca) (3(,2) (5( , 2)

Montions
pre 5(x . 2) (AdhB2)
-

soit ztB (x, 2) sizBliz) évident,

donc supposons 3t
B(x

. 2))((x / 2)

i. e llz - x(l = 2

Soit (yn/nesi
aved FREIN an = 11 -+ (z +( ,(

un - x = 11-z + m x - x

= (1 - mz + 1 m -1(

=

(1 -Alg-11 -n(e = 11-lz-



114n-x/1 = 11 /1-h)z-x) = 11-illz-xll<el Fren
= 2

donc Une 119h-cl <2 donc yot Blez)
UnE

de plus 1 - t > /
n+ n ++

et
↓

->0
n + 1 n -+

don yn = (1 -1+ )z + m
,
s 33

donc 2 t Adh)B( ,2)

Doi (2) <Ah) B(i))

exalors (2) = AlhBiz)

Exercice 5

E = c' /20. 13
,
IR) 11711 = seys (f()

E[0, 2]

N(F) = 1 f(0))+Sep Ilsle

Soit PER ,
f,gt (190, 12, 112)

1) Evidemment N11120 E FtL'([0,17, li

N(x1) = 11 f(0)1 + Seep 147'(a))
xE (0, 1)

= (x)(7(0) 1 +(sep (f()
= (x)N(f)

N(F +y) = 1 ((0) +y(0)) +Sep IEtyl
-
> If(0)1 +y(0)1 +sep lfk

+ SepIls se
= N(1) + N(g)

N(1) =0 = 1f(0)) +sep (FR) =< 1 f1 = 0 et

supi (f'()
=0 = FxE(12] (f(x) = 0 = f(x)=0

i. e test constante
,

or

f(d) =0 donc Ext[01] f(x) =0 donc7 fonction mall



don IV est une norme-

I
Soit 1 C'(0 , 13 , /2)

dona le théorème des accroissement fines fournit

f(x) - f(0) = (x -0)f'()

Donc Encaif(x) = f(d) + a fl)

Viecal (f(4) - (f(0) + 14- Seep #'()
SE (0, 17

Faso. 13 (f(x)) < /flo) + seep f(p) = NJE
x((0, 1]

d'oci 11 fllo-N(F)

Exercice 7

IR[X]

IRn[X]

Soit PEIR[X]

11P11,
= So2(pleclda

Soit QEIREX] , XER

I IlP11
, = 0 évidemment

1IXPI = So"PK) de

= So"(x)1P(7)ds
= AISE (ps/d = 1XIIIPII,

(IP + Q(1
,
= So /P +Q)dx

= Jo"/P1 +1Q/d l'inig . triany

= So "IPldent So "la/den Ein
.

de lint

= 11P/l1 + 11RII,



11 P11
, = 0 = So2IPPU/dx = FitC02] , (PH) = 0

= P(x) = 0

donc P admet une infinité de zacines d'oi

Peet un polycome rel
.

Donc P = Onix]

d'oi 11 : II
, est une norme

& (Phin= 0 site dans IRm[X]

P.
(x)= anjx

Supposons que Pa ->Pie
n -1+0

FEzo JNEI +y FnzN ,
11Pn-PIl,

< 2

S: 1Pn(X) -P(X))

=Janja
Solanj-ax-x



Exercice o

Q LIR

12 < An(Q)

& (c(N) < e"(IN)

Soit x 2"(IN)

donc

Donc J NEW +y

In
donc définissons1 yu = In sin = 0, ...,

NE E sinz N+ 1

Alors ytt, /IN)

11x =yll= -ya=
E230

Donc Ext"INN) on peet trouver yetcli)

+y 1/x-y1172 donc [IN) est bien lense dans I'llil

2 Supposons par l'absurde que f, /liv) est dense lans CI)
E 20,

donc fx = eP(n) Jyz (c(m)

+ y
1(x -yll3

Soit ECOIN) donc IMER by villy Il

notom UnEI an = 4

llx-ylla =4 donc &c(N) n'est pas lease dans %/



3) Supposons que p = 9

Soit x = 2
*

/N)

dont donc lanBo

d'oci Ilalla<M

Alors Kin/ = lan"ki - M
:"Is*

Doncin14
donc at 29/IN)

4 Notons In = &N si on IN

sin > NH

Doi 113nlp = N = INHNIN
Ne

7/

Ilyally=NIN N -7+
> 0

alors zn
-0 7: 2 (N) -> PPCIN)

ht+5
x-3

mais flzn) +> 0 = Alhim In)
in

Done I n'est pas continue



Exercice 10

a ? 0

Na(P) = (P(a)) + Solpbulden 1 PEREX]

3) FPERIX] , NalP120 car rel
.
absolue

Soit P
, QEIREX] ,

&ERR

Nu(xp) = (XP(a)) + SoldD'ac/d

= (x)/IP(a)) + Sold'ks/dea

= (x) NalP)

Nalp + Q) = (P(a) + Q(all + J0(p() + Qx)(dx

-(P(a)) + (Q(a)) + SolPb) doct So'K'bulden

= NalP) + No(Q)

Na(P) = IP(a)) + So'(p()) = 0

=> (P(a)) = 0 = > P(a) = 0

"So'(p())dx = 0

On ExtLo, 1 , (PS1120 , pp =0

D'admet une infinité de eacines ,
donc I' est un

volynôme nuh
, don Best un polynôme

constante donc P est um nome nulpoly
Car P constante ef Plu) =0.

Dona Na est bien une nourl .

2 Soit aL6 of 631

Supposons par l'obsecide que No et No cont

équivalentes

don 721
,6

+
y

VPEIR[X] ,
c,Na(p) 1 N8(P) 1 CNa(P)



Soit neN

donc ciNalX") = NolX") < CNaIX")

Escar) + Soxex)
=
> 18" + 50'x*(ex = C(la") + So'X"ldes

ascillan + 1) 1 18% + 2 = (((ny + 2)

184 + 1 > +
n -) +

2 all lav + 112 VEN

absurde

supposons as eta b

donc 184 + 1 ( (104 +1 )

=>21
184+

can 191120 ef la 1

(21+ 1

~ = K n - +0
3 +A

62 a
car

donc 22 = +o ce qui est absence

donc No et No he cont pas equivalentes.

3 Soit a ,
be [0,

13

Notongalle
g+

Nelp) = 1418))+Audgl)

IP(all = 1416) + P(a) -P(8) -191811 + Sankalde

-
> IP1811+ So'l'ces/de

Na(Pl = IP(all +Soldkle 1 141611+ 230'IP'sc
= 2((P(8)) + Jo'pb(d)
= 2 Nb(P)



Par symmetzie Nolp)[2NulP)

D'où No et No cont équivalentes.

Exercice l

2 = < Filality ERoy (FR) - fly) 11 k(x -y) 3

7t2
(f(x) - f(y))

(If) : = Seep (x -

y/
x ,

%70

NIA) = llflln +cif)

2) Nest évidemment positive
soit 7

,gth et ER

N(x1) = (x)(Allo +
(4) f(x) - f(y)))

(x -y)

= (x(117110 + c(f)

N(f+y) = ((f +y(10 + ((f(x) +yx))- (f(y) +y(y1))
(x -g|

(f(x) -f(y) +(g(x) -g(y)
IlAllo 11gllo t (x -

g/

(f(x)- f(y) (g(x) -g(y)
= IlAllo + ligles

(x -

y /
t

(x -

y/

= N(1) + N(y)

N(F) = 0 = 11 f(la +
1f(x) - f(y)

(x -y/

= lIAllo = 0 et (f(x) - f(y)) = 0

car 117110positive et C/f) mussi

11f110 = 0 => 7= 0

Donc N1. ) est bien une norme.



27 +2

Ilflla = N(A)
= 117110 + (17)

N11) 1 (117110

Sen(n(c)
Soit Ank =

M

Il fulla n ->+
> 0

C(n) = seep
(Sein(ns-sinny))

= 1 can
(Ank(11 Fe

x
,y 80,17

n(x -y)

Iy

D'où N/fn) = 11f+ (If) 72

Ac +y 1 1 C - 0

dona Net 11 · 110 ne sont pas equivalentes.

3 soit In une suite le Cauchy dans 12 ,N)

donc N1fn-fm) = 1lEn-Falls + ClAn-fm) mo

=11In-falls 30

donc An est de Louchy donc (C0. 13,12
,
11: Il

donc In possède une limite 1

et 118 = 7110 30

(Enkc) - f(x)-falyl+1(g))
2 (fn - 1) =

(x -y)

ICIful-ChfmIl <ClEn-fm) < NAn-fm) 30

Donc (Ifu) est de couchy seen 12 gri
est compet donc possède une limite 2.

con In EL

17() - Flyll=Lim (Anle-fuyhimClEn)(-y = cy

donc (f(x) -f(y)) = ((x -y) donc f est

aussi Sipchitzienne .



NIfn-1) = 117n-1110 + (lAn-f)
-

-> 0

n -7+5

< (7n-1) < (C(fn) - <(1)
n -2 +30

D'où NIFn-fl > 0

donc 11 .
N) est complet.

Exercice 12

20/IN) = & KuneI ean03

2) Toute site convergente et Gornet alors Coliv) Le%)
& EIR

Soit (IN of (VIne decocertes de Coliv

évidemmentC ensuite wille apartient à lav)

donc en ->0
n - +0

Un -> o

n -T+e

X Un + Un c to + o car ein -0

Un -> 0

donc Deen-Valutiv ECIN !

Ronc COIN) est bien en sous-espace rectoriel de 2)

&) Soit le') une suite détiment de Coliv)

qui converge vers une Seite (Unlin

i. e EnEIN 11 es'in-wall
o

70
N ->+

Easo
,
IN'EIN ty FNINll-Enille

su
lel

N +4

UNEI, M > 0 d'où Zim hm unen -3+0

02 lim him eino

n ->+0 V-7+s

donc Un -> o

n ->+-

donc lo limite unecoli et Coll estfermé.




