


Exercice 1

1) A =((x , x2) : xEIR} CIR2 #
Notons C = o Evidemment Cest ouvert

et LA

donc ((IntIA)

Soit XA motom X= (x) VER

Prenons Xn =(n ,yn) : = (x , 01th) * A mais

EmXn = X donc Xn Adh(1R2(A)
et XtAdh)IR2(A)

Donc Int(A) = 0

Notons 13 = ((p: ERY

ALB . De plus IlB est ouvert ,
donc B ferme

Donc AdhIA) LB

Montions que BC Adh/1)

Soit XIBLA ce qui est impossible can BLA =0

EXC ,
EXn

,
notor Xn = X CimXn =X XneA X

donc BCAdh/A)

Donc B =Adh(A).



A = 3(x , y)t(R2 : e +y) = 13

L
1

Notons B =< K,y)z/R2: <3 +y2 > 13

BLA et Best ouvert
, donc B <Int/A)

Montions que IntA) < B.

Soit XEAIB i. e X =Ky) +y sty2 = 1.

Benous Xa = (x , (y2-
* ) donc sci +yn =c + y-

sinty = 1 - in donc 1
. Xn & A et Xn nX

Donc XIAdh(IRHA) ,
d'oi Tout X * B * Int(A)

Donc Int(A) = 2 (,y)ER" : 03+y2 > 13

Notons C + EgR2 : <+y2113

R = EkylE" : C+ y
<<13 quiest ourentidons Catferme

Alors ALL ,
donc Anh/A)C

Montions que (LAdhIA)
. J

. 2 UXEC EXneA +y
Xn-X.

V XIC on peut premire Xn = X. Donc XEAdh/Al
"(x,y)

Donc Adh(A) = 3(x,y)f(2 : x+y2 =1)



3I
A = 22

Notons B = 0 Evidemment Best ourect et inclu dans A.

Donc B <Jat/Al

Montions Int/A) <B

Soit XtAlB : . e X = Ry) <
,y*

Soit Xn = by+) & A car **

Mais X neto'XA.

Alors FXXB mais XEA
, XXInt(1) .

Donc Int(A) = 0

Prenons B = 22

GcB et Beet évidemment fermé.

Donc Adh(c) <B

UXE B
,

on prench Yn = X donc Xn-X
n=)+

lonc VXEB , XEAdhIAl .

Donc BLAdh(A)

In conséquent AdhIA) = 22



YA = 2(,y)t(2 : 020
, y30,

ex +y2 1

-

M
>

Noton B = (kg)ER
2

, <0
, y30 ,

02 +y24]

B est ouvert et inclu dans A

Donc BC Int/Al.

Montrons que IntIA) LB

Soit XAlB i. e X = ( ,y) avec x = 0
, y21 , sity' 11 (i)

on X20 , y =0
, city 11 (ii)

on <20
, 720 ,

ah +y = 1 (iii)

Supposons cas (i)

Soit Xn =-h , y) donc 20 donc Xn * A

mais Xn- > X donc XEAdhEIA)
n =) +5

Supposons as (ii)

Soit Xn =(
, y-) * A mais XnioX

Donc XEAdh/EIA)

Supposons cas (iii)

Soit Xn = (x + 2 , y +1) A mais XnX
donc XEAdhIEIA)

Donc EXEAIB , XZAdhIELA) , alors XEIntIA).

Donc Int(A) = B.



Notons B : = (ky/2 : <0
, y = 0

,
x2 +y =13

Donc Best fermé et ALB.

Donc Adh(A) LB.

My BLAdhIAl.

Soit XzBIA i. e X=,y) avec x = 0
, y(1 ,

c +y 1) (i)
on X20 , y =0

, city 11 (ii)

on <20
, 720 ,

ah +y = 1 (iii)

Supposons aus li)

prenons Xn = (a+h ,y)A et XX

Donc XEAlh(A)

Supposons las (ii)

prenons Xn = (a, y + 4) tA X-
> X
n->ta

donc XzAdh!A)

Supposons cas (iii)

Menons Xn = ( -T Y -Et ef X- - > X
n -1 +s

Donc XzAdh(A).

Donc UXEB
, XEAthIAl donc BLAdhIAl

Donc AdhIA) = B



5) A = G(x, sine): 03

Posons B = 0 qui est ouvert et

évidemment inclu dans A.

Donc BCIntIAl

My Int/A) LB

Soit XALB ie XIA

lis ,sin

Soit Xn =(, sink) +) * A VEN*

Mais XnXzAIB.
n -3 +1

Donc VX& B, X * Int(A).

Donc UXEIntIA)
,

XEB

Don IntAl CB.

Donc Int (1) =0

Sin =-

sinc =-

essin t
x +00

donc on peut prolonger asint = (sindhis

Prenons B = Ar 110,03

ElB est ouvert
, donc Bestfermé et ALB

donc Adh(A) (B



Montions que B2 AdhIA).

Soit X[B. On a deux possibilitées :

IXEA, Onpeend Xn = X et tout est fait.

(X = 10,0 On prend Xn =/· sint) Xn -> X
n -)+5

Donc VEB ,
et AdhIA)

Donc BLAdh/Al

Doi AdhiAl = AU 210, 013

(x =x) z

x - x'22 =1 xkx - 2

etLe si Latz

2(1-x241-

x - 270 = 2x



Exercice 2

- A = 5(x , dE/R2 : 0( = 13

Soit B = 0

Si WeAlB in si net.
"(x , 0

On prend sin = ( , in 7x EA

* A

Donc 2 EAdh/A) donc exIntiA).

Donc IntIA) = 0

Soit B = <(, 0) + IR2 : 02x - 13

Best fermé et ALB donc Alh/A)LB

= (x,
0

Soit WEB.

Prenons wi = K + t ,
0) Six #l[ (x = E

,
o sinon

2n
n =3+

"

WEB
EA

Donc WEAdh(A)

Donc BCAdh/tl

Don AdhIA) = ((x, 01 E/R2 : 02113

2A = AdhIA)(IntIA) = AdhIA)



I
A = ((x ,y)(12 : p(z1 , (y1 < 3

-

- >- -
- -

B = ((x ,y)(12 :p 1 , (y1 < 3

Go)

Yoh-1

L

Jo4lco,
NoL-1

yo3- 1

Lot
Yo

[
Donc - tel 2 ty Blkyol , 2) < B

Donc Best ouvert et BIA donc BLIntIA)

Soit WE BIA i. e W =1
,g) avec s = 1 on = -

et (y) >

E Si x = -W l, Si x = /

Mail En > EA donc We AdhIA") * Int(A)
Donc Int(A)=B

* *+0



Noton B = SkyEIR2 : 1x121 , 19) = 13

Exercice 6

A+ B = 2 X + y : XtA , YEB]

1. Supposons que A on Best ouvert , par
2 seymetie de problème, on peut suppose

A ouvert.

Don Va EA 5230 ty Bla .
2) <A

Soit 34A+ B donc 3=EBI

Soit z't B(3 . 2) Alor z1 = z +3-
= x +z -z +y
= city où x = x+z-z = > X-x =21-2

d(x , x) =1(x -xl) = 11z -zll = d(z ,z, )

On a g'EBigicl donc d1z .z') < 2

et on a disiil = d1z . 31) donc &(i)2

donc s'zA

Comme y1 = x +y donc 31 A +1

ainsi B1z , 2) 4A+ B et dont

A+ B est ouvert.



I
A =((x,y)t(22 : xy = 13

13 = 203 XIR

203 est fermé cou fini , R at fermé dans R

Or amre distance usuelle ,
donc 203X1R est mussi

Fermé
, donc Best fermé.

Soitrne fontion filit -11 qui est continue

(x ,y) cxy

can polynomiale. On voit bien que
A = 1(213)

213 et fermé can fini. Donc A cet ferme
can une image reciproque d'un fermé par
une application continue.

& Soit Funt AtB i2 Un = an +On où FREI, antA

et En EB

un = (n , 0) avec an = (h ,
n)

, br = (0
.
-n)

Un <10.0) A + B car 1 , y) sest tonjors o

lons 13 et n'est jamais o

dans A
,

alors a ne peut

pos être zéro dans A+ B



Exercices

A = ((x,y)t122 : yx2}
B = G(x ,y)t() : y2x + 13

c = 2(,y)t(22 : (2 +y2 + yx + ay + z - 03

T
C

111)

Soit ge AlB et 230

"(x ,y)
Donc B1z ,

271 AnB0

On a yo et gest

Soit y' = 10 , y +22 )
, dou 3'EAlB

yxx = y +22xx ce 20

y2x+ 1 = ) y +222x + 1 ca 230

diz .z =Nc -on+ (y - 1y +22)))

=M+ 422 > 2 doncz' B)g. 21

Donc (AMBUC n'est pas
bonté et alors

n'est pas compact.



a) Conjecture :

Soit A = <(xg)R2 :

y >x2}

Adh//Anduc)) = (A'1BlvC

A = f
,

" 10 ,
+02) on f: 122 - 12

(x ,y)y -x

O2 Fil est Coc

polynomiale et 10. +02 fermé,
donc

t'est fermé

Soit F2 : 122-11 Cocan polynomiale.
(x ,y) y -x

B = f2((1 ,
+0() fermé can image réciproque d'un ferme

par application continue.

Soit fair -> IR continue car polynomiale.
(x ,y) 1 x +y2 + yx +

4y

On voit que C = +5/3-0.
-+3)

donc Ferme con image recipzogue d'un fermé par
une application continue.

On AiBiL sont fermé,
do (AMBIVL est fermé

De plus ALA
,

donc KAMBIUa) < (A'BIrC

Donc Adh/(AnBirc) (ArB)UC

Soit XE /AMBIUL
siXIC , on peut prendre Xn -> X

n =1 +A

donc XE (AMBIU
donc XEAdh)(11B)VC)



sinon XEA'lB

si XtAlB
,

évidemment XAdh)(A1BJUC)

sinon X(A1B1) (AMB)

i . 2 X = (
.y ) +y y2xt) et y =x)

prenons Xn= En

yasan can y = (2 = ) y
+23x

et ynzant) con y = x + 1 = y+ 2x +

donc Xn EARB

On voit
que Xa nee"X donc

X Adh)(AnBlVC) donc EXE('MB)UC
X Adh/(A1Brc)

Alors (A'MB) UC 2 Adh)flBIUC)

Pen consequent Adh/AMBIUC) = C'MB)UC)

Conjecture :

B' =((x ,y)t/r2 :
yxx + 23

21 = G(x ,y)t (22 : x
2 +y2 + 4x + 4y +7203

Bien
B' = F2/]1 ,

+(2) Ourent can image exciproque donnent

non une application continue.

L' = filj-0, -72) ouvert car image réciproque douvent

ran une application continue.



De plus B'cB Donc (AMBUC'aD
L'cL

donc 5 2 Int(8)

Montions que JatD) <I

Soit Xt DIJ
"(

,y)

deux as possibles :

1 . ( +y2 + 4x +yy + 7 = 0

2. y ef y =x+

Pour Ef Prenom Xn = (0. y +n)

Donc on a <2 + (y+
2

+ yx + 4y + 7 + 7 70

can (g+h > y
2 et by+ by

Don Xn & D
, mais Xn

n -3+

>X car

- -> 0
n ->+

Donc XE Alh(01) :
.eX* IntID) et0

n-

Powe 2) Prenons Xn = (e , %- il avec nEI

on a y
-&(x + 1 cany =x + 1

d'où X-**

par confie. Yu so X
,
lon

X- Alh/D") i. e X* IntID)

Donc fout X*J ,
XIntID)

,
donc IntID) =I.


