


Exercice 1

distance :

d(x ,y) = d(y,)
d(x ,y)20 , d(x,y) = 0 = x = y
d(x , y) = d(x,z) +d(z ,y)

② Soity E

dix ,%120 par definition
d(x,y) = 0 = x =y par définition.

Six =y : day) = o =dy
Sixy : d(x,y) = 1 = d(y,x)
donc d symétrique

Six =

y
: d(x,y) = 0 = dz) + d(39

Six Fy :

trois sous cas

x =

z et 2 7y
d(x ,y) = 1 (d(x,z) + d(z ,y)

= 0 = /

x +z et z =g :

d(y) =1diz) +dizy

x +z et z ty

d(x ,y) = 11d(x
,z) + d(z, y) = 2

= 1 = 1

Donc d est bien une distance.



Blx , o impossible
B( , 1) = 9 y : d(x ,y) < 1}

22/
= (y = d(x,y) = 03

=3y : x =y) = 4x]

By(x , 0) =((x, 1) = Gx)
Bf(11) = Gy : dAYIAI} = E can distance tonjous 11

424/

&& Ouvert
,

2i EXEF , 720 ta 33(x , 2) <F

Sx3 &3(, 1) = 2x32Gx}

Donc tout singleton est ouvert.

3) tous les sous ensembles de E santo

Exercice 2

5(,y)= min11
, dix,y)

1) Montrons que o est une distance.

I oby) = ((y , x)

2 Okty11 5K1z) + 51z ,y
3 Skyl = 0 ef 5 (xy) = 0 =(x) =y

B $)5( ,y) = min 11
, day) = mins, diypul = Typ /

ver a distance

) 5( ,y) = minsidey)
5(x ,z) +5(z ,y) = mini , dxz1) + min 11 , diz ,gll

= 1 + d
,z) 12 mais 11

S 1 + diy ,z) 12 mais?

e(x
,z) + d(y,z) = d(x ,y)

1 + 1 = 2

Si desg) < 1 => Opy) < 51 + 513,y) tonjons
si dexy =1 = ) 11 5(, z1 + 5(z,y) toujours .



3

3 Oky) 10 Very ne d redistance

5(y) = 0 = d(x
,y) = 0 =x =

y

Don 5 est unedistance bien lifinie.
seer XXX .

Donc (X .
5 est bien un espace matique.

② alet Supposons que en converge pourI

:. e FleX ty #20, JNEI ,
FnzN , diun

,ele

si dlunit)1
donn 5(rn . 2) = 1 1 diun

.
2) 12

si diren
. 21 41

donc Minnit)= /Un
.t Le

Donc Un converge pour o

Et Supposons que en convergepour o

i . C FleX ty #Ex, JNEI ,
FnzN , Jun

, el< e

dlun
.e)5(unill si vunit) <

5/un . 2) 1 disn.f)2) si olunif =1

1

comme on peut trouver pour 31

on pent trouve pour 2 +12CE

Donc Un co · pour d Es en or pour o

3) Evident



Exercices

2) Un = Kniya)

11Hall = 1/rn · renll*= 1kn2 +gall
I

BCEIRE ty EnInIt ,
donc Halo , ++)

=<(n) -> +a
=

IlHall - 7 +-
n ->4

(yn) ++0

2) Un = Pn. Yal Supposons que

kin2 +y2) >to
n -)+

= Cin +y+

n -3+#
= > (yn -> +1

2 par symmetze ,
In ->++

si (yal ->@

n =) +-A la
-> +-

- +0
n ++

3 Soit E =1 et A = j0, 2)

Pour < = 1
,
* 200 + B1, 2)A

Donc A n'est pas ouvert.

Po contre ELA = J- 0, 03 051,et

Pour x = 0 * 20 +y Blo,2)CEIA

Donc ELA n'est pas ouvert
,
donc

A n'est pos fermé.



4) Soit (E,d)

A : = E ECE

Ecet ouvert.

ElE = o qui est ouvert,

lonc E est fermé.

Donc Eest ouvert ef ferme:

-5 Soit ALIR . Supposons A est ouvert.

i. e ExeA
,
7230

, 13, 2) C A

=((,) (B, 2) 2A
7

= (x-E ,
x + E]

" "I

Exercice y

1) prenons A = 32 , 3[ et X= 13
,

d distance

13 = 31 , 4[ enclidienne
.

On a bien ALB ,par contre

-A = 22, 33

113 = 31 , 4) etJBXJA

donc faces

2) prenons X = R
,
A = 31, 22 B = 32, 32

AlB = 0 mais JA= 2.
1
, 23

JB = [2 , 33

et JA18B =223 70

donc faux.



S ALB => B'CA

J 13 =

AcB => AL Adh/B)

On a Adh(A) = Ar -A

Adh(B) = BUGB

Soit XEJB donc CEA = EB

Supposons que et Intalie 50x0 +y
B(, x) LA

, comme ALB, donc BK, 4) LB =

x-Int(B) re qui contredit avec he difinition

de la frontière .

Donc < * IntiA) donc et EA.

Donc aBL2A

I faces premous
-

A = 10.
12 et B = (1, 2]

d(A , B) = 0

AlB =0

Mais 2A18B = 423

An -> x

On +> x



Exercices

tree I discret le seat ensemble ouvert

savars
TO

possible et l'ensemble d'un etement.

CC
2x}

19 mass
Suppocons F fini
Alors le seul recouvrement possible

est Udx3 comme Fest Fini,et ce

ICEF

recouvrement couve F, donc F est compact.

Supposons F compact. Alors pour tout recoursement

des ouvert de F admet un recouvement Fini.

E coure F comme on a suppose

oe Fest compact. Son ↳ un Nombre

fini des ouverts it dessin qui course F

C'est possible seulement siF est fini.

Donc F fini
.

Exercice

(Eid) ,
CEz,) e. m. f continue.

Don FECO
,
Veo

,
7530 +y ExtE, ty dp10,

e, 1(x = I

a(f(xd)
,7()E

= fermé => F'ouvert

donc ExEF-52 +g 53ba) < F2 = >7230 +y B(PO)
, 31CfIF)

Vzo

= fytfIF) 72t FCE2x0 ty EatE) Bo ,NCF" =/y , 2 % f(E)

Donc F fermé => AIFfecme-



Exercice 6

1 Soit El compact et FCE, ferme.

Dons Fest musse compact.

f(F) estaussi compact carfcontinue.

Tout compact est ferme, donc fIF) est ferme ?

2) Non

Soit 7: In -> IR
-actunkl

In est fermédans IR mais pas compact cou

pas complet.

F((2) = 1-E , E) qui n'est pas ferme

Exercice 7

1) (id)un espace metiene

K
, Ck2) ...

(Kn

Soit sinki comme Kc+0 et Kalk,

alors an pent apporterie aka et ne pas

appazteriz . Supposons donc sintK2.

On procède de même avecAs #0 et

supposons donc antks. On voit bien leprocédé de recurrence

que se sinEKno
,

donc In peut appartenic à Kn.

Donc En EKn UneN. Don fan qui appartient
a tous les Kn, donc sint Kn

, donc R estnon-vide.



a), compact . Ke L'est ausse,
donc K2 est fermé.

Dupies Le covers M est compact.
= kz

On procède de même avec Ka et Ka ,
d'oi

As est compact on On voit leprocédé

le recurrence. Dir Kn-1 Compact et Ka compact = Ferme

comme Kn +1 1kn compact

Donc1 Kn est compact par recurrence

3) Dapies 2) Rest compact, donc

Rest fermé et Gornée.

Cas on 11 neet pas Corné est évident
, donc

supposons que n est bornte.

Donc FCCEX et &20 +y &Bl, a)

Supposons par tabsecrde que AN + q UnzNKn < (

: e Une FxtKn etAll

Comme K , >Ka) -.. )

EtK et axth ce qui contredit avec l'hypothese

que Re

Donc INEI ,
EnzN

,
KnLH.



Exercice s

d. erda ES Focce16 to Eyex adby) < debiy116debig

1) du on Choisit a = 6 = 1 et diy(dy)diy
Esd(x,y) = d(x,y)

fait !

2) d, Ndz =

adibiy) < daby)16 d
, 1,y)

= > d
.(1) -Maky) 1 Miley /

dibdzk ,y

d,

da d,

Donn Idazd. de donn dard fuit
-

3) d,
~dz

= >

ad, Idz 16d,

devale = de dy Lida

and , [9dz Ide

dateda obd,

= and, I de tubd,

lonc dirdy












