


Exercise 1

A = ((x , y ,z)E/r = 022x + y2 + z 113

Conjecture : Int(A) =((xy,z)t/3 : 02 2x +y1+32 < 13 =

Ath(A) = ((x,y,z) <Ir? = 0 (2x2 +yz+z2 = 1) = Q

1 . My IntA) = o

Soit F : Ir -> IR

(x , y ,z)m 2x+y)+22
Fest continue n comme des polynomes,
donc , diapies le cours"/30182) = - est ouvert.

De plus ECA donc -(IntAl.

Il nous reste a montie que IntiA) C52 .

Soit We Alth i. e Wels, y,z) + 202ty2+ 32 =

Soit Wi =Ig,th) donc 2xn2 + yn + zn
= 2x2 + ya + z2+2)

donc WnXA mais wa -> weA

Donc we Alh(A4 i. e wXIntiAl.

Ce qui conclut
que

IntiAl = -

2. My AdhIA) = Q

Dupies 1
, f est continue

,
donc

, comme [0. 13 est

ferré , 1 (20, 13) = Q est aussi ferms.

Or ACQ et Q est fermes donc AdhA) Q

My Q (Adh(A)
Soit WEQ

"(, y,z) Si 022+y+311 .
On prend wi = w Et ,

donc WEAlh(A)

si 2x +y+z = 0
,

donc we Q

prenons wa = /, iA caro + in + n=

mais en > a
, donc VwEQ

, WEAlhIA)

EA -Q

donc QLAdhIA)
·

Par consequent , Q =Adh(1)



3. Par lif JA = AdhIA))IntIA)

= El,y,g)ER?: 2e +y +z
2

= 134310,
0

.03

B = [/sinx , x)E/R2 : x(2]

Conjecture :

Int(B) = 0

Ach(B) = B

1
. My Int/B) = 0

D est ouvert et OLB donc 0 <Int(B)

My Int(BI 20

Soit We BIQ :
. e w = /sin,

Soit Wn = (sin,
s + 1) AB

mais En C WEB donc WEAdhIBY i.
e* JntIB)

Donc Int(B) =0

2. Pour monther que Ath(B) = 1 it suffit

de montier que Best fermé:

Soit SER ,
Fixk sin

et
*

son limite.

Notons Wh = (sinen
, an) EB.

O2 A continue
, donc him sinsin = sin*

n=) +

donc LimWn = (Sinn*, nt) EB
,

donc B est féemé et
n -> +5

Adh(B) = B
Bon GB + B



< = (( /y)EIR2 : 2x(y + 1
,

2 +g 03 Si
y(2x- 1

, y1 -x

1

"Il
c = ((x, y)tR2 :

y
- 2x +1014(x /y)t(2 : x +y 1 03

Conjecture :

Intic) =3
:yoE : xyl =-

:= 22

Notons 1: /22 ->IR continue sere/ic
I

(x,y) 1 > y - 2x +
an somme les polynomes.

donc ,
on 3-5, 02 est ouvert, donc 2= %

,
(3-0

, 01/

estmussi oureet par la continuité de fi

De même façon , te estmussi ouvert.

On 2, et the sont ouvert
, diapees to cours

2 : -, nerz et ausse ouvert
,
de plus &

Donc & LInt/C

Soit wellt ie W =bigIE) +
y sty = 0 : e y=

-x

i. e W=fa ,
-x)

Soit Wn =(+*, -x) * Lcmx + 4 -x)0

wn -wt( donc w& Int'l
Donc = Int(c)



Conjecture :

Achy-zoyy
1-0. 03 est fermé et f

, fe continues
,

donc

Q = 1,

"
(2-0, 03) Q2 = fr"(2-0,03)

sont fermé:

Donc Q. 1Q2 =: Q est aussi fermé

O CLQ
,
donc Alh(c) <Q .

It nous easle a montzen que QCAdh(2)

Soit WeQ
, Si WEC

, Evidemments WEAdh(C)

donc supposons que we QI i
.e

w =( ,y)tQ +
yy

- 2x + 1 = 0

Soit W =(
,y- ) ona

x

donc WatC EnEIN

Wa > w donc wE Adh(c) VwEQ

Alors QCAdh(1)

Po conséquent.Ah(c)
= Q.

ac = Add(c) ( Int(C) = <(x) ,y) < /22 : 2x =

y + 1
,

x +y = 03



Exercice 2

IN

Montions que IN est fermé dansli,

i. e montions que IRIN est ourect.

IRIIN = 3-1
, 02U30,

15 U31, 2 .

= J -,
0[UV In , n + 11

nEIN

1-0. 01 est ouvert .

Une Innt est ouvert dans 12.

Dapies le cours ,
l'union quelconque douments

est ouvert. Don IRIIN est ouvert dans I
,
donc

IN est fermé dans IR.

10 ,
1-n =: Q

Q n'est pas ouvert can # 230 +y B10, 21CQ.

Supposons par labsecude que Q est fermé,e

Q =Adh/Q)
donc pour toute Seite convergente diélements de Q

su limite appartientcussi i Q.

Soit EENA en := 1-
Evidemment

,
FnEIN *, unE Q.

Sim en = 1 donc 2tQ donc JnE/N *

a -75

+ 4 1 t[0,
1- n] i: e 130

1 < 1 - i
= 0-
-

mais 20
, donc -10 don "l'absende

Doi Qu'est pas fermé.



Exercice 3

Soit ALIR majorie et minorie

: C 59.
2 ty FatA , 329 al

Notons m = inf(A) :. e en est le plas
grand grand missozant. i

. 2 fy > m
, y <Aou

y = SupA

Notons M = supla) i . e Il est le plus petit majozant , ie

FyLM , yet on yL infA

Si m =M donc A = 213 don Adh(A) =A et infIA)E

Sinon : m <M Sup(A) 744
Donc notons Ma = m + h > m donc Un EAon en >M

INENA +q EniNeen Le et un im long

i. e en EA mEAdh(A)

de même ovec M . is

Exercice 3 ression [

Soit Ell. E AdhiAl si feso B(2)1 A 70
1

Jx - E ,
x+ [

Montions que F330
, 1 supt-2 . supA +11 A0

Soit 230,

O2 seept est le plus petit majorant , donc

supA-ecsupte peut pas etze un majorant,
donc 7 aA +y SeepA-31a Capt
donc at JSupA-e , SepA + [1A

donc supAEAdh(A).
Montrons que V2SO, JinfA-e , infA +21A #

Soit 230,

O2 infA <infA + E

et le plus grand minozant, lon

inf1+ 2 ne peut pas être un minozant

donc FatA + y infA1 < inf+2

donc at JinfA-2 , infAtz21A donc infAEAd/A)



Exercice 4

I BE( , 2) = 2 YEE : dlong) < 23
= GytE : (x -y) < 23

=(x-y(z = yxx - 2

-x +y(2 = y(x + 2

Or y doit aussi apparteniz i 30. 31

donc yo et y </

Donc Bel, 2) = Jmaxp-2, 0) , minkite . 11/

& Aest ouvert si Fatt
,

5230 ty Bla . <A

Soit >O

si 2 Belz , 2) = 30.
12A

siz [Be(2 ,
2) = Je - 2, + e[

+2 donc BE/E , 2) DAFz so

donc An'est pas ouvert.

Studions A" = ElA = JE , 11

Soit x = J 2
,
1)

Notons P = min/l-x .
x -2)

O2 p30 et pa

((x , 2) = jx- E
,

x + 1[
E

& (x- & (1 - x

donc -" loncx +2

donc BEPEEAt donc Alest ouvert,

alous par definition A est fermé.

Or Aest filmé, donc Alh(A) = A



Conjecture : Int(A) = 10. 1):

2A, Soit <[2 Notons p = min(s , 2 - x)

↳<x x

x +1 x-

Donc BELB) Ce donc to est ourent
,

aloze

2 (Int(A)

Soit WE Alth donc w =

Notons Wh =Etih A Fnt# m+ etEn Fre

mais Wn CWEA donc WEAdh/EIA)

Conc w Yut'Al

Donc Int(A) = 30 . IS

-A = Adh/A)/IntIA) = 2 23

Exercice 5.

1 do (P, Q) = Sup (P() - Quall
xE [0

. []

FP
,
QEE IP-Q) = /HIP-Q11 ran wol

. abs.

=1- p +R) = 1Q -P
donc

10/p,Q)SIP-Q=-Pa =doR

donc do(P
,Q) = do /Q ,

P)



V p
,

Q IP-Q120 donc

do est toujours positive.

Si p = Q donc IP-Q) =0 Fac
,
dona

do(P, Q) = 0

Soit do(P , Q) = 0 i. 2 sup(PK-Q) =0 ie Fatio,]
Ce[o, []

(P( -Q() = 0

Donc PC-Qu = 0 fueco
,
J linfiniment de 0,

maistout polynome a un nombre fini deo
, donc

PS-Qb1) est un polynome mul
.

donc 1 = Q

Soient P,
Q

, R

Fx
,
(P( - Q(x) = ((p() - R(x)) + (Rx) - Q()) 1 (P() -R() + (Rx -am)

<Sup (P(x) -R(x)) + sep (Rx-Gy)
SE(0,[] [0]
!

dolPR) +do(R , Q

donc dolPQ) [dolP
,
RI +dolR i Q) F P

,
R

.
QEE.

donc do est bien une distance seer E.

2) FP ,
QE

d, (P, Q) : = [dey/P-Q +

1Si

IQ est aussi un polynome

donc UP .
QEE deglP-Q) = 0 =1 dey/p-Q + 12/

donc d. (P, Q) est positive.

par définition d.
/P, Q = 0 Sci P = Q



Or P - Q est aussion polynome,
long le multiplication par une

constante ne change pas le degré
Conc leg (P-Q) = deglQ-PI

donc VPAQ d . /P,
a) = deg(p-Q) + 1 :dey(Q - P) + 1 = d, (Q,P)

sip = Q d
. (P, Q) = 0 = diQiP)

donc d. est symmetrique.

Soient P
,

Q
,

R

P - R + R - Q = P - R

notons

m = ley IP-R)
n = dey(k - a)

p = deg(P-Q1 < max(m . n)

d ,
(P

, R) = m + 1

d ,
(R , Q) = n + 1

e , (p ,
2) +d .(R , Q) = m + n + 2

d. /P , Q) = max(m , n) + 11 m + n + 2 car maxImn)[m++

= d , (P ,R)+d, (R , Q)

si P + Q

Si P = Q

d. (P . Q) = 0 dilPR) +RiQ) tricialement.
Donc FPR .

R d
.
/P

,R1d. (P,
R) +diR ,@

Donc d. est bien une distance.



Exercice 6

1) Soit WE Adh/A1B)

donc 7 (un) EAMB FreIN ty

Un > w

02 In EAMB =c UnEA

Donc WEAdhIA)

De plus untAlB = 1 Une B

lonc we Adh/Bl

Donc V WAdd)AMBI
,
WEAdhIAl

et wt Adh(B)

donc wE Adh/Al 1Adh/B)

Donc Adh/A1B) < Anh(A) 1 Adh/B)

I
11 ,

22 32 , 3[

A B

A1B = 0

Ath/A1B) = 0 can AlB est fermé

Alh(A) = [ 1
, 2]

Adh/B) = [2 , 3]

Alh(A)1Adh(B) = 423 + Adh/A1B)=


