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o Pour 270
.

X&T distribue went

lize que les valeurs da X sont&

espacé,
i . e entre chaque voleus de X

.

l'intervall est 1
. S'il desciste pas

de

tel X
,

on pent lize
que tel espace est 0.

i . 2 les voleurs de X sont o espacé 102/
se qui equivant a dize pas X prends
tous les voleurs lans IR

.

Comme X est

une variable aleatoire
, ie a vales dans

IR dead P(X((r) = 2 forcément.

2) a) Notors f(x) = int/Sn-x)

Notons l'ensemble des points recements

R = GxEM(GP(1Sn -x((2i · S) = 2b

supposons Pier l'absence que R nest pos ferme

Donc I (Pake une secite d'éléments de R

ty xkk + +GitMIR

i . e J 2 > o + y P(ISn-12 i. s) + 1

Par la loi 0-1 de Kolmogozov

4) ISn-KE i. s) = 0
,
don P/ISal2 i

. s) = 1

D'entre part , P E F2xOINEN FRINI

De plus .
FREeco

. PIn-12 i . s) = 1

On a (S n

-1 = 13
.

- ( +4- ) = (Sn - x) + 18 -/

On UREIN Kn-cilENalors FE30 INEI ERIN

P)(Sx - (n) +k-E) i
. S) = 1

On Ka-cil = (Sc-enl + /- sil alors

P)/Sa-c)22 i . Sl = 1 ce qui contredit orer L'hypothese,

Par conséquent ,
R est fermé.



6) Soitt possible ·

Soit 20
,
alors il coriste REN

, by Pa-x120

Ou[X,
ex2, ...,Xex23[[Sut2]

On P1dX,
ex2, . . .

,
Xa + (23) = P(X,zaz) ... PIXexz)

= 2k = 2

e + p(2X,92, ..., Xx +x23) =PRSa + xz3)
Alor P(SKEXZ) =2

donc (213x - 2 , x + 22 70

Alors 01 peut trouver une secite (gale
> a In tendons &vers 0.+

y gan + +0

On&2 est fermé dans R ,
donc - &*

lin
Sata = Se + (Sata-Sal

-Salleo
pou sande de

Snea-Su of So sont independantes ,
alone [/ne-x11. 53 = [/Sa-u)7.5)

1Sn+a
-<1 = (Sata-Sa-ky)1 - (Sa -y)

Soit we < /Sa -

y (23131Snea-Sa-( -y)1227. 5)

donc INEN FarN (Satull-Saul-( - y)/-22
donc powN /Sa+ (n)-x1 =22-1Sall-y/

222
- 2 = E : e WE Elbat-/fs]

don 21Sx-y(2713/Sata-Sa-(x -y)/7227. 33 [E/Sa +/Est

& nous reste a monter que [1Sn-x(21 .S] = [/Sa+-x(< 2 %s)

Notom An = 1Sn-x/22 ef Anth = /Sata-x123

Montrons [An 1. 53 C &Anta F. 5h



Soit 2E 2 An 1. 33 alors INEN FnIN wXAn

Soit ne Notons m = n +A si IN donc WAm = Ante
serm = n + 1 =N

donc on trome NEN + K Fn2N WAAnex donc WERAnt15)
d'oi &An 1.332 GAnth F. 53

Montrons maintenant loziciproque.

Soit we &Anth f. s' donc FNEN UnIN

w An+

Soit new
,

notons m = n -K donc KnIN+*

m = n - R =N+ k-RIN donc w &Amen =Aneth =An

donc on peut trouver N' =NtR + q UnIN'W &A

d'où &Antho.s][[An 1. s)

Alors on trouve l'égalité(AntFe] = &An 7. s)

d'o

& Sa+ + /2 1. 53 = E/Su-ec/ 22 7. 5h

Par conséquent,

((Sa - y(22) 131Sn+
- Su -(x -y))237. 53

c{/Sa-x/12 7 . S]

b)
Ela-skq1. sy" = Elsa-12 is]

Soit reversent et y possible

Soit 230 of AEN ty P1ISa-ykzl0

donc &1Sa-cKis32 (1a-y(3)19Knex-Sx-( -y)(237.531
= (((x -y(23"V(((n + x

- Sa) - (x -g))(23is3

On Sark-Se suit he meime loi que Su et Sata-Su et Su
sont idependantes , Monc &/Sne-Su-1x-g1/22 i . SS = 1/Sa-log : /122i .s]

Don P(1Sn-x(2i . S) = /-P(1-y(27) + P(1Sa - ex -97/22i . s)
=> PlISa -(12 i.sl - 11-D(/Sa-y(c2)) [P//Sn-193/222 iss)



On a incurrent donc PC/Sa-) < 3 i. s) = 1

don P//a-e/ < 3ics)-11-PCKA-yk21k 0
car PlISa-y/cs)20 doss

par
la loi de Kolomogocov 0 - 1

P)/Sa-k-g)/ < 22 i . s) = 1 can

412n-k-g)/22 is . 3 est asymptotique of

p(1Sn-1x -g(122 is) > 0.

Dons 1-y est encurrent.

3 a) Soit ACI (A+1 est un sous-groupe de (1
.
+/

Si A est de la forms a
on bien lense dans IR

E Notons R L'ensemble de points excerents.

Supposons que R n'estpas vide. Deplus , dispies I as
R est fermé.

D'abor tout point recurrent est possible.

I
Power monther cela , posons pour <ER

,
Soit 20

posons
Sw : ENEI EnzN ISnIwl-x/ < 23 =U EW : SachLesS =

S=U Ew : /Salles

Soit NEW , on a SCUndw : /Sn(w) - /2)

Alors
I =P(s) - P(Un &WilScl-1(23) P1SW : /Sa(l-ke))

donc JKEN tyRIN of PCEw : /Sc(w-x(93)10.

donc est bien possible.

Maintenant
, on peut monter que R est bien un sous-groupe

de 1
pour haddition. It est clic que

RCTh
,
lon il nous

easte in monter que Rest un groupe pour faddition.



Soient x ,y ER

(i) On est excurrent
,

donc possible ,
alors

decopies 26 C-x est récurrent, doix-x = 0 ER

(ii) Comme O est scurrent ef a possible , donc

· -x = est récurrent
,
ire-ER

,
c'est-à-dire

tout etement Re R admet une inverse.

(iii) On y est récurrent, donc -y aussi /d'après (ii)), donc

-

y
est possible , alors

x -(-y) = x +y est recurent, i . extytR don

R est stable per acitition
.

Don R est bien un sous-groupe dell pour
addition

On est de plus fermelons R est de la forme 34 pour

320 .

Donc on a

R non-wide => R sous-groupe de pour fuddition

Alors par conte-apposé, Si R n'estpas un groupe ,
donc

Rest wide.

4 Soit GLI un sous-groupe fermé pour lindition qui
contient tous les element possibles . Alors RLG .

Bon
6 = 52 pour 810 .

&e plus tous lesétatposi
e

Alors tout appartientpartiemment de
de la forme an avec ne

Soit a Elp ty PIX:
=also On Se = X,

Donc P((S ,
- a) =0)s donc FE30

,
on pose A = C ef on a

P((Sx -a((2) > 0 donc atR est possible.
donc a t G. Donc G contiens tous les elements +y P/X:

=al > 0.

Alors PIX,
EG) = 1 On G est de la forme 84 , PIX.81 =2 et

& & est le plus petit resence +q P(X. Ex= 1 donc &2
est plus petit on égal à 84 = 6.

On 22 est plus petit on Egal à tout sons-groupe
fermé de 17 contement tous les états possibles , dom

a 2 est le plus petit sons-groupe de Ti contenant

tous les etats possibles .



1) Supposons que EXEI +y

52so P/1Sn-212 i. S) =2

(2) O2 est incement
,
donc possible , d'apres

& 0 = x - (1) est récurrent
,

loc best résurrent.

11 Soit
y possible , d'apres (a) o est recurrent,

d'apres ⑯ -y
= o - 1y) estrécent.

() D'après (38 R qui est l'ensemble de

tous les points zinrent est de la forme

137 avec 20. De gelu aZ est le plus petit
sous-groupe fermé contenant lespointsrécurrents.

Avec

z 2xZ
car les points récurrents

sont possibles .
Il nous reste a montrer que

22CR i . e &=

Dubord montions que tout point possible est

surrent. D'apres (4 b) si y possible ,
alors -

y

est récurrent. Or o emerent est -y recurrent,

donc possible , alors eapies 26 y = 0 -/y) est

rénerrent. Donc tout point possible est ceurer

supposons par Labsecue
que 22 +R.

On sait que RCXI donc R plus petit que a z

O2 fort point possible est remment donc R contient

tout point possible. De plus R est sous-groupe ferme

de R contement tous les etats possible. Absurde , we

diaprès 32 &2 est le plus petit sous-groupe
contenant tous les Etats possibles . Alors R =12

d'on Exta2 est zinurzent
.

&

Partie 2

5) C intervalle Gorance de 12 +q
Q := 91x3 non-wide

.

Supposons que PISnt3) 10
, d'après le lemme de Bord-Cantelle

PlSnt] i. S) = 0
.
02 So est a valeur dans 24 donc Sa

est discret. On Jest Corne et 22 decombrable don



Q = 11x2 et fini. Don [Sat]E = ESntRh can In avaleurs
dans & Z

. IP(S. ty) = pISutQ)= PISne arc

2x, ..., Ny = Q .

n20bonmethos
Donc & KEII , NB

P1Sn = 1) (to alore P/Sn = < : . s) = 0

Prenons 2 =
E
.

Donc ISn-alE =*
signifie que Sn = xk .

i . e Sn-r = 0

car Sn discret.

Donc [ISn-x((2 = Ez = (Su = x)

Doi Pl/Sn-aris) =P(Sn = x i. S) = 0 donc on

a tronne 2 ty P/ISn-22 i .s)1.

de plus ,
l'ensemble de points zwerents & est un sous-groupe

ferméde IR. Duprès YC si R n'est pas wile
,
alors

R = xz . Or R ne contiens par des éléments de

Q
, alors R ***, alors R est wide

,
i . e aucun point de

X2 est récurrent.

I supposons que [P(S: (5) = to.

D'après 5P=Sa
-

O In première somme lef fine
,

done on moins un

des termes de la Somme est infinie. Don JKEI1, NB

tel que

2 P(Sa =x) = +o

Soit 330 et 2 <
XI

2

On a [Sn =03 = 3/Sa-exl = ob <[1Sn-xx/23

Donc FnEW P(Sn = un)[PlSa-((2)
a los

to= PS =x0((sa

DoiP(IS-((2) =



1) Soient < , 2 + y o et z et

P((n - x((2) = +0

Pour REIN

An = [ /Sc - x /23 , nz 1
, /Snea-x) = 23

Suth-Su suit le même loi que Su

Soit whlSa-alLE
,

En 21 ISain-Suk-223

donc ISalw-1/22 ef Fazl ISatan-Soll22E

Soit n21

Setn-Sa +x - x = Seta-Sx = (3k +n
- x) - (Sx - x) = (Sx + n

-x) +( - Sa

ISeen-Self/Sk+n - x) + 1x - Se

Donc (Sann-x)1 (Sa +-sal-1x-Sal

Alor (Sanil- x) - (Saralol-Salol-IScal-sE

don ISRl-x/2 exEn21 ISain(w) -x 122

alors 2 Ak d'on

[B-x/3 ,
Un ce (Sean-Sk1229] <An

De plus Surre-So secit la même loi que Su
et Sata-Sr et Sp sont idependantes car X

, ...,X &f

X+, ...,
Xntont indépendantes et i.iil

dous les évènements [13x-x123 et [Fn21 /Scin-Salz22]

sont independantes ,
et de plus [Fnzl /Sata-Sal =293 =

[Fnz1/Sal2223 cat

Skin-Se suit la me me lois que Sa don
,

or on

a inclusion des évèrements
,

on a

P(LIS-x(2
,
En = 1 /bar-S1 : 223) < PLAN)

mais P/G13x-e2 / Fac /Sata-sk1= 223) = P//Sa-x(2)P(En : 1 /Saa-Salzzal
par independance des évènements of finalements.

P(Enz1/Sata-Sa(222) = P(En11 (Sal : 22) conscient he même loi

d'on PANIE P(1Sa-x(2)P(Xn = 1 (Sn/223)



&
(a) On n Pa PII) Plus Kale

= P(ynz1(Sn22)P(ISa --(2)

2/Sn-xK2 A.S] = & JNEN,
FnIW ISn -123}

= V Ak
20

Montrone
que lee Arcont independantes

soit pEN of geN tel que ap+

Soit WE Ap & Ay ir2

(Spcol-xK2 et Unz1 (Sp +n(m) - x1 : 2

ex 13
,
(2) -x2 et En = 1 /Sy +nicl-x122

On y <p+ donc 7n21 by g =pen'

Donc (Splot-2 ef (Sybek
Absent , donc ApfAy est vide alor est

vai pour tout piptity pipte donc Ar sont independantes ·

Bon PU An= PA

DoiP/In-e/2 1. S) =PLAAl=Z PlAn [PUn ISulz22lZPSc

6) D'après &)[P/I(2) = to d'autre pret

O IP(ISn-123 A. S) [1
,

donc pour que cela soit vrai,

P(Enzl /Sn(2 22) = 0 forcement. Si P/Fn = 1 Isazzek 0

Onaurait ↑(/Sn-x/12 f. S) = to
.



9) Soient J. 2 to OCOLE CREN

Su+n
= Su + Se+-En

Ka + al = (Sal + /S +-Sal
,
alors Katn-Sal-(Sern)-1Sa)

Soit weGlSa/5 ,
Enz1 Iren1 = 33

donc /Sasw)Ko of Fn21 (Sk +n/w/= E

More-ISewll -5
. En comment les inégalité, on obtient

En = 1/ Senil-Scoll-(Sa + avil-(Scwll] - o

don /Salle ef Enz1(Satni)-Saco 1 122-5

don WES/Saki , Enzl /Scan-Sal22-53

Alors[/S/5 ,
En = 1 /Samal-23C41Saki, Enz1/Sata-salze-ol

b) On a PCEISalc5
, En 1 /Skink 33) <P/ISaki, Enz1(Sata-salze-ol)

car l'inclusion.

De plus SainSe seit le même loi que Su et

Seef Sutn-Su sont indépendantes can X
,

+
...+Xx et Xexit...Xin

sont indépendants ,
don

↑ (11Sak5, Enz1(Sata-Salze-ol) = P(Kaki)P(une Knl = 2 -of

Don[P5 , Enc (Sinz3)PlakiP In
= P((n =1((n) = 2 -5) p(((x)5)

Papie 88 En>0 PlEns (Sn(121) = 0

donc en posent = E does P(Fn1 /Suze- = 0

DoncP,1 (12) =0
. Or probabilitéet

toujour non-negative est la Somme vout O
, don

VEN
,
PCEISalc5

, En 1 /Skink 33) =0

1) Inscrivant Le même roisonnement, on obtient



↑ (ISa(2 , Enz1(Sata-Salze--)) = P(la) < 2)P(En= /Snl = 2 -of

Doi[PI2 , Enc (Sinz3)EP(2)P( In
= P((n =(((n) = 2 -5) P(((x) )

Etencore d'après 88

P,n (en) =0 do

PSEISalc2
, En 1 /Skink 33) =0

a) Soit 30

A =31nk2 7. 53 =ULake , Face /Sala]

d'on PIA) =ASUL/S , Enze ISnEa3Pa ,EnzelSul

d'apies 9 ) = 0 =

Alor USLO,

p//sake fos) = 0

o D'apres gal) -3 so Plu f. s) = 0
,

donc

#230P//Sa-ol2 i
.

Sl = 1 ce qui vent dice que

o est récurrent.

Théorème:

Soient (Xulneux des variables aléatoizes zéelles
distribuées sur le réssau a avec +20. On note

FREIN Sn = X,
+.. + Xn une marche aleatoire associée.

Soit I un intervalle borne dei ty 51x*0
alors :

(: 1 SiZPISEJto mon aucun point de Sa nest recerent

(ii)Si P(t]) = to alors o est un point recurrent

eflore fous les points de 22 continuements.



Partie 3

2) Supposons que ETX. J > 0

Si E[X,] < to

Dlupies la Soi forte des grands nombes

him X , +... +Xn
= E[X, ]

,
d'oc

n -3 + M

him X . +... + Xn =Lim nEXis =
n -> +

Si E[X . 3 = to
, alonelim Xit ...+ X = to évidemment

(2) supposons que ELX. 3 + 0.

Alors him Sa = 5

n -> +5

Do VERt JNew FaIN ISulzf

Soit XEIR
.
Soit 130 +y IN ,

EneN
.
ISake

posons 2 = 2 +(x)

PIJNEI . FIN /Sn -x12 /Sal + ·1 > 2) = 1

= P) /Sa-x(21. S & alors P( /Sn - x(2i. S) = 1 - P((Sa -x(27- S)
= 0

Alors ExtIR 72 > 0 +9

P(/Sn - x/2 i. s) = 0

Donc aucun point n'est récerrent.

23 N= by (S

Notons Ya = Lg/Sal .
Unew

,
Yu est i releas dans 20. 13

Donc Ynd) = &W : Salut3h-mesurable can Sa mesurable
= [SnE]]

Yalol = ESn *33 encore mesurable.

Don Yu est une variabledictoire.



N= est une somme
tirie
les variables alictoires,

d'oi Nuest une variable alintoice fmEIN.

Fwze
, INmIwIlmen est une scite roissente.

Bon c Fatal

NIwl = him Nmbol Limite simple diane
m ->A

secite croissante les fonctions meserable
,
d'oci

Nest mesurable
,
lon variable alictoire.

T= in 19421 : Sn + J]

Soit a EIR

T
-
"

/3 -4
, a3) = 3W : JNE

,
Neu

, Swegh
La)

= v3Snt]) donc mesurable
12/

a l'union dinombrable des

méserable dons

Test une variable aleatoile .

66 VnEIN 1y/sa) 20, 23

Or N= 12 (sa) est ual somme in finie

Nest i vales dans NUSto)

Vn22 TEIN
*
Unte] comme Si Ene

*
Snt]

, info = +o

2) N represente Le nombre de Su dont La valeur

appartienta J.

T représentete plus petitn pour lequel So appartient
a J.



&Y ECNS= yPIN== -1)P(N= y- 23)

Soit GENNA

soitWtGN = g3 ,
donc G ,, . .., 44 ty Saidd..., ScyE]

donc en prennent = int(21 : :Es, . . .

, 3193

on a WELT = x3

pour wEEN = tes]
,
il existe un ensemble linombrable

(x:) +q VitINA Sai E]
,

donc de même

il exciste = in14522:t 23h exdon

wt 2T = x}

don N"(IR) < TYIIR)

Soit ytIN
*

soitWEST=93 i . e Sqult] don WEEN223

ma Nol=Il lISl
Soit WEST= tob done if y a deas cas possibles :

1) Solutyet Fn21 Salwi] donc NIwl = Hy(Solo)+ /Succoll
↳ --

= o
=

= 2

i. e w = SN = 2)

a) Ene Salw] et donc Nwl= Sud) = 0

donc WEEN= ob

Alors &WET"(IR) we N+(IR)

Par conséquent T(() = N
-/R)

St nous reste in montzen que (T=*, partitionne N"II/



alors , if suffit de monter que UR
,
KIENUStol meckR

[T = 1319T = k) =0 i . e
, St = c) sont disjoints.

Soit K,
KIEIN

*
avec RLKI

soit WER T=1)
,

donc par definition de T

Sa(wE] et SaIw) A ] am RLAI

donc wX (T =A)

Alors EWEGT =R')
,
wAXT =13

donc &T = 13 1ST=k =0 ARCK' EIN
*

Soit WELT = 1 23 alors #GENA

Sy(w/43 donc il n'existe pas &KIN
*

ty R = in72112 : SulwIE]h donc FREIN
* wX2 + = a)

donc FREINY 2T = +03125 = k) = 0

Alor 125=23)
, muntitionne bien N

-(12)

Don ECN]= Si =Al
NdA

15- Soit &22.
.

On a
ST=13 = (Sat31S; t2]

On EjEX1, kD Sj = X,
+... + Xj est une somme

partielle des X.
, ..., Xj ef & est un boralien

,
donn

J'aussi , alots

Vjt (1 , kB

[Sje33 E +/X, . . ., Xj) < of X, . .

., Xe
et

(Sj133 = 2Sj t 53 = o (X, . . ., Xj) < O (X, . . .

, Xal

can j < K. On (SE]) coX, . . ., Xal

ef FjEC1 ,
k-D (Sjk]] co/X, . . ., Xal

ef 0(X,
. .., X2) est une tribe donc les intersection

qui est & T = 13 est encore du la tribu 5 (X, ..., Xxl .



2) as Soit KI1 et soitWELT= R3 i . e K = infhns : SulwIEs]

i . 2 SulwIE8 of FjtIl, k-D SjIwIA]

alors Ig/Salw) = 2 et Fjt11 , K-1B Ly/Sjll =o

) Nil= Ly(Snwll= /Sall + zy(Sn(w)
-

= Il
= Dy/Sata(wi)
= 1+ by(Sa +a(w)

= 2+ E-)(Sa() - Sawil

02 Salt] donc 8-Sall contient 0.

de plus J-SkW) de longues a et comme 2-Salvl

contiento
,
donc USLES-Sul 10 et x2-a.

Donc J-Scw( [-a . 13 dion Ig-sall - 15a
, a]

Bon NIl12 +2 E-1/Sacl - Sacwil

11 Isa
,as((()

- Sac

o D'apies 8 ,
on a

N = 2+ dia,ay(Sa +n
- sa) anec Satk-Se

suivant lu même loi

que Sa
,
d'oi

N = 1+, 22a
,
az/Sn)

Su+ = a)
Niwl Pooldw

= In Nirl PingbPloidwSel+2
,
ay(Sulcoll)1G+=

(2) Plu do

= Son IstWIP +E &E ,
ai/Salul) Est=23/Phaldw



= JeT=Pluent Joa ,unAntillat=de

= P(T= 3) + Se Dza ,
un (nil Dat=/Plde

= P(T= 3) +Son Da,> /nilDat=myc1PSde

= p(2T=k3) +z,
PRSul <ab12T=43)

/
UneIN* C ()

= p((T =R)) +zp(((((a))P(ai = as)
= p(T = k)(1 +[P/1Sn) +a))

2)Salad = /Sain-Salzal
ef Sata-Su est indépendant le Sk

de plus ElSarn-Saldas
est danshe tribu

5) Xx+
,
...,

Xa +1)
.

D'upie's 25. ST = A)

est dans La tribu

5(X,
, . ..,

Xk)

Le tribus sont independantes,
un X

, , ..,X2 ef Xets ..., Xatk

sont independantes .

Alors les évènements sont

independantes .

Il Ocupres 14 ECNS = Z Shin NdP

-PIT = k 1 (1+ P/1Sn)ca))
car= (1+ P/kn)za)).[P(T= & T=k] Cont

disjoints .

= P)+ L +o)(k+[P((n)(a))
⑰ Soit nent

2)SalLMS = 2 Sat (-l .
-1 +23UEScEC-ex

,
-l + 236... U [Sucer, ach

donc P//S/(M)P(k
donP(ISKM) P(k[Sn(k+1

n - 1

=[

Mai
Ei j = [k.

K +il

Conc a = 2

=Swi) pa) da

dateatk ,
k+1)
Iw/P/widr



-Im/wid
&

L in Ir Nd B
m -7 +s

a coe &T=93 partitionnent

E[N]
k =-M

u- 1

[ P(T( +b)(1+P((Sn(11)K =-Ch

M- 1

-[ (1+ P(/Sn = 2)
k = -M

1 21 (2+ P(Kaze)

o Soit 30 .

asP((Sal = (nqs) = p) (sal = Las

D'apris he loi faible des grandsnombres

him P)1) < (3) =
n -2 +A
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