


6 Sils sont pas distincts aloy

- idjan fa x(i) =
... = C(j)

S'ils sont tous égaux , whore <D = +In

I Soient itj Notons Y = X :
- X] donc Yesture wa

a densité fy u Xi et Xj sont a densité:

D'oi P(y =0 = 0 don P(X
.

- =Xj)=0
Il

P(Xi =Xj)
It yu (2) poices de Xi

,Xj don [PXi= Xj) = 0

(i2j = n

& Pour KEd

Notons J = 21 , . . . ,
h) ic = min Xi

iE] ,

J2 = 3, 14 is] iz = min Xi
.

Par Erre in = min Xi

it]z it]

Tx =Jx-1(4ix-13

Introducisons une seeit (ylyen x3 = i

Fazz fjlk=
=ex

et donc JK = 21 , ..., ab de fjzk+

xy =0

Montrons por ecurrence que
X

,

<Xn
x

,
P(11 : Je = Es , ...,

nb iz = min XiI
jE21,...,ny

x = 2 (js , xj = 0

Xi, Xi, ok

Plu + s) : Supposons que pour 2(n

Vikk42 X 2 L L Xo,x
I ---

2

Don F1K12 s = s = +

Notons =: = in On in = x2 don

iz=min
Xi donc zn & St

et Xin < Xj FjeSaking = Je+



sit! Jut 1 donc Xsn> Xin on in=e

Alors X Xet,

Pun hyp de zéc. Xx? ... < Xein

et comme FILK12 s =En et X Xt,

lonc X < ...Xa Xeit,

Donc par récurence X! L ... Xa

It nous reste in monteen que FIzijan A,

Supposons por fabscue que F :151 ty =5

don E J:03j -

fines
3j-1

= 21....,n3)5'da 2 4
9 = 1

mais 4 des can ij

donc Jj1 don a:* -193j+
absurde

long 12" sont tous distinctes.

Il = 141 , ...,431 donc Fitling :"Esl . ...23

Notons donc o =(v-- A
Oest unique car a chaque pas de construction

ex il existe une secele i ty Xi plus petit

que les autes.



&

2) Normal,

Il existe tonjours -En ty

(X(1) ,
X(2), . . .

.
Xcni) = (Xox, ..., Xin)

On X
, . ...,

Xa sont four distincts
,
donc se on peends

o E)n by Xisi) < ...
C Xokn

Alors o'(1) estindie by Xokil est le plus petit
passi X,

. ...,
Xn donc o' = -(1)

Onecfice o'l) et Xol donc Xo'( est le plu
pefit entre es EX, ,

. . ., X 3)[Xosh donc o'(L) =5(2)

en continuant pareillement, o =o d'où l'unicité.

3 1n) = n ! PISuzo=)=
n !

Donc I suit le loi uniforme discrète de

paramètre n !

& : -> In Gornie

al

/ Xol,...., Xrn Is

= Z ↓( Xol
, ....,

Xrin) 13 =03 + 0(Xz), . . ., Xzin)
5Esnl453 -

b

= 0 + 0(Xz()
, ...,
X2(n) d'après 2 Fielling(i) = (i)

tXz/il = (il

= 0(X(, . . ., X(n)

b) On a (X, , . .

. ,
Xal un n échantillons de je ,

loss

X,,..., Xa
il
pe

Soit o E Su don [FitKeinB oCilEwij
donc avec o nous ecodonnons les X, ,

. . .
.

Xn

d'où Xol, ...,
Youl des V... fous distinct

mais Xosil EEX, , ...,
Xab donn Xoc

, ...,
Tou,ily

don (Xoli
, ...,

Xoin) est em n échantillon.



ECOIX, ....
Xo(n) 1 sz =rs] = ECECPIXo .....

Xoca) 1sz =as (o]]

= San # .....win)Il ... fla de ... decon P=·= Sin # 511, . . .

.
(om) I3z =53 f(x) ... Aloin) decoss ...

decora
-

=%(0542 ...., xa(ai) D4Xas) <Xws)C... 2 XonB

Si < , <... La donc on prend o id

519 !!! SA S

BAXYU C STOn JANYMy,
-
ZtSn est une permutation by

Xz11) < ... <Xzin)

Alors 0/Xo, ... , Xwn)Igz = on
= 0/Xos, ... , Xosal &XIL ...Xosals

Donc en posant y(x, . . ., (a) = 0(,. . ., en) 12x12 ...3

On a $(1
, . . . ,
Xomi) 192 =03

= 0(Xos1, .... Xosa)Lexo ... Xocal

E[(X51), . . . , Xwin))19 2 =03]
= Sin 01051 , ..., Sorcal) Rexos ... <Xosusy

Akos) ... Akcosas) decos ... decocal

Emplacious yp
= PoA)

L
= Sar Olye , .... ya) lag, ...yn Fly. ... flyn) dy,

... dyn

= E[d(X , , . . ., Xa) 1ax, ... <xn3]

I E2(X, , . . . .
Xin)] = EZX .....X=]

=Ell,..., Xin I =]

=I Si Ok, , ...,n) 1 x...ab
f(x) ...

flocalde
... dan

WESS 0(,..., xn) Dax...as
f(x) ...

flocal des
...di

/



5 ECg(x)] = Elg/$(X,, . . . . Kall] on

0 (X(x, . . .

, Xcal) = X(KI

y = q(X,,, . ..,
X(a)

Onwa procèder en plusieurs étapes.

On a symétriele la dessité jointe

↑:
-

On cherche a calculer ElgIXal] = ECOIXwin, .... Xomildaz=n)

= E(g(X(m) = 142=g]
on choisissant

#(X, .
. . .,
Xa) = g(Xx)

ElgIXal] = E(0/X/1 . . . .

,
Xini)]

= " Six glocal (i) des:

= n ! Je......7 kil des:

= n : Sa...- Saf y(x) +(1k)11
**

dx
... dx

[x Pr+1 ... [)n
<

avec<(r-(x LCkH

= n : Jegatha emilde....)conc...
*

x,

Residesex...depa

1
n !

-inte ** Fde
*

-: M1-0 ,
271

* "

=il !M(c+C
**

=

Ik-1) : In-11 : SinY /3-0,
371

*"

M(Ex ,
+01)

**

>

Donc la densite de loi de Ximlest<1:
M/T-01"Mo

*

flod



antiement(0.23)

x+>
n' * (2x , 231""flF n X ((x , 131

*

" f()
->
Betallin)

0 : (n - 11 ! = d 11 -x(4
- 1

f(x)

x -->
n !

* (50, 7) x ((x . 23)"
-

27()
X(2)

1 : In -2): 2= n(n-1x(1 -x(
-

2 f(x)

51 jeud
- y = X(2) - Xsel

main X(2)
ELglY)] = Sydpy = SSy Nex PX) acce X2

=

Dudclese - !
y = 1 - 3/

Y50 - 31 y -x = 0 => y = x,

E y - x) = 1 = 3 y = 1 +x

=> y-1 =x ,s
fi fr sont les bisde Xi et X(2)

Y = X(2) -X()

est a densité

n - 2

fx(x
,
X(2) : : (2) = n(n - 11 n -x) f(x)f(x(2)
Immeu

72
x,

Xi
...., Xn



Elg)V-u)] = /gla-u) Ex , x)
laudade

50, 132
d , = 1 - 4

d = v - 4 do = 0 - 4

=- v = d + 4

S'I"g(d) Exc , x(2) / ,
d + ul dadd

=J'" yiel Exi
, X121 1 ,

exul du de

1
D =SIndIE : OL41110cd < 1-u}

- & (n ,
d)E : 0Lu < 11 d - 11 - 4

- a + 1 > 4

= (41-d

so02d 1dL

= So
.
" gld) Ex(1)

, X127
/ ,d+uld a de

-logial)_Exxidleen
&

nin-111-d-u/"-"duJo

y = 1-d-4 dy = -du = du = -dy

=-Inin-lyd
1- ch

=[n(n -1
= -(1-d) = foll
-

Betalfin)
o) X(1)

Ax
,(ex+>

n' ↓ ((x , 1])"" = nX((x , 13)"
-1

0 : (n - 11 ! =n(1-x)
-

X(2)
Ax(x)xk->

n !
* (50, 7) x ((x , 23)"

-2

1 : In -2):

= n(n - 1(x)(1 -x(n
-2

fx(x
,X(( : 32) = nin-111-el

" - 2

# Axi(x) fxk = a (n -1)x(1 -x(2 - 3

Don X(1) et XIII we sont pas independantes



9)
↑(X = x

, 1X2- Xi =d) = P(X ,
= ()P(Xz - X, =d(X, =x)

= P(X ,
= x ,)P(Xz = n +x, )

fx(n
,x(2 - X,

(3 : %) = fx(x() fx(2 (y +x,)

=all-34" f(x) n(n -17 (y +(1 -x ,
-g(n

-2 f(x + y)

= n2 /n - 1) 1 - x ,)" (1-x 1
-g(a2(y +x . (f(x)Apx+y)

=> fx(x)(x) fx(2) -x((9)

Don X11 ef X(2) - X11) me sont pas independantes.

ag Diaprès ) Xiul Seit lo loi à densité:

#ilI: M/T-01"Mi
*

flod

On X , , . .,
Xn i Unif) 20,

13

donc XII suit le loi à densité

xl-> n ! ↑(10./
*"

x1( , 271
"*

110
,
13/

IK-11 ! (a - 1) !

n !
=

1-11 : In-1):
**
11-x-* [10

,
12/11 ~ Betalk ,

n-k +2)

n !

e E[Xn] =

IK-11 ! in - 1!
n !

=

-
:deSi-*-

d
THERE IS

n !

n !s EASIER WAY

n !

-n !

n -j+ 1



E[Xal] = imm-dox* (1 -x
-kdx

Jan : = Jock, 1 -xn
-kde

n -k

So'x *
(1 -x)dx

u = 1) -x)n
-4

du = xkdx
v=

du =

- (n -x)/ 1 -x(
-k- 1

Jan /1- x
*

exce
Inn = Soxdx=

Jan =I In ..=(a + 1) !

( - k)! k !
Don E[X]= -m ! (n +1) =

() PlaX1x = t) = P(Xin= ) = 1 - P(X) <

= 1 - Fx()

=2-
~- **

11-
**

de~EIn -3+

Donc VI , P(nXzt) = 1

Doncheux 0

p(X(n = E) = P(Xi = E)" = ( - z)" -> e-t
1 - ta

Fxx(n) = 1 - P(X(= ) = 1- ext donc Xi cr.

vers la boi Exp(1)



si
Sult =P(nX(2) ( t) = P(Xm) = E) = P(X: <P(Xi2"

= = ( - z)"m= ())(1 - E)"

n - + (1- -> 0- n -3+

->e
- t

↳ n -7 +0

n -+00

P(nX(2) =+) = P(X( = E) = 1 - Fx(m)
E

= 1 - So ain-1(x)(1-24-2 de

(P(aXz) = t)) = (1 - C
.

*
n - 11x(1 -xn2ax)

=- n(n -e))1 -E(1 - E)-
=-(n -1 11 -E
~ - t(1 - En

- 2
-> - tet
n -> +=

S(t) = him Sult = Scol + slds = 2 + -sel

= 1 + (e(1+s))t-
= 1 + e

+
(1 +t) - 1 = e+)|+t)

Donc PlaXizizt) -> e
+
(1 +t)

donc F(t) = 1 - e+(1+t)

F'(t) = te -
t

-

>bon wes
annen e

n !
2( +>

(2-11 ! In - k) :
x

* -
11 ->

-M

Swin = Sot
*y - +)

n - 1

-
= Ja + 1 ,

n - 1
In + k, 0



P(uXin) = t) = P(X(1) = ) = P(X E) = 1* ima :

2.
* - 1

j1- x)"*

= d

brin = 1. * xk 11 -x"
-*

de

n -k

n = /1 -x dv - x
k - 1

du = -m - x)/1 -x(4
--

v=

JF
.
n:-x- +--x

--x

*
Il -En

- k

= (
*

( =+)"(n1 *

= /" (e) *

p(X() <x)= = P(Bin,

,........!
I K

-

-
1x

posons x = I

P(X(x) = ) = 1 - P(X(m) < h) = 1 - P/Binl,) < #

= P/BinIn,k)

hin P/BinIn,k) = PIPoissolt

Lim Plant) = -P)Poistk = PlPoistk) =-et
= P(Gamma(k , 1) (t)



il
Pois(* 3

Intuition

istmas=Pe
Gamme

b) ~ Expla)

Iil m:
M/T-o"Mi

*

flod

n !
=

In -1 ! (n -Al ! 1 -e-xk
+

, e
- ax)n

-

4 ae- a

⑮ ETXin] = 1** x,
-m :

11 - e -xx)
* -

(e
- ax(- e

-

2xd

=
n !

a 1
+

011 - e<
A - 1

/ e
-xxn

- n+ 1

dx
CK-11 ! In-1) :

t = e
-2 t

+
= 0

1
n !

dt = - xe
- dx

t8 = 1

= c di=Edt

e
u = fn

- k du = 11 -t

(1 - t(k + 1

du = a-G()
- 4 - 1

v =
-

k + 1

3= I
k+ 1

,
n

J
. n

= Sos1-t = (-11- =



n - c + 1 n - K n - k - 1

Donc Jx-1
, n

= K n + 1 k + 2
.... - util

=-

In-A+1.

Don E[X] =--a) :)-

In - a+1 ! /k -11 ! (
(n + 11 !

=

n - k + 1
=- =-n + 1

⑯ X(e) est i densité
n !

D +->

In -1 ! (n -Al ! 1 -e-xk
+

, e
- ax)n

-

4 ae- a

n !

=

in -1 :
(e - 1x)

-

de
- 1

I nx2
- anx

~ Exp(an)

n - 2

1) fx
,X(2)

= ain-11 Melc+od f(x)f(xz)

= n(n -1(e-aya
- 2

d'e
-dx

,
- ax2

Posons V =X(2) et th = X11

Ely(V-u)] =Jy(u-n) Fair Inold new

=S.Yu-unin -11(-ja
- 2

d'e-d-auladeE

= ani-11 So" gir-ul(e-ar)"- an
enerC

d
+

= + 0 - u = +0

1 = v - 4

I Id = 10-uldv = ev

1= 0 - u = - 4

- x(d+u)
- xu

2
= anin-1l 1.. gld)/e

- aldful)"
-

-e
2 dida

al +0

= Linca-1l Jogid Ceaietuya-s-aldeal ean suedD = ou C

- chI 12 + o
= x nin-11 10 gld) Into e-a-ulde-a-ziu-ade-an -de lade

-d(u +s
=a min-1) lotgilles-dJe nead

OLd( +o

j



10 decou = -etfedl-I d pos donc
=
eda =

= In-11n So *gille-de- a da

= in -1) J.y(d)xe-adin-11dd
-adla-1)

da= 1.gate
donc X(21 - X(1 Serit Exp(x(n-11)

⑮
P(o -u =d U =u) = P(V -u =d(x =u)p(u =a)

= P(V = d-u(u =u)p(u = a)

p(r -Ked1 Ver) = PIV-UEdIVEr) plVer·t= P(UEv-d(Ver) PlVzr
-

can e es,

fx(x
,X(2( ,, (2)

= nin - 11y(xy +0()"
-

2 f()f((2)

= n(n -1(e-aya
- 2

d'e
-dx

,
- ax2

fx(1)
, X(2) - X,,

(x ,,d)

= fx(1) , x(2) (3 , d+sci) = n(n -11 (
- &(d +x ,))" awe-dy - ald+x)

- a(n-2)( +x, / -xx, -x(d +(c
=amn(n - 11 2 2 2

= 22 n(a -1) e-x1n-21d e-a-21xe -xxe-de-a
,

=an(n - 1) e
- a(a-de - anx

=

an - 17e
-
c- id

. <ne
-ans

= fx. (x. ) fx(2) - X( ) /d)



Donc Xc] et Xc2l-X111 sont independantes.

B)
Supposons que Xir) = 0

Notons
pour 1kIn Ym = XIKl - XIR-

On cherche Je culsuler fy/11, . .., Y(n)
ef monter que

fy(11, ...,Y(m)
= fyc

. 1
· fyses ...

- Fym

Soient s,...,n E/R +11 + y x, x27 ...
#)n

Ax(1) . . . .
. Xi ,
K , ..., xn) = n! Aki) = n! e-ci

-

posons Y:= Xi - Si-+ = n ! xe-x :

=
=-j

don Ex, ...,
Xin...., )

= nid-2
-, - i+

1

C= fy
(,, . . . ,

Yously . ..., yal

= ninity L

D'où Ye
. ...,

You sont indépendantes

et Yoil ~ Explain-i + 1117




