


Exercice 5.
1

1 . Act B sont Lebesque mesurable entant qu'in interable ef

Union des intervalles

2. X(A) = 1 - E + + = 1 - 7 =

x(B) = = - 7 = 2 = 1

x (AnB1 = ( - 3)+ ( - 2) = 5 - 3 = = = E =5
T

↓ (AUB) + ↓(A1Bl = I

(A) + X(b) = 3 + t = 1 =
NAVBl = 1

3. /AvB) = J/AlnBI/UBLANDIV AnB)

BIBIA) = BI/BIA) est mesurable car A et B le cont.

Oor

MAUB1 = X(AL(ANB1) + X/BIANB) + X/AnB)

=X(A) - X(A1B) + ((B) -((AnB) + J(AMB)
= X(A) +X(B) - ((A1B)

On voit bien que AllAMBI UAlB = A qui sont disjoint
l'oc ↓CALAMBI VA1B) = XAIANBI1 + X(A1B) = NAI
10 XAIAMB) =d (A)-(/A1B)

Identiquement pour BICAMBI

x(AVB) =X(A) - X(A1B) + ((B) -((AnB) + J(A1B)
= X(A) +X(B) - ((A1B)

An B:2x : xEA et xEBS

Alb = x:EA et deph
=p



Exercice 5. 2

2
. EEPIR) 1 : E-> IR

et g : E-> In qui coincide pp area 7

montrer
que g est mesurable.

Commede Completue) : Si XCIR est de mésure extérience

mode , alors X est mesurable de mesure nulle.

Soit B +g
* (B) = 0

Joit A
,

** (A)=B) +ABY

x
*(X(0) = 0 can AlB (B

donc*A/B) = (B) =0

** (A) => 4
*(A1BY

et x
*(A) = x(A1BY vr AlB CA

lon **(A) = x
*(A114

war
**(A) = *(A(B) + X

*

(A1B)

misurable.

-donBen
donc 1"IA) est mesurable

&
*(x E : f(x) +y(x)3) = 0

(xzE : f(x) fyk)] =: 0



g
+(ja ,

+02) =y(ja ,
+01)1IR

= g
- 1 (sa

,
+01)1/8v0

% )

acto1)15/V) g/a , +01) 18%
mesure nulle ↓par defde
donc me surable

oc)15)VImes
d'en

un mes = 0 me verselle

Donc g"/ja s+el) est mesurable·

2. (1 => (6) diaries In

(6) = (a)

On suppose350 1/49/H(7-g( is 23) = 0

UGe/17()-guilh = Gx) f(x) +g(17
nE/N*

ercice5 . 3

1. Soit AEE IREC can 12 =0 est linomorable

alors o est dicombrable
on t'est dirombrable

A est dinomorable on (l" =A estalinombrable

Con Ac 2

Soit une famille /Aninzi dicliment de 2

Alors An est dénombrable on

li An)" est disomocable

"GAn sit ya an monet

un An dinombrable

alorsu An lénombrable

sit mig a aucune partie lecombrable

An alors EnEsiv An est dénombrable

d'ou e An est dinombrable .

Alors I est une tribu



2. Soit Act

alors Aust dirombrable on A est dénombrable.

Supposons que of est dénombrable (sive n'est pas le cas ,
aton

A est dinomorable et on ferr la preuve identique pour

Ac) .

A LIR. Or J est un tribu engendré par les parties
Finies de 11 aloes Se on prends une Zumille quelconque
des Finies dans In Ion 51 L Enju

(EnInei NEIN

donc on peut trouver une famille (Enines dans J

↓ U En = A.
RE/i

et on Al = (Vei En) ex

On celazeste vrai dans te cas de A'dinombrable
donc &C J

5 est engendré par le parties finies. Notons 2

l'ensemble de toutes lesparties finies de li2. On unepartie
fini est aussi dénombrable Conc EC2

J est l'intersection detoutes tribus qui contiennent.
On2t donc JCt .

Don 5 = 2
.

+ zbu
3. 5B can toute partic finis appartient an Bozelient &

J0 , 15 E B n'est ps dénombrable. ·
⑲

30, 192 = 3-0
, 07011, test n'est pas rénombrable.

&

Doi J0, 12x2 =5 don 53XJ 8
U

. Soit f injective · Alors #x ,YER ty x fy

f(x) + A(y)

· Supposons qu'on munit f de tribu x
i

In

·soit AC5
· Supposons que test décombrable

Ialo A"Al l'est mussi hee of injective donc
-

1
"(A) est mésusable .

&

· supposons A n'est pas décombrable
,

alors Al l'est

↑7(A) = 1- (AY denombrable Mon

AAKE5 don A'AI mussi donc

AAAI est ausse mesurable.

S Donc fest mesurable



5a f(x) = 202 u +j- 0, 0]

xt 30 ,
+ 0[

Alos 203 est mésurable lans B et J

mais

7 "(203) = 3 -0
,0)EB

* J

Exercice 5.4

2. 510) = 0 can a *

Soit (Enintiv d'éléments de L 2 a 2 disjoint

En) = 0 si FneIN aXEn

siatU En aloes FIFEN
,
atEr car

ne

En 2 a 2 disjoints donc JulEx) = 1

FnEN12k3 X/En) = 0

D'où JalnEn) = 1 =JulE
2

. Sin FieldJak = fa

3
. Soit At L

MIA) = 1 SiEA et 1 A

E E bi (1@Ae + 1 *A)on (+** et IEA)
O Si -IAet 1 # A

.

Exercice 5 . 5

1. X(A -n)1(0 , 1) = X/A120 1 1 +n) EneN

donc /Al = X/U Ancout) A 20. 12
nt2

=Ann 20

2. Si A-n)1201 1 était deux a deve disjoints ,
alows on an exit

X (V (A-n) 150, 12) 11 can FnEIN (-n)120111 <[0, 1

nt 2

mais On a 4 /0 (A-190,12k/
nt 2

Donc ils ne sont per deax a deux disjoints.



3. 7 men +q x = a- m = 6- n

= a - b = m -1tZ

1. [4 . 53 26 . 33 , Genuay ,
N

2
.

7
-(n) = n - 2


