


Exercice 1

a Po=

-Px,
Pour fout K

.
Peresit comme me comb

.
Sin

.
de th Famille

EX, ...,
X

* 3.

Puisque la famille des monomes (Pj/jt10, EB est libre (L'ent une base de li[X]),
le coefficient devant X

*
dans Prest non-m

.
Donc on a bien

que deg(Pr) = K.

reg(Q) <K => (Q
, Pr> = 0 · Par construction

.
Prest orthogonal

an sons espace engendre par
les recteur présidents : Pr & VentPo,

, .., Pr1
comme leg(Q) < K

, conc & sexit comme une combi lin
.

des Po
, ...,

PK
-1

don on a bien LQ
, PrT =0 me QtVectIPo, ..., Pr.1).

6) Soit Qu: * Pr .

On suppose num et on calcule

1IQn-Qm/l = IlP

11 Qu - QmIl =P
the

en
on a que "Pu-QuIl=12

Comme IIPall = 1
,

on m : 1IQu-Qul=
+,
(**

In série converyl, lonc lo secite des zestes tend vers O.

FEXO
, JNEN ty En > m>N +ylIRn-Qull < 2

Ainsi
,
la suite IQuInEN est bien une rite de Lauchy dans IIR(X]

,
11 : 11)

1
. Qu Q R[X]

On vent my him (Qu
,
Pr) = <Q

,
PK

n ->tes

Soit KEN < QniPr > -LR
, Pr) = LQu-Q , Pr)

,
on soit que

him 1IQn-Q1 = 0. Par Couchy - Schwarz,↓ te

1 <Qn
,

Pub - <Q ,Pas EllQu-QIIlIPell
= IlQm-QI20

Don on a bien Lim LQuiPas = <Q
, Pr> pour 12 K

n->y

Soitk =dey/Q) ,
soit KIK

,
on a LQ, Puy = 0

Donc <Qu ,
Pr] = ZziPj

,
PK)

,
comme nos IPm) sont outhonomes

, on a

que < Pi, Pr) =020 wik+
nik = j



Ainsi
,
(Qn

i
Pr) = 2*

Donc
, him Lan

.
Pr = Q

,
P =

22 resiste pas de REIN tel que 2" =0 ; donc erespace (IRIX3
,

11 .1)
contient des secites de Cauchy qui ne convergent pas dans lui-même.

i . e .
il n'est

pas complet ,

ce n'est donc par un espace de Hilbert.

Exercice 2

2.
2 LIR Gornce

,
2 :J-> 12 mesurable of wit?1

,
[E]

2 15 .
w) = GlassedetoniopeutH)dx(t)) +

2 +0)

1. Montions que [ir1 .
21 < 22 (3).

Soit Ft[13 ,
2)

,
alors /by /FH dict)

*/Je/FER ectreses) =
< +/*)

-
1/

donc 7 = 22/3

Soit tiy tII]. W) ,
DER . F+by est meserable can fet gte cont.

(y(f+g(t) ((((((t) = (2(7 + ((4y| + 21x1(g)(f)(ad/

= So 111"wdx + 1x12(1g12x + 21/219117184
- J

L +A -
c +-

to dernière integrate est J /Flat · lykid)
↳

(** ) =(/7/24) · /SelgRweys
can inégalité de Cauchy-Schwazz dans (in /3)

Lette quantité est finie our hypothèse se f et y

donc (A + xy) + 22/3)

Soit FEIPR1] , 2) · Par 1*1
,

on a que llEllzEllfllm

2. Soient F,y Li 15 .
201

, regendous <1.y = = Jy High/2(t)d + (2)

En module
, on a donc Ig/f//g/2 et

par
1** ) cew est inférie à Sy 17km IgletsElle 1/gle

par Cauchy-Schwazz.



L ., > est bien difinie
,

montions que c'est an P.
S
.,

iffant verifiez : - linarité a gauche lok)
- symmétie 10k)

- Definie positiveIOF/

3. Montrons que Li2/5
,
2) est complet pour 11 . Ilm

Soit Hainzin est une site de Couchy dans fin 1,
w)

#2xo, FNEIN, Ep , y
2N, lifp-fyllo IS

i. e
. S2 (fp(t)-fy(t)12Wildd't 2"

"S
3 (fpAtiWItI-FgIlWHERdiSel 132 cons to serite (fa wil est de

Cauchy dans

converge marsmeWa que I est complet, cettesiteet

1) Montrons que Ifain cr . ress Elars /Fin 13 ,
21

,
11 · 112)

(A) - 12/3 , w

seance?
-

On
pose f:= qui est bien definie can o

1 LE2 13, 21 res Je AstRWitt

=Sy1gitildx/t) < to

De plus Sy (fn(t)-f(12 diff

= Sy /Fuit)wift - Asteristild :Iti

=11Enwt-fall 1
//

->0=Ilfaw -

y()[2213) n -> +s

-> 0donc 11fn-fllw
neto

donc (Fulne converge vers AELK
cons/L1 , 2t , 11 · 1121

S Soit PER[X]
· dey(P) = n < +o

P(t)= ajt (P(t))= laj It

1P(1-lujtil) -
>Malaj HP
P

par Couchy-Schwarz



lIPIw2 =2 PHRWAdintil Hypothese
Donc IR(X] a Lin1 ,w

Onpose wH = Tel et C = J-1, 11

Soit KEN , montrons que
: Je lwHidest) < +e (*)

te8 = 3 - 1
, 1

(x) =J N On
pose

te changements de variables to sin D

dt = cos OdO

Donc A) =S Isin0
*

Los(0) 10 avec 120s41 = 2020 serz]-,
120s(01)

(*) =in 10
·
O2 Orckind" est Source

par 2 sern 7-L

don (*11 no en Donc 1) est une integrale convergente.

55 On pose ma = Se twildY)
,

Mm = /mij)oxi
,jan

Elln
+,
(2)

Puisque pour fout (i
,j) 10, nB

2

mitj
=

mixi .

Mest symétrique zielle don diagonalisable
par te theorime spectrale . Soit1 on 1 = So, ...,

in

M1= Rijmitj

-Tit Jetest dist)

= 10Didit WAI TH
= I(. iti WHIGHI 20

Soit QH := it

On TM1 = OEIQId = 0 mais 11 : /l esture norme donc Q =0

si 1TM1 = 0, on a KitCo, D
,
7 : =0

donc F10
,
15M1 < 0

T
defa .pose



On pose In = det Un
, prisque Un est lingomlisable ef définie positive,

see values
peoples sont strictement positives,

donc Ando.

2

I Ia) Polt)= et Palt)=mCe
Pr(x) = ajX . Soit neN,

E

LPn
,
x

*
> = (PnIt)tYWHdbt) =EnA

<Pu
,
X

*
)=j mit

I Soit ALA amechE

Or peut interpreter aj comme le déterminant le La sones -motrice a laquelle
on aretranchée In crièze ligue et en (j+1 lene colonne.

m .
- .

.

metDoi : <Pa
.
x=su.

~

I↓
-

--
k+n

Ainsi
, siIn ,

la decriete Ligne est identique in I 1+ serve Ligne,
loc le déterminant s'unmule etPn

.
X* = 0.

Sik = n La Leinieze ligue vant Imm...., meal

Pan définition ,
(Pn

.X)=defil)=s
&) Par définition de Pn

, deglPul1n .

Soit Kuni deyiPe) =. Pu(x)=X
<P.. Pr=in,

Xi = 0

Montrons que 11 Pullo =I

"Palim = Je /Pat))2Stl d 1 (t) < +o

On a liPalm2 = LPn
. Pub =Zj <Pa ,

Xi <Pn
,y)) = 0 2 jan

= An LOn
,
X" >

·
In-

-= 1



Donc IIPullm = 2

Exercice 3

2 My 1 est
"

! Titl dith est continue con o est mesurable de 10. 13 dans 112

Ainsi
, Fix + 1 gHld (t) est Co; IR)

Par continuité de F, f(x) = a + Son gtld(t) = a

Bas My 2 /20,
13 i (R) CU

Soit fe2'/(0, B ; /R) soit a EIR
, on m

f(x) = f(x) - 1(0) + f(0) = f(0) + 1 FAId(H) , en posant a = flo)
,

on a

f(x) = a + So
*
f(t)dy(t)

F'ELYr(10, 11 con El est continue sun un faire donc elle est integrable.

8 U'c 2190, 13 , 122)

Soient FAztH,
XER

, (f. + x 72)(x) = f, (x) + u fux
= a, + Sogesticst) + 2 an + Soageltidt)
=ao + Jo" golt) &blt I avec 90 = a , + xa = EIR

et go = g, + ag2

EL (20, 13)
Ainsi H' est bien un sew de Cl20,1, 122)

3) as My 2. , 7 : 7 1 g + #10g(0) + 1? DIAIDIG) dx(t) est bien définie

Soit fiytHc ,
D(Al , B1g) - Lin (20, 13)

6 18171St) Digit)IddIt) - SoBlyIHI2dDHI SoBIFItIdIH) 1 to Om inégalité
dece et e

My < ) definie un produit scoloice enchidien
My (1) est finmile is droite.

Soient F,g.
hEM, XER

, My <1, y + h) = < A
, g) + X <fin)

(f
. y + 1h) = f(0)(y(0)+h(0)) + (05(7)(t)(51g+ah)/t)((dx(t)

= f10(y(0) + f(0(h(0) + 10 517)(t)(51g((t)+ x8(4)(t)(dx(t)

My Best linive : Soit J,
hEH ,

XEIR,

1
*

Oly + +h)(t) Milt) = ( + 1h)(x1- + &h/10) par definition

(y + +h)(x) =y(x) + Xh(x) =y() +(&(g)(t)dx(t) + &(450) + 10OChedy
= y(0)+h(0) + 1. D(g)(t) + 101h1st) dist)



pou unicité de Blytih) ; D(g+ih) = @(g) + 10(h/

3) as Soit FEU,

(71 7) = f1012 + 10 (DIAI)Mit) 20 (ran +20120 et 1. (1) exH 20

(11 7) = 0
.

On a f(0) = 0 DIATH =0 pom presque tout te20, 2]

Ainsifest constante presque partout ef Fest 20,2) donc F= 0 en 10,17

6) My l'est Hillection.

Soit Anintir une secite de Couchy de 1

Soit 330
,

soit N2EIN
,

Ep,gzNy , l1Ap-Fall 3

LAp-7g
, Ap-ty) =

< App +22fp, - 19) +hty , fy
·

= (fp(o) - Fy(0))
2

+ 10(817p(t) -81fq)(t))dist) <22

Ap(o) etfyld sont 2 termes diane secite de Couchy in values dons IR

Militir definie par un = fuld donc (Milizir converge vers un exet a

De même
. Oldplet Etp) cont les termes diame serite de Cauchy de Linko. 13)

18 Hullneiv esture Serite de Cauchy de (10,13) qui est

complet donc (81Fullnei converge vers are Limite <Li /10,13.

Ainsi,
f(x) = a + 10 y(t)d(t) est un candidat pour le lincite.

FEl' can ge LYz(20, 13)

Soit 230 , 0.42Ns

117p-Fyll = (fp(0) -fy(0)2 + So (017p)/7) - Effalcollext) 2 22

hy- +0 ↓ 9 -3 +0

(7p(0) - 1soll" + So'(017p)(t) -y(t1)dit/

= 11 fp - 1112 - 22


