


Exercice2

I
.

i) tout élement de Lw appartient à L

ii) e. V.

il Soit F . g
< Lindw) et DEM

02 Ete] WH11 long Fte] (f(zll" Witl < lFstl 2

d'on SHf(t) = SCIASHIRWI L +-

l'oci ft[1]) donc [21] ,
wi < L* /31

ii) 111 + ↓gly = (g17(t) -XglWildxlt)

-
> (((((t114 + &" (y(t117wildt

*Pw(t)dist) +↓elystwstlt
[ +

donc 1 +y 22 13
.
c)

donc Liliw) est bien un sous-espace restorie de Lin'))

11 = (SARwe)= /Sc/ad)

2. Soient figt[21],w)

(1,y)w = (jf(x)g(x)w(x)dx(x)

-(c(f(x)(g(x)) w(x)(x(x)

-
> (j(f(x) + (g(x))

w(x)dx(x)
2

= [((f(x)12Wildxt) + [SglyIXIPwixId(X) < to

Con Les deux intégrales sont finies un

f ef g appartiennent à LilS . w)

donc cette application est bien definit.

(t
,y) = (jf(x(g(x)2(x)dx(x)

2

= (s y(x)f(x) W(X(dx(x)
= <y, 7)~ dona 2-, Im



Soit MER et he LEIiw

(f+ xg ,h(= (c(f(x) +g(x))h(x)w(x)1y()

= (
, f(x)h(x)2(x) +xy(X(h(x)w(x(d(x)

= (c f(x)h(x(w(x(dx(x) + (y +y(x)h(x)2(x)dd(x)

= (cf(x)h(x) 2(x)(x(x) + +(cy(x)h(x)w(x(d)(x)

= (f,h(m + + (9,
h)

(7
, 73v

= (yf(x)(x)d((x) 20 m (x) f(x12 0 ef WISko

De plus ( 7(x1"wixid) = 0

(= f(x)"w(x) = 0 p.p cas 715/2(x110
E) 11x12 = 0

p
-p u w(x) = 1VX]

Es f(x) = 0 Pop

D'où < 1
.73 = 0 E, 7 = 0 donc 4, > n est

bien un produitscalaise endilien bien définie.

3. /Lir/Tiwl , 11 . 1w] est un espace prlibection can se

nomme est mnie dir produit scalaire . Donc , il nous reste

a monter
que

cet espace est complet.

SoitAulnti une secite de lauchy d'etements de

L213 , wI donc

52 >o IN EkieIN 1lIr-felle E

On LIiw/ estam ser de Lir1iw) gri est un exace de

Hiffest
,

donc 7 ge LTR/3) ty In&
i
. e FSCo ENEN FazN llAn-glI2

Soit 330
,
don on four N& EN associé, soit

n2 Nz

117n-g112 = So (7n(x)-g(x11d(x)

Slimseptawidt - him sep
donc en = (Inds est une secite lans In qui est

complet



Conc Igwly to donc ye LBw donc [13,
w)

est Kilbert.

y On
suppose you J = 3 -1, 12

,
FXJ er(x) =12-x2)

L
=

1 - x2

Montions
que

FREN, (HwldstI < to

& Il wstldx(t) = CgHti
2
(d(t)

#+ 2

L

Ja in
dise can #te] It* 10, 12

= I dt

F+
2

= Cacsinit]
= mesiniku) - accsenel) -- acsink

R"->1

-> E - (-E) = M
12 ->

- 1

Donc c'est bien un exemplee.
-

- -
-

- -

--

Soit P/X) < /R/X]

i . e 7 do....,
ant 12 t

P(X) = anx+... + a2x + ao

So(P(X)12 WIl dICE

= /slanth+... + act +aokwld(t)

= Is Dant4+... +(. +) + 1401)
2

w((dy(t)
=> Jo Ilent" l+... +a,El) "(ditl +

2s Plantl +... + (a.+) (40) widdt) +

Newstdl
Vérifions
J (lent"l+... +a,t)) "(XItl +

2s Plantl +... + (a.+) (40) widdt) +

Par Exercence
, supposons que pour

new Fao, .... an ER

anx" +... +not[1], w

Montrons que cela reste vai pour ntl



Sellant") + lant"l +... + MokWild, * 1

- by lanest
*12 2(t) ex(t)

+ 23y lan-t
*/(luntl +... +ol)/t)dx)t

Ment/+... +Hollenseldst)

2 +o por HR

Iglane,
**1 WHINNE Se la &2

*

Width < +o
par lap

& 1Qn +-t
*/(lunt"l +... +ol)(t)dx)+

belane , anti+) +... +1not
**10 CtId It /

/"lade +...+Col, Il est
L +0

Donc Quest" +...ho E L2/] ,w donc par
écurrence on a montie que PRIX] <LIS . WI

5ayan esture Patrice de Gam des recteurs 15, .... th)

Soit 140
...., Mal E/n

+

-
=in]

PHt) = Go1 +... + ant"

21 . 100 + (1,ta , +... +I.EnaMai
= I

w

:
su

I = act)destes
a

(tn
, 1) no + (Enit]a

,
+... + LEn,n]an

= Decords + Setaon , wdx +... + Standow (x)
+... + /Stuloanals +... + Statuananwdst

=

(P(t) , PAKor
= JPAR WeddSt

= S11 + a , tro +... + mount") + 1001at + aith + auta, tit ...
+anta a . til

I
+... + 1902ant" +... + antuntallWAldbit > 0 -p +0

Don Unest définie positive ,
loc toutes see valeurs

peoples sont non valles spositives). On le déterminent et leproduit
des valers propres donc In + 0.

es polti = To
2

↓ .Pat =Mini I

#s.K



Soit PnH= at donc a=in ) etc

Soit KEN

< Pa
.
X

*

) v =Sujtt 2Hx(

= IsH
=ZaSet
= mjtk

I Supposons que In

<Pa
,
X=j Sirenmardi

-
Si man alors

=
1) Soit<n

LPn
,
Pr)=P=

[PniPa
= a< On

,
t")

=a= 1

Donc P
. est bien une famille outhonommée su [/], w)



nurcice 3

2
. a + gt [2190 , 13)

fx) =
a + S20

.
xy(t)dy(t)

02 ye ( 110, 12. S20
. 12 gHdit) L

donc (20
. 12 gld(t) < +o

Si on pose C =

essep lyl

alors /Soning g'tddst) - ScopgHdt))

= (((x
,
x +hyy(t(dx+)) 1 ((x+n -b) = Ch

Donc H /201 gitdi est hipchitzience donc continue.

Alors& est continue su 2011]. De plus

f(0) = a + 190
,
039't) dit) =& n 100 03 est de mesure malle.

2) Soit he (410. 1 ,
/22) Donc #X2011

h (x) = h(0) + 9h'(tdNt)
O2 h continue sen 20, 13 donc hadmet une valeu

pour h(l donc h est integrable ser 20.
17 .

de Mus n' = Lin(0 . 13/ un 10, 17 est bornée ethi

continue. Donc ne Il donc

c'120 ,
13 , (2) 24/

Diopees b) U 22/20, 13
, 121 donc it noves exte

in montien que
l'et un espace rectoriel

Soient te
.
2 +l' of 1i qui sont definit comme suit:

f, (x) =a
,

+ (20
, x) Y,/diti

f2(x) = az + fo
,xjge(t)dj(t)

fe + x f2(x) = a ,
+ az + So

,x)91/t) +y2(t)dx()

02 LE2190, 13) est un espace rectoriel , y.
+1gz /03/

Mons fit 1fzt HI donc c'est bien en ser le 2190, 12 , 12/



3 Scient h
. F,geU, XER ·

(fig) = f(0)y(0) + (c0
. 1

DIO1g) d +

120
, 1 01)Digid So

.
A +819140

2

& on cette application est bien définie .

< A
,y) = f(0)y(0) + (90

.281FHOlgistIdst)

= y(0) f(0) + Sco
. 2 Oly(t) Dif)ctldst/

= <g , 7)

Donc cette application est symmetrique

LA + x g ,
h) = (f(0) + + g(0)(h(0) + Sco

,,y0(f + +g)(t)((h((t)dx(t)

= f(0)h(0) + (y(0)h(0) + (20
.
81711t)812)(t) + 10/glIt0/a/ltidy(t)

= (10)h() + ( y(0)4(0) + 990
..201711t@ItIRD) + ↓ Sco. DightIDIhIIdCA

= <1
, 43 + ag,

h)

Donc cette application est bilinéaire.

(f, 7) = 110 2 + (c0
. 1
F(t) dilt) 10

(7
,
7) = 0 = f(0)" + (90..7f(t)"(y(t)

= 7 =0p .p

Donc c'est bie un produit sculaire.

6) I muni ce produit scalaire que nous donne fo thoume secrivants

EfU2
, 11111 = 7101 + 30

1 12
%1 dd)+/

Don et un espace pie-Villectient.

Soit (fulnesiv une secite de Cauchy d'éléments de H

: .e20 INEN Fr
,
eIN 11fx-fell

Soit 230
,

donc ontrouve Nassocié, soit,In

1Ifr-fell =fa-ne !
"

+ Sco.. (Jult-yetilMises1

(*) Donc (2-ael 23 ef Sco/get-getildit



Donc on introduct les secites : (anini d'etiments de IR

InInesiv diéliments de Li920. 171

de la façon que FREIN
, EXELO,13 ,

FnIX) =an + 120
, 13 galtidye)

D'après (A) les deux secrites sont des secites le Cauchy.
On 12 ef L 100, 13/ sont des espace complet , donc

an -> El gngLin 110, 13/
n - 1 +s

Cond An -> 7H ↓
g
EX + (0, 17 f(x) = a + (20

, xyg/t/d,4+/
n-7+s

Donc toute suite de lauchy admet one limite dans [10. 17.
don c'est bien un espace de Hilbert.

Exercices


