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AVANT-PROPOS
Ce document proviens des notes de cours d’Inférence Statistique prises par Yehor Korotenko
aux lectures faites par Madame Marie-Anne Poursat. Le document contient toutes les définition,
théoremes et les preuves mais peu d’expliquations, de plus, les notes sont assez seces en soit.

Ces notes doivent servire plutét comme une référence ou un rappel rapide (CheatSheet).
L’utilisation est conseillé avec les visites des lectures. Ces notes peuvent étre retravillées et étre
complétées en livre complet mais rien est promis.

Table des matieres

1 Introduction ...ttt ittt it iettieseeeeneeassonsonseassnssansanns 3
1.1 Evaluation .. ... e 3

1.2 Modele StatiStique . ... ...t 3

1.3 Estimateurs .. ... e 3

1.4 Risque quadratique ... ........oi i 4
1.4.1 Exemple : Modele de Poisson ... 4

RS 704153 151 72 0 U PSP 5
1.5.1 Exemple : Retour au modele de Poisson ...................... ... ... 5

1.5.2 Méthode « Plug-in» ..o e 6

2 Estimateurs oottt ittt iitttet ettt ittt tbeetateseerannns 7
2.1 Cadre paramétriqUe ... ... ...ttt e 7
2.1.1 Modele statistique paramétrique ......... ..o 7

2.2 Méthode des MOMENtS . . ...ttt e 8

2.3 Rendu sur le LA C. .o 9
2.3.1 Variance empirique . ... ... ...ttt e 10

2.4 Méthode de maximum de vraisemblance .............. ... .. 11
2.4.1 Modele donné ... ... ... i 11

2.4.2 En pratique . .....oo i 11

3 Information de Fisher, efficacité ....... ...ttt iiiiiiiiiiiiiiininnrnnnnnns 13
3.1 Modele TégUlier .. ... e 13

3.2 Score et Information de Fisher ........ ... 14

3.3 Information de Fisher et derivée seconde ............ ... i, 16

3.4 Inégalité de Cramer - Rao ... ..ot e 17

4 Etude asymptotique des eStimateurs «....o.uenenerirerernenenerernenenenennnn. 19
O I 010 0§ <310 e .= P 19

4.2 Consistance des estimateurs ... ....vui it e 20



Notes de Cours d’Inférence Statistique — Yehor KOROTENKO

4.3 Normalité asymptotique . ... e 20

4.4 F-méthode . ... e 22

5 Fonction de répartition empirique ...ttt i e 23
5.1 Estimation empirique ... ... .. ..o e 24

5.2 Inverse généraliSé ... ... ...t e 24

5.3 Quantile empPirique ... ... ..ot 26

6 Intervalles de conflance .........coooiiiiiiiiiiiiiii it ittt iiieiineennnnnn 27
6.1 DEANILIONS . . ..o 27

6.2 Interprétation ... ... ..o 27

6.3 Méthode pivotale ... ... 27

7 Compléments (avant partiel) .......ccoiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i 29
7.1 Propriétés asymptotiques d’une suite d’estimateurs (é”)n>1 ...................... 29

7.2 Pivot (asymptotique) ou statistique pivotale ............. I 31

8 Estimation dans les échnatillons gaussiens .............coiiiiiiiiiiiii ... 34
8.1 TL&D R ..o 34

8.2 Loi normale et 10is dérivées ....... ..o 34

8.3 Loi des estimateurs empritiques . ...t 36

8.4 TC des PATAINEITES .ottt ettt e et et e e e e e 38

8.0 B O CICE ..ottt 38

9 Introduction aux tests statistiques ..........coiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii., 39
0.1 EXEMIPLE ..ottt 39
9.1.1 Controéle de qualité: industriel. ....... ... i 39

0.1.2 MoOdEliSation . ... ..utt ittt e 39

9.2 Principe d’un test ... ... 40

9.3 RiSqUE dP@ITEUT . ...\ttt e e e e e e 40

9.4 Construction dUmn test .. ...t 41

10 Tests d’hypothése (sur un parameétre) ........cceviiiietiiiiieeeiinieeeeennnns 44
10.1 Formalisme d'um test .. ... e 44
10.1.1 Introduction . .....oonu it e e e 44

10.1.2 Risques d’erreur dun test ........oiii e 44

10.2 EXEMIPLE ..ot 45
10.3 Construction dun test .. ...t 47

11 Tests d’un parametre gauissien ........ovviiiiiiiiireiernnrenrensensrosssesnns 48
11.1 Résumé de la construction ......... ..ot i 48
11,2 P-Valeur ... 48
11.2.1 Généralisation(formule de calcul d’une p-valeur). .......................... 49

11.2.2 REMATQUES - . v e ettt ettt e et e e e e e e e 50

11.2.3 Regle de décision avec la p-valeur ........ ... i i 50

12 Test de Student (t-test) ...ouviiutiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieineeenneens 53
12.1 Statistique de test . ... e 53
12.2 REGION de TeJet ..ot 54
12.3 Regle de deciSion ...... ... 54



Notes de Cours d’Inférence Statistique — Yehor KOROTENKO

Introduction

§1

1.1 EVALUATION

e 0.4 CC 40.6 Examen.
o Répartition : 80% partiel, 20% Interro (prévue le 26/01).

1.2 MODELE STATISTIQUE

DEFINITION 1.1 (MODELE STATISTIQUE) — Un modéle statistique est un espace de probabilité
(Q,A,P) ou P est une famille de lois de probabilité {F;0 € ©}.

e Sidp € N*,© C RP : modéle paramétrique.
e Sinon : modeéle non paramétrique.

EXEMPLE 1.2 (FAMILLES DE LOIS) —
e Lois de Poisson : P = {P(\); A > 0}.
e Densité réguliere : P = {P;P dont la densité admet une dérivée seconde bornée}.

DEFINITION 1.3 (OBSERVATION) — Une observation est une variable aléatoire (v.a.) dont la
loi appartient a { Py, 0 € ©}. Notre observation aura une structure de n-échantillons X, ..., X,,
i.i.d. (indépendants et identiquement distribués) de loi commune € {F,0 € ©}.

REMARQUE 1.4 — (X1, ..., X,,) est de loi P(,‘gm. L’échantillon contient toute l’information sur F),

donc sur 0. o

DEFINITION 1.5 (IDENTIFIABILITE) — Un modéle est identifiable si et seulement si (ssi)
Uapplication 0 — Fy est injective.

1.3 ESTIMATEURS

Hypothése : On observe X, ..., X,, i.i.d. de loi commune € {F,,0 € ® C RP} (modele paramé-
trique identifiable). Soit * la vraie valeur inconnue telle que Py = F..

DEFINITION 1.6 (ESTIMATEUR) — Un estimateur de 0 est une fonction de l’échantillon
(X4, ..., X,,) mesurable et indépendante de 6 (calculable a partir des données).
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Notation : § = 0, = h(X}, ..., X,,). C’est une variable aléatoire.
Exemples : 6= X, 6= X, — Xj, etc.

Questions fondamentales :
1. Comment définir un bon estimateur 7
2. Comment construire un bon estimateur ?

1.4 RISQUE QUADRATIQUE

Idée : En moyenne, 6 doit étre proche de . On regarde E [é — 9].

DEFINITION 1.7 (Br1ais) — Le biais de 0 est défini par :
B(0,0) =E[0] — 0

On dit que 0 est sans biais si B(é, 0) =0.

DEFINITION 1.8 (RISQUE QUADRATIQUE / MSE) —

R(9,6) = E[(é _ 9)2]

C’est la Mean Squared Error (MSE) en anglais.

On dit que él est meilleur que 52 ssi R(él, 9) < R(éQ, 0).
1.4.1 EXEMPLE : MODELE DE POISSON
Soit X, ..., X,, de loi Py de Poisson, § > 0. On cherche un estimateur de 8 = E[X].
Proposons : § = X = X

Calcul du Biais :

SN

=1

B(é,0)=E[

1 n
=—> E[X,]—0 (par linéarité)
=
L R0
=60—0=0
Donc ]E[Y] =0, est 'estimateur sans biais.

Calcul du Risque :
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R(0,6) =E[(X-6)"] =E[(X —E[X])]
= Var(X) = Var(% > Xi>
= % ZVar(Xi) (car i.i.d)
Var(X;) 6

1
:m.n.var(xl): . ==

THEOREME 1.9 (DECOMPOSITION BIAIS-VARIANCE DU RISQUE) —

R(9,0) = (B(6,6))" + Var(8)

Preuve.

1.5 CONSISTANCE

Propriété asymptotique. On ne considére que des estimateurs consistants.

DEFINITION 1.10 (CONSISTANCE) — Soit (X1, ..., X,)) i.i.d. de loi B,. Soit 6, = h(X,, ..., X,).
én est un estimateur consistant (ou convergent) de 6 ssi :

P

0, — 0
n—+o0o
~ . N p.s.
REMARQUE 1.11 — 8, est fortement consistant ssi 0, = 0. o
n—-+0o0o

1.5.1 EXEMPLE : RETOUR AU MODELE DE POISSON
+1 Yn X.

— P
e On peut invoquer la Loi des Grands Nombres (LGN) : X — E[X;] = 6.
e Via le risque quadratique :

R(0,,0) = Var(X) =2 — o

n n—+oo
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D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

E[(0.—0)] r(4.0)

—0
g2 g2

P(|f, -0 >¢) <

1.5.2 METHODE « PLUG-IN »

Soit (X4, ..., X,,) i.i.d. Poisson(f). On veut estimer § = P(X; = 0) = e~*.

B est consistant pour estimer f.

P P
LEMME 1.12 (LEMME DE L'APPLICATION CONTINUE) — Si Z,, — Z, alors h(Z,) — h(Z)
pour toute fonction continue h. o
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Estimateurs

52

2.1 CADRE PARAMETRIQUE

2.1.1 MODELE STATISTIQUE PARAMETRIQUE

On dispose d'une observation (Xj,...,X,,), un échantillon de variable aléatoire i.i.d (indépen-
dantes, identiquement distribuées) de loi commune P appartenant a une famille de lois de
probabilités paramétrée {F) geocre }-

REMARQUE 2.1 — 57 © C espace de dimension infinie — modéle non-paramétre. o
Estimer P c’est estimer 6§ € RP.

EXEMPLE 2.2 — Bernoulli (8), Exp (6), N (u,0?), loi de densité fo(x) = 02°1,¢10 1 o

NOTATION 2.3 — Ey [h(X;, ..., X,)], O[A(Xy, ..., X,,)]
Loi de (Xy, ..., X,,) = B®" o

DEFINITION 2.4 (ESTIMATEUR) —

=10, =h(Xy,...X,)

DEFINITION 2.5 (QUALITE) —
e Risque

R(0,0) = Ee[(@— 9)2]

e (Consistance

N P
6, — 0
n—+oo

DEFINITION 2.6 (MODELE IDENTIFIABLE) —

0 — F, injective
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2.2 METHODE DES MOMENTS

DEFINITION 2.7 — On appelle moment théorique de la loi de X; d’ordre k:

MkZE[Xﬂ’ k=1

DEFINITION 2.8 — On appelle moment empirique de la loi des X; d’ordre k:

1 n
ﬂkZ—ZXf

P

Par la loi des grands nombres fi; n:w M-

La méthode des moments: si on peut écrire § ou g(#) parameétre d’intérét comme une fonction

des k premiers moments théoriques.

= ’C<M17 ey :u’k)

alors I’estimateur

0=L(fiy,.... 1z

est obtenu par la méthode.

EXEMPLE 2.9 (DES CALCULS DES ESTIMATEURS EN UTILISANT LA METHODE DES MOMENTS) —

e X, ~ Bernoulli(0) a valeurs 0-1,

1 & —
=P(X.=1) = FE|X. —E X, =X
0 (z ) [1]—>7’L %

i=1

e X, ~Exp(0),, fo(z) =071, E[X] =3 < 6= u%’ par la méthode des moments,

A 1 1
0=A—=:
P X

—_

= 0= —
\/Mz_N%

A 1

=0, = —
\/% Z?:1 Xi2 o (X)

e X,,...,X,, ii.d. delaloi F) de densité

folz) = 021 Loefo,

1
Ey[X;] 9/0 z? dz i1

Meéthode des moments:
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E[X;]
0+1p, =60<=0(1— = == ——"
0+ 1)y (L—p1) = 1—E[X)]
:éM:l_,,Pe(le) —PX,=X,=..=X,=1)=0
1—-X
o
2.3 RENDU sUR LE L.A.C.
(L.A.C = lemme des applications continues) (X,) _, suite de variables aléatoires. Si X,
converge vers X, que peut-on dire de g(X,,) _ 7 Sig continue, LAC.
P P ne
e si X, — X alors g(X,,) — g(X)
e si X,, — X alors g(X,,) — g(X)
REMARQUE 2.10 (CONDITION SUFFISANTE) —
D, = {points de discontinuité de g}
st P(X € Dg) =0, le LAC est vrai. o
EXEMPLE 2.11 —
x
9(z) = 1—
— P
- LGN:X — E[X]
« LAC: g(X) =0, o 9(EX]) =0
o

LAC pour des COL}PIGS de suites de variables éll)léatoires:
e si(X,,Y) — (X,Y), alors g(X,,,Y,,) — g(X,Y), si g: R? — R ou R? continue

ny ' n nn
e si (Xnay;z,) — (Xa Y)7 alors g(Xnvy;L) — g(X7Y)

EXEMPLE 2.12 —

0y = consistant?

LGN b,

e X —r iy P

° % Z?Zl X7 — o
donc

X P Ml)
—
(% Z:L:]_ X’L2> (M2

g(z,y) = \/y1_7 — M constant de 0, g continue sauf en {(z,y) € R?,y = 2%} de mesure nulle.
Mais c’est faux pour une converge en loi. o
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PROPOSITION 2.13 (CONVERGENCE DE COUPLES) —

(Xn) » (X) i J X X
Y Y y. By

n

Preuve.
o = alors LAC g(z,y) = z continue donc X,, - X et Y, =Y
e <= convergence du couple?

Ve > 0,P(|X, — X| + Y, - Y| > ) < P(IX, - X] >§)+P(\Yn—w>g)

—0 —0

Cette réciproque est fausse pour la converge en loi!

2.3.1 VARIANCE EMPIRIQUE

2

Sila X,; admettent une esperance p et une variance o, on appelle variance empirique

EEIVCESIIEFDOERTD I SEE DE
Un_"i=1 i _"z'=1 i N N i
1 <& — —
=-) X?+X?-2XX =5
i3
estimateur des moments:
o = B[X]] _E[Xi]z
On remplace les moments théoriques par les moments empiriques
— oM = lzn:Xz — (7>2
- 7
n 4
=1

—\2
Consistance: 62 = %Z?zl X2 — (X) ,

— P =<

X EIX - b X LAC
— E[X] - ¢ ‘*E;" ¢ | < 5 | — 6% consistant de Var(X) = E[X?] — E[X]?

Ly, X — E[X?) w2y Xi

EXEMPLE 2.14 —
o calculer le biais de 62
o calculer le risque de 62

10
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2.4 METHODE DE MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

2.4.1 MODELE DONNE

(Fy)yee st donné il existe une mesure p (positive o définie — X; & valeurs dans E, E=U
E, avec u(E,) finie) telle que VO, B, admet une densité par rapport & p.

2.4.2 EN PRATIQUE
e soit E au plus dénombrable: y = mesure de comptage. Si 3, {a;, a,, ...} tq Zk>1 P(X, =
ap) =1 alors p =3 _ 6, avecd,({a}) =1 mesure de dirac. -
EXEMPLE 2.15 — Bernoulli (), X, =1, probas 6 — p = 6, + d; On écrira

fo(z) = B({z}) — F(X; =) avec z € {ay,a,,...}
~1-9

o soit E = RP, alors f, est la densité usuelle

fo densité de EF,

DEFINITION 2.16 — On appelle vraisemblance de l’échantillon (X4, ..., X,,) la fonction

60— L,0)= H fo(X;) (variable aléatoire)
i=1

DEFINITION 2.17 — Un estimateur du maz de vraisemblance 0y, est définie par:

V6 €®,L,(0) < L,(9)

On travaille souvent avec la log-vraisemblance

log L, (0) = Z In fy(X,) somme de variables aléatoires
=1
log L, (é) = suplog L,,(6)

0cO

REMARQUE 2.18 — 0 est une variable aléatoire

fo(z)

1

11
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EXEMPLE 2.19 —
o Bernoulli(f), f,(xz) =6*(1—0)'"2, X, a valeurs 0-1

L,0) =01 —0) X == X1 — o 2 X
i=1

log L, (0) = (zn: Xi> In6d + (n — zn:XZ> In(1—6)
=1 i—1

— Z;L:]. Xl o n_Z?:]_ Xl _ Z?:]_ X’L_n9<—_9)
0 16 (1 —0)

(log L,,)"(6)

FEquation de vraisemblance:

(logL,)'(0) =0 <= (1 —a)ixi = (n—iXZ)H
=1 i=1
i X

<:>Zn:Xi=n9:>0:
=1 n

le point critique, est-il un maximum?
La dérivée change de signe en X — on a bien un maxr — oMV =X
Condition du 2nd ordre, si (logL,)" () <0 pour tout § = logL, est concave =>
maz global

_Z?=1 Xi _n Z?:1 X

" _ 7 v
(logL,,)" (6) 52 1_02 <0, Ve

12
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Information de Fisher, efficacité

83

Soit (F) © C RP (identifiable, donnée). On note f, densité de F,
Supp fy = {z € E,, fou) > 0}

Etant donné (X,,...,X,,), i.i.d. de loi P, et 6+ L(6) =]_[;L=1 fox,) la vraisemblance de
I’échantillon. Sur Supp f, on peut calculer

0cO’

log Ly,ig) = Y _log fyx,)
=1

0= argmaxgcg log Ly, g

PROPOSITION 3.1 — Si 0 EMV' de 0, g(é) est un EMV de g(6)

Objectif: que peut-on avoir de « mieux » comme estimateur? — modele régulier

3.1 MODELE REGULIER

DEFINITION 3.2 — Le modéle (F),_g est dit réqulier si
1. © est un ouvert et 0 = fo, est Ct
2. Supp fg ne dépend pas de 0: S = {a:, Joz) > 0}
3. Pour tout 0, l'application
0
(@)

T
fo)

]lfe(m)>0

est intégrable (L, u) et l'intégrale

est continue sur ©.

NotatioN 3.3 — On note la dérivée de fq, par rapport a 6: %(z) La quantité 1(0) est appelée

Information de Fisher du modéle. o

EXEMPLE 3.4 —
o fo) = 0e=% densité par rapport a p(dz) = 1,5 dz

'EMYV = Estimateur de Maximum de Vraisemblance

13



Notes de Cours d’Inférence Statistique — Yehor KOROTENKO

0 e est C® sur © =]0, +oo[, Supp fo = R,

af, _m
8—;@) = (1 —z0)e
—20\2
(1— x9)2(e 9) _ (1 — x6)? —

fe—x0 0
*(1-z0),

1 2

1 1

= g5 [1 —20E(X) + 0°E(X?)] =

continue sur )0, 4+o00[

o
EXEMPLE 3.5 — Bernoulli(9), z = 0.1, fpo) =1—0, fou) =0, densité par rapport a 6, + &,
Pour tout z € {0,1}, 0 1= fy(, est C*
(afm))?
00 1
fo) 1—-0
(afg(”)Q 1 11 1
00
s I(0) = —— 4=
fo) () 1—6 6 6(1-06)
continue sur ]0,1[
o
EXEMPLE 3.6 — fp,) = %]1[079] () = %]1[%%0[(9) modele non régulier o

3.2 SCORE ET INFORMATION DE FISHER

(X,,..,X,) iid de loi de P, f,

DEFINITION 3.7 — On appelle score ou vecteur de score la dérivée de la log vraisemblance
o) [é]
56108 Lyy9) = Snie) = 227, 59108 fo(X;)

EXEMPLE 3.8 — X; ~ &(0), L9 = 07e 02X log L, (6) = nlogf — 0>, X;, donc S —n(0) =
7o X o

REMARQUE 3.9 —

14
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E(S, (0)) = E[n (% - ZnXi)]

&

Hyp supplémentaire de régularité: (H) pour tout estimateur h(X) et tout 6, les intégrales
suivantes existent et sont égales:

0 of,
%/Sh(:v)fe(x)dac:/h(m)a—;(a:)dx

S
REMARQUE 3.10 — condition d’application du thm de dérivation de Lebesgue.

dfe
hsup|— ()| € Ly (1)
jev, 00 !

PROPOSITION 3.11 — Sous (H), le score est centré (F), n=1

=
q:,J
| — |
Q
I
.
o
0
I~
=
<
L
Il
o
Q
S
)
S
s
&
Y
8
|
e

DEFINITION 3.12 — L’information de Fisher associ€ a (X4, ..., X,,)

9 27 cor. de,_liprop 1 9o Ln )
(% log Ln(9)> ] = = Vare |:—g ( ):|

I,(6) 50

Eq

—~—

def

2 LR
o\ gptoe x| = | (6;553&))) (oo — [ LlmE)l
S S

= "expression de la definition|

PROPOSITION 3.14 —

en effet,

15

=1
o
96/0(x) _ [ 9fy _ 0 _
D gyt = /S e = 3 [ otz =p

1"
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I.(6) = Var(% logLn(9>) = Var (Z % log fO(Xi)> = =

n
independance =1

Var (% log fe(Xi)> =

= nVar (% log fe(Xl)) = nI(6)

EXEMPLE 3.15 — (X, ..., X,,) i.i.d P(0), fo(z) = e %

x!

logL, (0) = —nf + (Z Xi) log 6 — 1ogﬁ X;!
i=1

9 2. X,
%logLn(Q) =-n+=,

_ Xy 1 o on
:In(e)—Var( 5 —92n0— 7

3.3 INFORMATION DE FISHER ET DERIVEE SECONDE

PROPOSITION 3.16 — En ajoutant que 0 — fy(z) est C? et que (H) vrai pour 50—922 alors linfo
de Fisher s’écrit encore
0?log L,, ()
I0)=—-E,| —=="—
n( ) 0 962
si@ EMV, L) >0
n=1
02 fg(x)\ 90, )2
82 _( 002 ) ()
o 08 fy(2) =~ —
52 P o) (24219)°
E| =1 X,)| = [ =°&_ d —/—d
[592 o8 o 1>] [ R
1(6)

log L(6)

D>
>

16
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Si courbe tres « piqué » en FEMYV (i.e. info. Fisher est grande) alors 'EMV est localisé de fagon
précise
3.4 INEGALITE DE CRAMER - RAoO

Soit g(#) le parametre d’intérét o g: © — R

PROPOSITION 3.17 — Sous les hypothéses d’un modéle régulier, si pour tout 8, I(6) > 0, alors
pour tout estimateur T = T (X4, ..., X,,) sans biais, E,T* < 400, on a

vVl € ©,Vary(T) > (9'(6)*) - <gl(9>)2

1,(0) nl(6)
Preuve.
V0 Egr) = 9(0)
9 :
90 o(T) = g'(0)
T=T(X,) < %/ T(z)fo(z)dz = g’ (0)
me [T B g et = 10
_ @fa(m) Ve = o
o [ @@ o) BT et =g 0
O
Inégalité de Cauchy-Schwarz pour (hy, hy) = [ hy(z fo(x)dz avec hy(X) et hy(X) centrées
d 2 9 2
o), 2870®) . salo(@) ) o o
(<T<X> o(0). 208 >9) =) = [ (@) 90 fa(wz x ( e ) fol)d

=Vary(T) —1(6)

17
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DEFINITION 3.18 — Si T réalise l’égalite, alors T est dit efficace.

18
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Etude asymptotique des estimateurs

§4

Dans un moddele paramétrique régulier, si ,, estimateur de 6, alors

a 1 1
Var(0,,) > =
si Var (én) = #@) sans biais, 0, est efficace efficace
Asymptotique: n — +o0,
nVar(é ) — L
n n—+oo [ (9)

4.1 CONVERGENCES

(Xn)n> , Suite de variables aléatoires réelles (Rd)

<
» convergence en loi: X, - X ssi P(X,, <z) — P(X <) en tout point de continuité
n—+oo

de z.

LEMME 4.1 (LEMME DE PORTMANTEAU) — Caractérisations équivalentes:
e Pour toute fonction continue bornée h,

Eh(X,)] — E[MX)]

= la convergence en loi est stable par passage aux fonctions continues (LAC) MAIS il est

£ £ £
en general faur que si X, — X et Y, — Y alors ();") = (if)

n

Cela est vrai dans 3 cas:

1. i
s Vn, X, et Y, sontindépendantes lors convergence en loi de X, et
convergence en loi du couple ( ”)

< S<

X et Y sont indépendantes

=

2.
P
sy =)0 =)= 0)
y, sy Y, Y Y, Y

3. (Lemme de Slutsky) (le plus important)

en appliquant le LAX,

19
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h(z,y) =z +vy X, +Y, i>X—}-c

< |8
3
o

4.2 CONSISTANCE DES ESTIMATEURS

DEFINITION 4.2 — én asymptotiquement sans biais si et seulement si

Biais(6,,,0) = E[6,] =0 — 0

n—-+o0o

REMARQUE 4.3 — La convergence en proba n’implique pas la convergence des espérances.

P
Si X, — X, |X,| <Y €L, alors par convergence dominée X,, — X dans L, o

EXEI;/IPLE 4.4 — Z’n = %Z?:l (XZ- —X)z =15 Xx2- (Y)Q estimateur des moments de 7% =
EIX®)] - (E[X])

1
Biais(72,7%) = ——72 asymptotiqument sans biais
n

Consistance de 72 ¢

Outils pour montrer la consistance:
e LGN
o Si R(én, 9) — 0 alors 9n consistant car convergence L? = convergence en probas
o revenir a la définition de convergence en probas

e si (X

(2

) sont i.i.d., alors (X?) est i.i.d.
E[X?] < +o0
LGN: LY, X2 = E[X?] = 12 — 2

e X — u (LGN), LAC avec h(zx) = z?%: (X)z , 12
e D LYr X2\ P (22
one %ZXi - ( H )
e LAC h(z,y) = 7 — ¢
DO”C%ZX?—(X)QLTQ—i—u?—uQ:T? .
4.3 NORMALITE ASYMPTOTIQUE

6,, pour 0.

— Question: quelle est la vitesse de convergence de én vers 6 7

20
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(X, ..., X,) iid., d’espérance 0, § = X de variance 72()

n

TLC ﬁ(y - 9) Lz~ N(0,7%(8)) quelle que soit la loi des X;

DEFINITION 4.5 — Hn est un estimateur asymptotiquement normal si et seulement si

e vitesse de convergence en \/n
e convergence en loi
e loi limite est normale

Vi(9, —8) = Z ~ N(0,72(9))

EXEMPLE 4.6 — 72 est-elle asymptotiqument normale ¢

(X1,...,X,,) i.i.d. d’espérance u, de variance 72

n

2 I X = I e (X ) 2 - (e X)
i=1 i=1 i=1

—2(u ) (X4)

2

o TLC: si (X;) i.i.d., alors les (X; — p)? sont i.i.d. d’esperance 72,

ﬁ(lzm—mz—#) L 2~ N(0,uy 1)

Var(X; — p)? = E[(Xz - M)ﬂ —pt=p, -
o TLC: (X — p) £ N (0,72) 2
o VA=) = V(LS (X =)’ =) = VR(X —p)

1

Vi (%) *(Xa)

—_— —

Ln(o,72)  “T

— £

X — w— 0 lemme de Slutsky __ 2 £

— £ = n( - ,u) — 0
V(X —p) = U ~N(0,1) P
2 2y
V(32 —7%) — Z+40
n—-+oo
Donc ﬁf est un estimateur asymptotiqument normal o

REMARQUE 4.7 — \/ﬁ(én—ﬁ) B N(O,TZ)@M B N(0,1) Application du

n—+oo n—+oo
lemme de Slutsky: si 72 est un estimateur consistant de 72, alors on a encore

V(0. —8)

— N(0,1)

3

>

Preuve.
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Vao-9) _ («ﬁ@) “(3)

T T
—_———
N ——— P
—1

Lz (0,1)

<
— 1 x Z par Slutsky et consistance de 7

O
4.4 5-METHODE
6 estimateur asymptotiqument normal: quelle est la loi asymptotique de 9(0)?
LEMME 4.8 (METHODE DELTA) — Soit Z,, suite de variables aléatoires réelles t.q.
(2, —p) s Z ~ N(0,7%)
Soit g une fonction dérivable, g'(u) # 0. Sous ces hypothéses, on a
< - W2 o
Vilg(Z,) —gw] > Z~N(0,(g' (1))
g(@) =g +9'(w)(@ — )+ (@ —wR(z—p) o Rly) =0
Vlg(Z,) — 9(n) = ¢’ (WVn(Z, — p) + (Vn)(Z, — WR(Z, — )
L2 (0,72) Zn(0,72) Loor
—N(0,(g" ()*72)
P
A-t-on Z, — p ?
7
P(X, — > e) :P(\/ﬁ\ n—Hl \/56)
T T
7 _ _
(Yt V) (VL) R
T T T T
() () o()
T T T
o

22
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Fonction de répartition empirique

85

(X, ..., X,,) échantillon i.i.d. & valeurs réelles de loi F inconnue.

vz € R, F(z) = P(X, <z) = E[1x,.,]

DEFINITION 5.1 — La fonction de répartition empirique associée a (Xy, ..., X,,) est définie par:

E :R—10,1]
1 n
|—>—E 1
X ni=1 X, <z

Vz € R, F, () est une variable aléatoire, estimateur de F(x).

DEFINITION 5.2 — Loi empirique P, =175 ?15)(. est une loi discrete uniforme sur
= 1
{X,.., X, }.

Représentation graphique
Conditionnelement X; =z, X, = z,,..., X,, = 7,

Ty < Z(9) <. < T () valeurs ordonnées

PROPOSITION 5.3 (PROPRIETES IMMEDIATS) —
e nkE (z) = Z?zl 1x.<, suit la loi binomiale(n, F(x))

23
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), F(z
n—+o0o

R, B, (z )i> )

e ou bien LGN: F, (x) estimateur consistant de F(zx).

e On a un résultat de convergence uniforme :

. ( >=0+ Var(z ]LXQ) = LF(z)(1—F(z)) — 0 donc Vz €
ind
F(z

sup|F, (z) — F(z)| Lo (Théoréeme de Glivenko-Cantelli)

zeR n—-+oo
2

e F () est-il asymptotiqument normal?

1 n
— E;JLX@

TLC: les X; sont i.i.d., donc les {]lXigx = YZ} sont i.i.d.

Va, F(z) €)0,1, Va(E,(x) - F(x)) —» N(0,F(x)(1— F(z)))

n—+oo

F@)(1=F(z)) n—+o

—

5.1 ESTIMATION EMPIRIQUE

« plug-in » ou méthode de substitution, parametre d’intérét § = ¢(F), la méthode empirique
définit @, estimateur impirique en remplacant F' par ﬁ’n —0, = c(ﬁ’n)

EXEMPLE 5.4 — 0 = Ep(X) = 0, = Ep (X) = 2?21 X, x L =X si X; distinctes

0 = Varp(X) — 8, = Vary (X) = %Z (X, 77)2

5.2 INVERSE GENERALISE

DEFINITION 5.5 — On définit linverse généralisé de F par:
“1:[0,1] —R
Va € [0,1], F (o) = inf{z € R, F(z) > a}

Si F est strictement croissante, infz tel que F(z) > a< x> F~ (), si F est la fonction
d’une loi discrete.

*Thm de Glivenko-Cantelli: https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A90r%C3%A8me de Glivenko-Cantelli
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EXEMPLE 5.6 —

Flla)=reFlr)=aePX<z)=a<PX>2)=1—«

Vocab:

o F~1 g’appelle aussi la fonction quantile

e F!(a) = quantile d’ordre «, de la loi F
. F_l(i) = ler quantile

. F_l(%) = médiane

. F_l(%) = 3eme quantile

LEMME 5.7 — U variable aléatoire sur [0,1], F f.r., alors F~Y(U) est une variable aléatoire de
loi F o

e Si F bijective:

25
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F bijective

= F(z)
car P(U<z)=z sur [0,1]
e Si F discréte: F~! inverse généralisé: F~1(y) <z <y < F(x)

5.3 QUANTILE EMPIRIQUE

DEFINITION 5.8 — On définit le quantile empirique (sample quantile) d’ordre o, comme étant
le quantile de ﬁ’n :

PROPOSITION 5.9 —

e On peut montrer que qn,a
des (X;

1

X(nap) 08 Xy < Xig) < < X
>1§i<n

n) €st Uechantillon ordoné
[u] = le plus petit entier > u

EXEMPLE 5.10 — o = %, [2],

sin =2k medianne =g, 1 =
12

Xk

sin=2k+1 medianne = g
Consistance

n

3 X (k1)

si a €]0,1[, si F est strictement croissante au voisinage de o

26



Notes de Cours d’Inférence Statistique — Yehor KOROTENKO

Intervalles de confiance

86

6.1 DEFINITIONS

(Xy,...,X,,) i.i.d. de loi P € {F,,0 € © C RP}, on s’interesse a § € R ou g(f) : R?» — R.

n
Un intervalle de confiance pour 6, de niveau de confiance 1 — o, @ €]0, 1] est un intervalle dont
les bornes sont aléatoires, fonctions de ’échantillon et ne dépend PAS des parameétres inconnus

du modele et tel que

P([Binf(Xy,...,X,,); Bsup(X;,..,X,)]260) > 1—«

e Un IC est calculable a partir des données

o si l'inégalité est une égalité = niveau de confiance est exact.

e siona P(f € [Binf, Bsup]) — 1 — a, niveau est asymptotique.
n

—+0o0

e en général a = 1%,5%

6.2 INTERPRETATION

(x‘,_,xa)m | IC = [Binf,(Xl,....,Xn),.Bsup()'(l, ,Xn)] for-

mule mathématique qui garantit le niveau 1 —
('-’Ch—)'xﬂ)cn I a. On observe X; =x,,X, = xy,..., X, =,
Cac\,—-, 'xn)ca) | une réalisation de 1’échantillon aléatoire. On
(x, _,xn\c'ﬂ calcule IC = [2.3;5.1] de niveau de confiance

95% (a = 5%).

' En moyenne, sur 100 intervalles calculés (avec
l la méme formule), il y a 5 intervalles qui ne
| contiennent pas 6.

o P € [Binf,Bsup]) =1—a«
P9 A= o car 6 un nombre

6.3 METHODE PIVOTALE

(X1, ..., X,,) i.i.d. d’espérance 0 € R, de variance o2(6). Soit é, asymptotiqument normal:

n

Vn(9, —9) nﬁéo N (0,0%(6))
(i, 1) o
S T w0

Par définition des quantiles gaussiens, g, = ®~!(a) ou ® f.r. de N (0,1)

3Binf pour borne inférieure et Bsup pour borne supérieure
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d (q% = W = q) w1 @ @

ol/2 /2.

yar

1
Q%2 |

Q- /2

60—
* pivot ou statistique pivotale = —\/ﬁ(& )

statistique centrée réduite issue de 6, ou o?(8)
estimé par 62, consistant pour estimer o2(6).

Si c’est le cas,

2(0
UA(Q ) i> N(0,1) par lemme de Slutsky
ag n—+oo

~———

P

—  N(0,1)

6 as. normal

e on en déduit

—
estimateur consistant

N 1, A 1.
P(9ﬁ0q1_3§9§9%0q3> — 11—«

2

et 1 — 5. Pour comprendre pourquoi, il suffit d’effectuer un calcul simple. D’abord,
on note \/ﬁa((:e) =7 ~ N(0,1).

REMARQUE 6.1 (POURQuUOI §7) — On peut observer que les quantiles dans Equation 1 sont
d’ordre

P(q; <Z<q

:1—
9 «

D)= P(Z 0 g)—P(Z<a)=1-2

28



Notes de Cours d’Inférence Statistique — Yehor KOROTENKO

Compléments (avant partiel)

§7

Retour sur normalité asymptotique
Exemple
Pivot asymptotique

Ll

Exemple 2

7.1 PROPRIETES ASYMPTOTIQUES D’UNE SUITE D’ESTIMATEURS (én)
n>1

. P
e Consistance 0, — 6
o Normalité asymptotique, s’il existe o2 > 0

Va0, —8) 5 N(0,0)

n—+oo

De facon générale, s’il existe v,, — +o00
n—+oo

£
Un(énfe) — Y

On dit que 6, converge a la vitesse =
’UTL

REMARQUE 7.1 — 5% én asymptotiqument normal = én consistant

Lou P

A 1 ~
0, —0= %\/ﬁ(en—a) g 0
=0 i‘>]\/(0,02)
1
U,=——0
<&
d-méthode
Valx, —1) 5 N (0,1)
VX, —1) & Z ~ N(0,1)
1
X ~1+—27
WAt

Si g dérivable en 1,
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6-méthode

A

Vi(0, —8) = 2 ~ N (0,1)

g dérivable en 6
o(x) = 9(6) + g’ (B)](x — 6) + r(x)] ot r(z) — 0

a(6,,) (6, —0)[g'(0) +7(6,)]
vn(g(6,) —9(0)) = vn(6, —9) r(0a)| gz, VP(9(02) —9(0) = g/ (0)Z ~ N (0,(5'(9))7)
—>g ’(6)

X,, de loi de densité f(z) = %

p estimé par i = X efficace? log L, (1) = —nlog p — %Z?ﬂ X;

EXEMPLE 7.2 — X, ..,

1 1
Var(ji) = —Var (ZX) = —22Var(Xi) = ﬁVar(Xi) = %,E[ﬂ] =L
mdep % iid.
0 n 1
—(log L,, =—4 — X;
508 L) (1) = —2 + = 3 (X))
I, =Var(—" + ! ZX)
n(w) noop? i
1
= o Var( Xi)
n
= A Var(X;)
L) 2

Qo sans biais et Var(fi) = ——. Donc [u est efficace.

TLC: Vf, — 1) — N(O p >=»Var<un> o

W a pour loi asymptotique N (0,1)
e autre paramétrisation: (X, ..., X,)) i.i.d. f(x) =0e %% >0

1
ELXvz = E,VarXi = 0—2

30
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log L,,(0) = nlogf— 0 _ X,
i=1

1=

9 _n AMV _
%(1OgLn)(9) =3 > X, = M =

< I = Var(g - ZX) =Var(}_X;) =

REMARQUE 7.8 — ¢cd TD1: nX ~ I'(n, )

Pl =

1 0 1 6>
E[—_} = et Var s | =
nX n—1 (ny) (n—1)(n—2)
o
E[é] =n 4
X n—1
= n—1; e
0= 0 non biaisé
n
" —1\? 1 —1)2 1 171\?
Var(f) = (” ) Var(:> StV 3 (N (E[:D
—Mx 720? _(n—1)2 n? 02
# Dn-2 w2 m-1p
—1 6>
— g2 — 0?2 = > non efficace
n—2 n—2 - I,qg
BCR
— 1 1
0 est asymptotiqument efficace
X asymptotiqument normal (TLC). g(z) = L sur]0,4o00[, ¢’ (z) = —Z # 0, méthode delta:
1 < (1 1 4
(3 -0) 50 (3) (o) =[0G -)
—g2
o

7.2 PI1voT (ASYMPTOTIQUE) OU STATISTIQUE PIVOTALE

DEFINITION 7.4 — Statistique dont la loi ne dépend pas de paramétres inconnus

EXEMPLE 7.5 — X{,..., X

n

i.7.d. Bernoulli(6) avec 6 €]0, 1[:
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Vn(X - 0) — N(0,6(1-9))

X -0 <
& \/ﬁm — N(0,1)

pivot ou stat. pivotale

méthode pivotale pour IC: On estime /0(1 — 6) par é(l - é) « plug-in » par le LAC g(x) =
z(1—z) avec x €]0, 1], 1/@(1 — é) estimateur consistant de /0(1 — )

EXEMPLE 7.6 — (X1, ..

EMV?

(log L,,)" (

= maz global

TLC:

v o 9A _\/_ b—0 9(1—0)
6(1-9) \/9 1-6
TTéN(Ol) _)

3

. X,) de densité 0 > 0. fy(z) = 322 exp(—%)]lxzo

1=1 i=1
_.n_ 1 s 5 2XP
(log L,)'(8) = —5 + 2 S X = 0 = &2
~ n 2 .
= 02 032 ;(log L,) (9) = é_2_9_3n9:_§ < 0+ unicité
Vin(8, —6) 5 N (0,62)
n(6—6
. \/_(9 ) 5 N (0,1)
pivot asymptotique
n(6—0
= \/_(A ) — N(0,1)
Slutsky 0

qa et 0 -a quantiles de N (0,1)
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n(0—0
P(qag\/_(A )<11 a) — 11—«
2 9 2 n—+oo
6 4 6
P qgﬁgﬁ—eﬁqk%% — 11—«
P é—qk ig@gé—q i —1—a

=1IC(0) de niveau asymptotique (1—ca)
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Estimation dans les échnatillons gaussiens

58

1. Loi normale et lois dérivées

2. Loi des estimateurs empririques
3. IC des parametres
4. Exercice

8.1 TL&DR
(Xq, ..., Xy) des variables aléatoires i.i.d. qui suivent N (0,1) et X ~ N(0,1),

Y =X{+..4+ X3 ~x*(d)
X
——= ~ Student(d)
Vi

8.2 LOI NORMALE ET LOIS DERIVEES

DEFINITION 8.1 — Z est dite gauissienne (normale) centrée réduite si sa loi admet pour
densité
1 22
flz) = ez, zeR

V2r
On note Z ~ N(0,1).
X est dite de loi normale de paramétres p € R et 0% > 0 ssi
X=pu+o7
notée

X ~ N(N’UZ)

Autres caractérisations de la loi normale:
e par densité

1 1
fx(z) = e 72 (=)

V2o

e par la fonction génératrice des moments

M(t) = E[etX] = et#37°" vt ¢ R

REMARQUE 8.2 —
e 02 =0 — X = pu presque surement
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o siX; ~N(py,01), Xo~N(uy,03) et X €R, alors
AX7 + Xy ~ N (Mg + pig, A07 + 03)

Moments centrés: densité symétrique par rapport a u

()

- N(Oa 1)
Student(3)

4 -3 -2 -1 0 1 2 3

moments centrés: E[(X — p)¥]

e tous les moments centrés d’ordre impaire sont nuls
— 2K 2k
* M2k = kg0
0 E[(X — )t = 30*

0 Var(X) = E[(X — p)?] = 02

DEFINITION 8.3 — (X{,.

., X,) échantillon i.i.d. N(0,1). La loi de X? + X2 +

.+ Xg est
appelée loi du x? (chi 2) a d degrés de liberté (ddl) (degrees of freedom (df)).

f()

— Xv

COROLLAIRE 8.4 —
o 5iY de loi x*(d), E[Y] =d, Var(Y) = 2d

Var(X? + ..+ X3) = d  Var(X?)
inde —_—
EX!=E[X??=3-1=2
e support R

e M(t)=(1-2t)"%, (t <})
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X
Y

d

DEFINITION 8.5 — si X ~ N(0,1) et Y ~ x?(d) indépendantes, la loi de Z =
loi de Student a d ddl.

est appelée

REMARQUE 8.6 — si d — 400, la loi de Student converge vers la loi N(0,1)

<
RS

o
ISHE

d
- Z U? ot U; ~ N(0,1) indép entre elles de X
=1

donc (LAC)

par le Lemme de Slutsky Z L1 X~ N(0,1) o

On introduit (X, ..., X,,) i.i.d. N (p,0?) out p et 02 parametres inconnus.
c Gpu=EX]wp=X )
« 9 o0?=Var(X,) » o = 13(X, - X)

—\2
Soit Sy = A7 2" | (X —i— X) non biaisé

8.3 LOI DES ESTIMATEURS EMPRITIQUES

THEOREME 8.7 (LOI DE ;12 ET 62) —

e X et>" (X,—X) sont des variables aléatoires indépendantes

_ N<=1 o’

X ~ e
1\ s ) )2 o 12 52 2 (n-1)53 2
EEi:l (Xi—X> ~x‘n—1)= 25 ~x*(n—1) et —5= ~x*(n—1)
. XS:L ~ Student(n — 1)
T

E

X et (Y, X —X,..,X, — 7) sont indépendantes

Preuve.
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M(u, [ tn) =F [euf-‘rtl (XI—Y)+,..+tn (Xn_y)]

- I
=F]|e % LelFtt)X,

i=1

=F _ﬁ e(z,+tit)Xi]

X, indép = ﬁ E [e(“n”i*f)Xi]

i=1

M(u,+t;—1)

— 2 —2
el (Grtti—t)+% (up+t;—1)

I

-
I
,_.

- 2 -2
_ ezzll p(2+t,—0)+% (u,+t;,—1)

0
Pt (D5 T (2 (6D 25 (D))

2 2 2
_ gt (T (D))

=1 =1 [
1 & — —
- LS () AT A0 T)
1= (2
=0
1 & n 2
AT T A
=1 ——
2
=y, (Be) i) <X> ~x2(1)
. , (]. - 2‘[:)7% _(n-1)
par 1ndep = sz(n) (t) = M?(t)MXZ(l)(t) = Mr)(t) = (1 Qt)—l = (]_ — 2'[:) 2
— 2
qui caractérise la loi x2(n — 1)
_ X—p X—p
X—p_&F _ &
Sa > (Xl _ X) 2
; o2 ~ X (n - 1)
donc X + 82 indépendantes = Student(n — 1) O
def Student
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8.4 IC DES PARAMETRES

3

Pivot. X4~ .. Student(n — 1)

loi exacte

E

f(z)

2 52

~» IC = [ ng no ]

a1-gx*(n—1)” ggx*(n—1)
REMARQUE 8.8 — ’z—"; ~x3(n—1) et ("_U;Q)S’ZL ~x3(n—1)

X—p

~ Student(n — 1)

S

8.5 EXERCICE

« Montrez que (ﬂ, o2 ) sont les EMV de p et o?

e R(S%,0%) > R(5,2,0%) ol R représente une risque
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Introduction aux tests statistiques

59

9.1 EXEMPLE

9.1.1 CONTROLE DE QUALITE: INDUSTRIEL.

Produit des « pieces »
« U de bonne qualité
o U défectueuses

Pour 'industriel, on suppose acceptable une proportion de 20% de pieces déféctueuses.

Pour controler: prélever « au hasard » n piéces, vérifiées (p < 20%)

9.1.2 MODELISATION
iéme piéce Xz _ {0 si bonne qualité p= P(XZ _ 1)

1 si défectueuse

L on préleve n pieces et on observe un échantillon (Xj, ..., X,,) dont les valeurs obsérvées

sont (zq,...,z,).

inférence

2
‘:{ (X150 X,,)
b

Que vaut p? — on éstime

e proportion empirique
o X, o Bernouili(p) - p= X

On observe T = 0.22, n = 100

On procede avec un intervalle de confiance pour p. On définie p = X, TLC:

X —
it N N(0,1)

p(l—p) n—+o0

n

on estime ’écart-type par i (11:73 ) (consistant). Lemme de Slutsky:
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LGN: Yip , LAC: g(z)=y/21=2)

n

r—
p(1-p)
_ — P z
- P __ L —1 = 1.N(0,1)
\/X(kx) \/p(kp) X(1-X) n—+00
X —
P| gqnorma < 7—1: < gnorm;_o — 11—«
2 \/m 2 n—+o00

X(1-X) _ X(1-X)

n n n

- X(1-X
IC(p) =X + qnorm;_a (n ) de niveau asymptotique 1 — a.

ex: T = 0.22, a = 5%, n = 100, IC = [0.14, 0.30]

Question: est-ce que p < 0.2 ou bien p > 0.2 7

9.2 PRINCIPE D’UN TEST
© C]0, 1[. On veut tester si p < 0.2 ou p > 0.2.

©= 0, U O, sous-ensembles disjoints.

P ——

10,0.2] 10.2,1]

On teste Hy: p € 6y, p < 0.2 contre H;: p € ©, p > 0.2
Conclusion:

 Soit on conserve Hy: (p < 0.2)

e Soit on rejet H,, (on conclut p > 0.2)

DEFINITION 9.1 —

Un test de Hy contre H, est défini par la construction d’une région de
rejet de Hy, R

e si(Xy,....X,) € R, on rejette Hy (au profit de H;)
e si(Xq,...,X,) &R, on conserve H,

Souvent R = {(X,, ..., X,,), T(Xy, ..., X,,) > ¢}
o T: statistique de test (& valeur réelle)
e c: seuil du test

REMARQUE 9.2 — la décision d’un test est aléatoire (dépend de T aléatoire)

Comment relier X aux hypothéses testées 7

9.3 RISQUE D’ERREUR

DEFINITION 9.3 — FErreure de 1%¢ espéce ou risque de type I est la fonction définie sur

40



Notes de Cours d’Inférence Statistique — Yehor KOROTENKO

p B,((Xy,...,X,) € R) = F,(on rejette H,)
Le test est dit de niveauxr o si

sup F,(rejet de Hy) < a
pEB,

R, erreur de premiere espece = P(rejet de H, a tort)

réalité / décision H, vraie H, vraie
H, vraie ok erreure de premiere espece
H, vraie erreure de seconde espece ok

DEFINITION 9.4 — L’erreure de seconde espéce est la fonction définie sur risque de type IT
@1 — [07 1]
B:p+ B,((Xy,..,X,) £ R) = F,(on conserve H)

REMARQUE 9.5 — erreur de sconde espéce est P(conserver H,, & tort) o

puissance du test: = l-erreur 2nde espéce
[[:prce — B((X,,...X,) €R)

Choix: les 2 erreurs ne peuvent pas étre minimiser simultanément. En général a augmente
quand  diminue.

161‘6

Test: On choisit de contréler 'erreur de espece (= 'erreur de seconde espéce est inconnue

en général)
9.4 CONSTRUCTION D’UN TEST

Principe: déterminer R tel que erreur de premiére espece < « (si on a plusieurs tests, on choisira
(point de vue théorique) celui dont lerreur de seconde espeéce est la plus petite (ou de puissance
la plus grande)). Basé sur une dissymétrie de H, et H; dans la construction.

EXEMPLE 9.6 — Hj, : p < 0.2 contre H, : p > 0.2 (z =0.22)

e p inconnu donc on lestime p = X
e idée: sous Hy, p prend de plus grandes valeurs que sous H,

© R du type p > ¢ avec c tel que B,(p > ¢) < a ? (calcul? loi limite du paramétre p?)

pP—p
p(1—p)

n

p=X—

a pour loi approché N (0,1)
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P(p>c)=P > ¢
p(1—p)
On veut que
sup P L >c | <a
peB, p(1—p)
p<0.2 n
G le sup est atteint en p = 0.2
p— 0.2
R=4 (X, X,), L2 s
0.2(1-0.2)
n
Trouwver ¢ tel que P((Xy,...,X,,) € R) S
n—+0o0
p — 0.2
p| 222 >c| — assic=qgnorm;_,
0.2(1-0.2) n—+oo
n
f(z)
— N(0,1)
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4272
e rejet de Hy ssi
p— 0.2
T=-L2"">2 < gnorm;_,
/0.2(1-0.2)
-
statstique
de test
A.N. a = 5%, qnorm,_, = 1.645, n =100, p =7 = 0.22
I
T —0.2 0.02 0.2 02 1
__* — = =" =2<1.645
\/0.2(1—0.2) \/0.2(1—0.2) v02-08 04 2
100 100
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Conclusion: on conserve Hy (on ne connait pas le risque associé)

0.2(1—0.2)

jet Hy < T > 0.2+ 1.645
rejet Hy < T + 100

< T > 0.266
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Tests d’hypothése (sur un parameétre)

§10

10.1 FORMALISME D’UN TEST

10.1.1 INTRODUCTION

DEFINITION 10.1 (TEST STATISTIQUE) — Un test d’hypothése est une fonction (mesurable)
de l’échantillon (X, ...,X,,) a valeurs dans {0, 1}.

e H, est acceptée si p(Xq,...,X,,) =0

e H, est rejetée si o(X;,....,X,) =1
Le domaine {(Xy,...,X,,), ¢(Xq,...X,) =1} =: R est la région de rejet du test, R° est la
région d’acceptation. On peut écrire: p(Xq,...,X,,) = Lp(Xy, ..., X},)

Tres souvent, R est construite a partir de T' = T'(Xq, ..., X,,) statistique de test Definition 10.1,
elle-méme basée sur un estimateur 6,, de 6, parametre d’intérét.

L La question est: comment construire R?

10.1.2 RISQUES D’ERREUR D’UN TEST
Risque de 1°¢ espece.
De maniere générale, on testera
Hy: 0 =a,. contre H, : 0 #a
H,: 6 <acontre H, : § > a (ex: contrdle de qualité)

Si on considere une partition O, U ©; = 6, ©, N ©; = 0, alors hypotheses sont:

espace des parametres?
H,: 8 € ©, contre H,: § € ©,

REMARQUE 10.2 (VOCABULAIRE) —
o Test bilatere
©, = {a} H, est une hypothése simple.
©, = O\ {a}, H, est une hypothese bilatére
o Test unilatere
st ©y =] — 00, a] et ©; =|a,+oo] H; et Hy sont unilatéres

Hy, =0 =a contre Hy: 0 > a — Test unilatére

DEFINITION 10.3 (ERREUR DE 1°® ESPECE) — — celle que l’on veut contréler
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a:0, — [0,1]
0 B((Xy, ., X)) € R) = Eglp(X))]
= Py, (rejet de H,)

vrai
e niveau o Ssi

Sup PG((XD '-~7Xn) € ‘%) op &
[dSCH

ol pour

< pour lois discretes
op = | = pour lois continues exactes
— pour lois asymptotiques

DEFINITION 10.4 (ERREUR DE 2" ESPECE) —
,3 : @1 — [07 1]
0 — F((Xy,...,X,) € R°) = Py, (conserver H))

vrai

DEFINITION 10.5 (FONCTIONS DE PUISSANCE) —
II:9—10,1]
6 ‘P9(<X1’ "'aXn) € ‘%)

°
.
>
m
@
ke
H
=
I

Py((Xy, ey X)) € R) = 1= Py ((Xy, ., X,,) € ) = 1— B(6)

10.2 EXEMPLE
(Xy,...,X,,) i.i.d. de loi NV (6,1). Hypotheses a tester:
Hy,: 6<0 contre H; : 6>0

Comme E[X;] =: 6 est inconnue, on l'estime avec § = X.
1. Premiere idée: rejet de H si § > 0

®={(X,,..., X,,),0(X,,..., X,,) > 0}
Soit 8 < 0,
a(0) = B(0>0) = B(X >0)

Quelle est la loi de X?

X o N() car toute combinaison linéaire de variables aléatoires gaussiennes est une gaus-
01
exacte

sienne.
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E[X] = E[X,] =9, Var(f) = lvar(X;) = %

T n

reflexe: centrer et réduire la loi normale:

a(f) = B, (7\/;9 > —\/69) =P(N(0,1) > —/nb) =1 — ®(—/nb) = &(v/nb)

Ou @ est une fonction de répartition de la loi NV (0,1)

1
i
1
1
1
1

1 "
L T

—4 -32-24-16-080 08 16 24 32 4 %

1
niveau = sup ®(/nf) = ®(0) = = = 50%
6<0 2

Alors, on a une chance sur 2 de se tromper — ce qui n’est pas acceptable !

— on souhaite o petit: a = 5%:
e R={6>0} > R={0>c} (c>0)

« valeur de ¢ = c(a) telle que supyy a(f) < a

a(f) = Py (X > ¢) = P (XT_;G > %)
= P(N(0,1) > v/n(c —90))

Condition de niveau:

Trouver c telle que

seli}gP(N(O, 1) > v/n(c—10)) 5
< P(N(0,1) > v/nc) = o
< 1—®(v/nc)
< @(\/ﬁc) =1—a«a
1

SyVne=01t1-a)=c, = NG gnorm,_,
n

On a construit un test de niveau o avec

gnorm;_, }

Je:{(Xl,...,Xn),7> 7
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application numérique: o = 5% = qnorm,_,, = 1.645,n = 100 — ¢, = 0.1645

expérience — X°P = réalisation de X sur mes données
e si X°» =0.1 < ¢, on ne rejette pas H,
o si X% =0.3 > c, = rejet de H,

10.3 CONSTRUCTION D’UN TEST

1. o Définire les hypothese H, et H;

Identifier le paramtetre d’intérét

définir la forme de R, forme de H; = forme de X = {T" > ¢} ou bien {T' < ¢}
e trouver une statistique de test

o
.

e T = version normalisée de
6—0
Var (@)

3. Trouver le seuil ¢ pour voir un test de niveau a
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Tests d’un parametre gauissien

§11

11.1 Résumé de la construction ......... ..o e 48
11,2 P-valeur ..o 48
11.2.1 Généralisation(formule de calcul d’une p-valeur). ...................coooo... 49
11.2.2 REMATQUES . .o c ottt et ettt e e e e 50
11.2.3 Regle de décision avec la p-valeur ........ ... ... i 50

11.1 RESUME DE LA CONSTRUCTION
X =(Xy,...,X,) i.i.d. de loi B,
1. Préciser les hypotheéses testées:

Hy: 0 <0, contre H;: 0 > 0,
2. Statistique de test: T'(X): sous H, T'(X) calculable. La loi de T sous H, permet de
distinguer H, et H;.

L R={T(X)>c} (sous Hy, si la .. de T s’écarte de H, vers la droite), (si H; :
<0, > R={T(X) <c}, si test bilatere H; : § #0, - R={|T(X)| > c} ={T'(X) >
¢ ou T(X) < —c})
3. Regle de décision « niveau fixé,
» Condition de niveau:

sup Py (T'(X) >c) =« (siloide T sous H, est continue)
6<8,

< « (siloi de T discrete)

— (siloide T est symptotique)
n—+o0o

4. Application numérique:
o calcul du seuil
e calcul de la réalisation de T =T =T(X) si z=(xq,...,2,) réalisation de
(Xy, ..., X,,) dans notre expérience
O si T°% > ¢, alors on rejette Hy, avec un risque de se tromper de a.
0 si T° <c¢,, on conserve H,, avec un risque de se tromper de inconnu (en
général)

REMARQUE 11.1 — Le test de Hy: 0 > 6, contre H,: 0 < 8, est le méme que le test de Hy: 0 =
6, contre H;: 0 < 8y, R ={T < c} o

11.2 P-VALEUR

n

EXEMPLE 11.2 — (X4, ..., X)) i.7.d. de loi N(0,1) ; test Hy: § =0, contre H;: 6 > 1
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L T = éio = /nb ~ N(0,1) ot § =X; R={T > ¢} condition de niveau P,_, T >
ﬁ ’ AN (0,1)

cl=a=c,=qnorm; ,=®1(1—-a)= R= {\/ﬁé >¢1(1— a)}

rejet de Hy < a>1— @(ﬁé)

a = 5% rejette-t-on a 5% 7 10%? 1% ?

ANGO=03,n=100, /nd=3,1—&(3)~ 103 o

DEFINITION 11.3 — Si (X4,...,X,,) tid., R={T(X) > c,}. Pour une réalisation z =
(Z1,...,x,) de X = (Xq,...,X,,), on appelle p-valeur du test de région de R:

pval = inf{a € [0,1], T(X) > ¢, }

= inf{a, H, est rejetée au niveau a}

pualue (p(X) = 14(X)) - niveau de significativité probabilité critique

La Definition 11.3 peut sembler assez abstraite mais elle a une application assez intuitive. T'(X)
dépend de notre échantillon observée et ¢, dépend de la loi (sous H,) et de a (important:
indépendant des données observée).

Une propriétée improtante est que c,, est croissante en fonction de o. Finalement, on calcule
T(zq,...,z,) € R, on cherche le plus petit alpha (équivalent & chercher le plus grand c,, tel que
T(zy,...,x,) > c,). Puis P(T(zq,...,x,) > ¢,) = a = pval d’apres Definition 11.3.

INTUITION 11.4 — Pualeur nous dit: quelle est la probabilit€ d’avoir telles données aussi loin
de notre région ou on conserve Hy. Plus o est petit, moins des valeurs extrémes (T (x4, ...,x,,)
observées), donc plus est la tendance a rejetter H,. o

EXEMPLE 11.5 —
pval =1 — <I><\/ﬁ§°bs)
=1—®(T°™)
=1—P(N(0,1) < T°™)
pval = P| N(0,1) > T°b

——
loide T

=P (T > T0b5>
Z—
S
11.2.1 GENERALISATION(FORMULE DE CALCUL D’UNE P-VALEUR).

T(X) statistique de test
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X) > c}, alors p-valeur = Py (T(X) > T°)
) < ¢}, alors p-valeur = Py (T(X) < T°*)
|T(X)| > ¢}, p-valeur = PHO(]T(X)| > [T°%|)

11.2.2 REMARQUES

REMARQUE 11.6 — Sur [’exemple
Py (IT| > T°) = Py (T > T ou T < —T°)
= Py, (T > T°%) 4+ P(T < —T°%)
=1—®(T°%) + &(—T°")
(symétrie) = 2(1 — ®(T°™))

la p-valeur du test bilatére est le double de la p-valeur du test unilatére.

T

o
REMARQUE 11.7 — Si la loi de T' sous H, est discrete. o
11.2.3 REGLE DE DECISION AVEC LA p-VALEUR

EXEMPLE 11.8 — § =0, contre § >0, T = y/nf ~ N(0,1)
p-value diagram (one-sided) T~ N(0,1) under Hy
Pl (T > T2%)
Puty (T > T05%)
a
e e
0 conserve Hg Ca=Q1-a rejeter Ho Tobs
Tobs T
o

1. Hy: p = pg contre Hy: p# pg, i = X
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X — Mo loi exacte
Sn 0

NG

T= Student(n — 1)

H, = R={|T|> c}, quelle est la regle de décision?

bilatere
L calcul de ¢=¢, avec la condition de niveau = ¢, =qt1_%(n—1) quantile
Student(n — 1)

pvaleur = Py (|T| > T )
(symetrie de loi de Student) = 2P (T > |T°|)

= 2<1 - Fétudent(‘TObs‘))

T

! >
T<—c T>C
e Sip-valeur < « - on rejet Hy
e Si p-valeur > o - on conserve H,,
2. Hy: 0% = 0} contre Hy: 0% #+ o}, 02 inconnu donc on l'estime
¢ 52 sans biais
. 02 EMV

par le théoreme de la loi des estimateurs dans le modele gaussien

~ n —\2
no? (n—1)82 > (Xi_X)
0<T= o2 o B o? I?;Xz(n_l)

ﬂ:{T>q17%x2(n—1) ou T<q%x2(n—1)}
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Loi 2 — test bilatéral

o densitédeT

C2 =(dar C1=(1-ar

On calcule T°%: on rejette Hy ssi T, > Q1—%X2 ou T, < qx2%
Quelle est la p-valeur?

pvaleur = 2P(T > TObS) ou 2P(T < TObs)

par convention

p-valeur < 5%
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Test de Student (t-test)

§12

Soient (Xy,..., X, ) iid. N(uy,02), (Y;,...,Y, ) iid. N(uy,02). De plus, on suppose que les
1 1 1,91 1 5 2,09

n n
deux échantillons sont indépendants. Hypothése supplémentaire: 02 = 02 = 2. On veut tester

Hy: py = pg contre Hy < puy # pg

EXEMPLE 12.1 (EFFICACITE TRAITEMENT) — [y = [y CONTE [y < [y qui diminue le taux de
cholesterol. o

12.1 STATISTIQUE DE TEST
,u;l - 'LLQ - 0? Zdée
e L On estime ji; — fi, par X — Y
e LIoide X—-Y

(X,,) et (Y,) indépendantes donc CL de gaussiennes indépendantes = N (,ul — fig, 02 (L + L))

o E[X —Y| = p; — po par linéarité de l’gspér&zmce + (X;) et (Y;) i.d. nen
. Var(Y—V) = Var(Y) + Var(?) = % + % = 02(i + L)
1 2

ny Ny

Si 02 connue:

loi de T" sous H,,
A

—C C
p1—po =0 - Ni-a/2 (tn1+n2—2)

PROPOSITION 12.2 — Sous les hypothéses de notre modele
e 2 échantillons gaussiens indépendants

o 0’% = 0‘%
—\2 —\ 2
alors S2 = nl}r% (Z?zl (Xi - X) + Z;;l (Y; - Y) ) est un estimateur sans biais de o et
S O ST
Sor/as +

a pour loi exacte la loi Student(ng + ny — 2)
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Preuve. admise O
12.2 REGION DE REJET
R={|T|>c}
12.3 REGLE DE DECISION

2 fagcon équivalents:
T de loi
1. continue

calcul du seuil: « fixé (condition de niveau) P, _, (|T| > ¢,) = a=c, = aty_s (ng +
ny —2)
2. Calcul de la p-valeur

pvaleur = Py (IT| > |T°%|) = =2Py (T >[T°) =2(1— F(|T°™|))

loide T
symmétrique

ou F' de loi Student(n,; + ny, —2)

EXEMPLE 12.3 (APPLICATION NUMERIQUE) - n; =12, T =150, S =0.95=
\/nf_l (x, —T)*, ny =8, J=2.35, Sy = 1.35
Tobs — =Y
1

SxvVis s

N

1 2 2
2 = T I bs __
(0 e — zi—7) + ) (3 —7) | T =1.801
(ny—1)(5%)? (ny—1)(53)>
ddl=18
——

a=5%, c,=dbygrs|12+8—2|=2.101, p-valeur = 2| 1 — Fqent(1248-2)(1.801) | =

~0.95
0.10 > a donc on ne rejette pas H,,

1. |T°| < ¢, = 2.101 on ne rejette pas Hy, les 2 échantillons n'ont pas des moyennes
differentes.
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