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1 Modèle statistique & estimateurs

Definition 1.1  (Modèle statistique) –  (Ω, 𝒜︀, 𝒫︀) avec 𝒫︀ =
{𝑃𝜃; 𝜃 ∈ Θ}.

• Paramétrique : Θ ⊂ ℝ𝑝.

• Identifiable : 𝜃 ↦ 𝑃𝜃 injective.

Definition 1.2  (Estimateur) –  𝜃𝑛 = ℎ(𝑋1, …, 𝑋𝑛) mesu­

rable, indépendant de 𝜃.

Definition 1.3  (Biais) –  𝐵(𝜃, 𝜃) = 𝔼[𝜃] − 𝜃. Sans biais ⇔ 

𝐵 = 0.

Definition 1.4  (Risque quadratique (MSE)) –  𝑅(𝜃, 𝜃) =
𝔼[(𝜃 − 𝜃)

2
]

Theoreme 1.5  (Décomposition biais-variance) – 

𝑅(𝜃, 𝜃) = 𝐵(𝜃, 𝜃)
2

+ Var(𝜃)

Definition 1.6  (Consistance) –  𝜃𝑛 ⟶
ℙ

𝜃 (convergence en 

probabilité). Fortement consistant si convergence p.s.

Remarque 1.7 – Si 𝑅(𝜃𝑛, 𝜃) → 0 alors 𝜃𝑛 est consistant (conver­

gence 𝐿2 ⇒ convergence en probabilité, via Bienaymé-Tchebychev).

⋄

Lemme 1.8  (Lemme des applications continues (LAC)) – 

Si 𝑍𝑛 ⟶
ℙ

𝑍 et ℎ continue, alors ℎ(𝑍𝑛) ⟶
ℙ

ℎ(𝑍). Idem en loi. 

Attention : la réciproque pour la convergence en loi est fausse en 

général. ⋄

2 Méthodes de construction 

d’estimateurs

2.1 Méthode des moments

Definition 2.1 – 

• Moment théorique d’ordre 𝑘 : 𝜇𝑘 = 𝔼[𝑋𝑘
𝑖 ]

• Moment empirique d’ordre 𝑘 : 𝜇̂𝑘 = 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 𝑋𝑘
𝑖

Par LGN : 𝜇̂𝑘 ⟶
ℙ

𝜇𝑘.

Si 𝜃 = ℒ︀(𝜇1, …, 𝜇𝑘), l’estimateur des moments est 𝜃MM =
ℒ︀(𝜇̂1, …, 𝜇̂𝑘) (consistant par LAC).

Exemples courants :

• 𝑋𝑖 ∼ Bernoulli(𝜃) : 𝜃 = 𝑋
• 𝑋𝑖 ∼ Exp(𝜃) (𝑓 = 𝜃𝑒{−𝜃𝑥}) : 𝜃 = 1

𝑋
• 𝑋𝑖 de densité 𝜃𝑥{𝜃−1}𝟙{[0,1]} : 𝜃 = 𝑋

1−𝑋

Variance empirique :

𝜎̂2
𝑛 = 1

𝑛
∑

𝑛

𝑖=1
(𝑋𝑖 − 𝑋)

2
= 1

𝑛
∑ 𝑋2

𝑖 − 𝑋2

Consistant pour Var(𝑋) (par LGN + LAC sur le couple).

2.2 Maximum de vraisemblance (EMV)

Definition 2.2 –  Vraisemblance : 𝐿𝑛(𝜃) = ∏𝑛
𝑖=1 𝑓𝜃(𝑋𝑖)

Log-vraisemblance : ℓ𝑛(𝜃) = ∑𝑛
𝑖=1 log 𝑓𝜃(𝑋𝑖)

EMV : 𝜃MV = argmax𝜃∈Θ 𝐿𝑛(𝜃) = argmax ℓ𝑛(𝜃)

Proposition 2.3 –  Si 𝜃 est EMV de 𝜃, alors 𝑔(𝜃) est EMV 

de 𝑔(𝜃).

Équation de vraisemblance : résoudre ℓ𝑛′(𝜃) = 0, vérifier que c’est 

un maximum (e.g. ℓ𝑛″ < 0).

Exemple : 𝑋𝑖 ∼ Bernoulli(𝜃), 𝜃MV = 𝑋.

3 Information de Fisher & borne de Cra

mér-Rao

Definition 3.1  (Modèle régulier) –  (𝑃𝜃) est régulier si :
1. Θ ouvert, 𝜃 ↦ 𝑓𝜃(𝑥) est 𝐶1

2. Supp 𝑓𝜃 ne dépend pas de 𝜃
3. L’intégrale 𝐼(𝜃) = ∫

𝑆
(𝜕𝜃𝑓𝜃(𝑥))

2

𝑓𝜃(𝑥)
d𝑥 existe et est continue sur 

Θ

Definition 3.2  (Score) – 

𝑆𝑛(𝜃) = 𝜕
𝜕𝜃

log 𝐿𝑛(𝜃) = ∑
𝑛

𝑖=1

𝜕
𝜕𝜃

log 𝑓𝜃(𝑋𝑖)

Sous les hypothèses de régularité : 𝔼𝜃[𝑆𝑛(𝜃)]
= 0 (score centré).

Definition 3.3  (Information de Fisher) – 

𝐼(𝜃) = 𝔼𝜃[( 𝜕
𝜕𝜃

log 𝑓𝜃(𝑋1))
2

] = Var𝜃(
𝜕
𝜕𝜃

log 𝑓𝜃(𝑋1))

Pour 𝑛 observations : 𝐼𝑛(𝜃) = 𝑛𝐼(𝜃).

Formule alternative (si 𝐶2) :

𝐼𝑛(𝜃) = −𝔼𝜃[
𝜕2

𝜕𝜃2 log 𝐿𝑛(𝜃)]

Exemples :

• 𝑋𝑖 ∼ ℰ︀(𝜃) : 𝐼(𝜃) = 1
𝜃2

• 𝑋𝑖 ∼ Bernoulli(𝜃) : 𝐼(𝜃) = 1
𝜃(1−𝜃)

• 𝑋𝑖 ∼ 𝒫︀(𝜃) : 𝐼(𝜃) = 1
𝜃

Proposition 3.4  (Inégalité de Cramér-Rao) –  Modèle 

régulier, 𝐼(𝜃) > 0. Pour tout estimateur 𝑇  sans biais de 𝑔(𝜃) 
avec 𝔼𝜃[𝑇 2] < +∞ :
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Var𝜃(𝑇) ≥ (𝑔′(𝜃))2

𝑛𝐼(𝜃)

Definition 3.5  (Estimateur efficace) –  𝑇  est efficace s’il 

réalise l’égalité dans la borne de Cramér-Rao.

4 Propriétés asymptotiques

Lemme 4.1  (Lemme de Slutsky) – Si 𝑋𝑛 ⟶
ℒ︀

𝑋 et 𝑌𝑛 ⟶
ℒ︀

𝑐 
(constante), alors :

• 𝑋𝑛 + 𝑌𝑛 ⟶
ℒ︀

𝑋 + 𝑐
• 𝑋𝑛𝑌𝑛 ⟶

ℒ︀
𝑐𝑋

• 𝑋𝑛
𝑌𝑛

⟶
ℒ︀ 𝑋

𝑐  (si 𝑐 ≠ 0)

⋄

Remarque 4.2 – 𝑋𝑛 ⟶
ℒ︀

𝑋 et 𝑌𝑛 ⟶
ℒ︀

𝑌  n’implique pas (𝑋𝑛
𝑌𝑛

) ⟶
ℒ︀

(𝑋
𝑌 ) en général (sauf si indépendants ou si l’un converge en proba 

vers une constante). ⋄

Definition 4.3  (Normalité asymptotique) –   𝜃𝑛 est 

asymptotiquement normal si

√
𝑛(𝜃𝑛 − 𝜃) ⟶

ℒ︀
𝒩︀(0, 𝜏2(𝜃))

Note : normalité asymptotique ⇒ consistance.

Lemme 4.4  ($delta$-méthode) – Si 
√

𝑛(𝑍𝑛 − 𝜇) ⟶
ℒ︀

𝒩︀(0, 𝜏2) 
et 𝑔 dérivable en 𝜇 avec 𝑔′(𝜇) ≠ 0, alors

√
𝑛[𝑔(𝑍𝑛) − 𝑔(𝜇)] ⟶

ℒ︀
𝒩︀(0, (𝑔′(𝜇))2𝜏2)

⋄

Application : si 𝜃𝑛 est asymptotiquement normal de variance 𝜏2

𝑛 , 

et si 𝜏2 est un estimateur consistant de 𝜏2, alors (par Slutsky) :

√
𝑛(𝜃𝑛 − 𝜃)

𝜏
⟶
ℒ︀

𝒩︀(0, 1)

Efficacité asymptotique : 𝜃𝑛 est asymptotiquement efficace si 

𝑛 Var(𝜃𝑛) → 1
𝐼(𝜃) .

5 F.r. empirique & quantiles

Definition 5.1  (F.r. empirique) – 

𝐹𝑛(𝑥) = 1
𝑛

∑
𝑛

𝑖=1
𝟙𝑋𝑖≤𝑥

• 𝑛𝐹𝑛(𝑥) ∼ Binomiale(𝑛, 𝐹(𝑥))
• 𝐹𝑛(𝑥) est sans biais et consistant pour 𝐹(𝑥)
• TLC : 

√
𝑛(𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹(𝑥)) ⟶

ℒ︀
𝒩︀(0, 𝐹(𝑥)(1 − 𝐹(𝑥)))

Theoreme 5.2  (Glivenko-Cantelli) – 

sup
𝑥∈ℝ

|𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹(𝑥)| ⟶
ℙ

0

Definition 5.3  (Inverse généralisé / Quantile) – 

𝐹 {−1}(𝛼) = inf{𝑥 ∈ ℝ, 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼}

• 𝐹 {−1}(1
4) = 1er quartile, 𝐹 {−1}(1

2) = médiane, 𝐹 {−1}(3
4) 

= 3e quartile

Definition 5.4  (Quantile empirique) – 

𝑞{𝑛,𝛼} = 𝐹 {−1}
𝑛 (𝛼) = 𝑋{([𝑛𝛼])}

où 𝑋{(1)} ≤ … ≤ 𝑋{(𝑛)} est l’échantillon ordonné et [𝑢] est le plus 

petit entier ≥ 𝑢.

6 Intervalles de confiance

Definition 6.1 –  Un IC de niveau 1 − 𝛼 pour 𝜃 est un 

intervalle [𝐵inf, 𝐵sup] dont les bornes sont des fonctions de 

(𝑋1, …, 𝑋𝑛), ne dépendent pas des paramètres inconnus, et tel 

que

𝑃(𝜃 ∈ [𝐵inf, 𝐵sup]) ≥ 1 − 𝛼

(ou → 1 − 𝛼 pour un IC asymptotique).

6.1 Méthode pivotale

Si 𝜃𝑛 est asymptotiquement normal avec écart-type 𝜎(𝜃)√
𝑛  estimé par 

𝜎̂√
𝑛  :

√
𝑛(𝜃 − 𝜃)

𝜎̂
⟶
ℒ︀

𝒩︀(0, 1)

⇒ IC asymptotique de niveau 1 − 𝛼 :

𝜃 ± 𝑞{1−𝛼
2 }

𝜎̂√
𝑛

où 𝑞{1−𝛼
2 } = Φ{−1}(1 − 𝛼

2 ) (≈ 1.96 à 5%).

Remarque 6.2  – 𝑞{𝛼
2 } = −𝑞{1−𝛼

2 } par symétrie de 𝒩︀(0, 1). 
𝑃(𝑞{𝛼

2 } ≤ 𝑍 ≤ 𝑞{1−𝛼
2 }) = 1 − 𝛼. ⋄

6.2 IC dans le modèle gaussien

(𝑋1, …, 𝑋𝑛) i.i.d. 𝒩︀(𝜇, 𝜎2), 𝜇̂ = 𝑋, 𝜎̂2 = 1
𝑛∑(𝑋𝑖 − 𝑋)

2
, 𝑆2

𝑛 =
( 𝑛

𝑛−1)𝜎̂2.

• IC pour 𝜇 (𝜎2 inconnu, niveau exact) :

𝑋 ± 𝑡{1−𝛼
2 }(𝑛 − 1) 𝑆𝑛√

𝑛

où 𝑇 = 𝑋−𝜇
𝑆𝑛√

𝑛
∼ Student(𝑛 − 1).

• IC pour 𝜎2 (niveau exact) :

[

 𝑛𝜎̂2

𝑞{𝜒2(𝑛−1)}
{1−𝛼

2 }

, 𝑛𝜎̂2

𝑞{𝜒2(𝑛−1)}
{𝛼

2 } ]



car 𝑛𝜎̂2

𝜎2 ∼ 𝜒2(𝑛 − 1).

3
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7 Lois dérivées de la loi normale

Definition 7.1  (Loi $chi^2(d)$) –  Si 𝑋1, …, 𝑋𝑑 ∼ 𝒩︀(0, 1) 
i.i.d., alors

𝑌 = 𝑋2
1 + … + 𝑋2

𝑑 ∼ 𝜒2(𝑑)

• 𝔼[𝑌 ] = 𝑑, Var(𝑌 ) = 2𝑑
• Fct génératrice : 𝑀(𝑡) = (1 − 2𝑡){−𝑑

2} (𝑡 < 1
2)

Definition 7.2  (Loi de Student $t(d)$) –  Si 𝑋 ∼ 𝒩︀(0, 1) 
et 𝑌 ∼ 𝜒2(𝑑) indépendantes :

𝑍 = 𝑋
√𝑌

𝑑

∼ Student(𝑑)

Quand 𝑑 → +∞, Student(𝑑) → 𝒩︀(0, 1).

Theoreme 7.3   (Loi des estimateurs gaussiens)  –  

(𝑋1, …, 𝑋𝑛) i.i.d. 𝒩︀(𝜇, 𝜎2) :
• 𝑋 et ∑(𝑋𝑖 − 𝑋)

2
 sont indépendantes

• 𝑋 ∼ 𝒩︀(𝜇, 𝜎2

𝑛 )
• 𝑛𝜎̂2

𝜎2 = (𝑛−1)𝑆2
𝑛

𝜎2 ∼ 𝜒2(𝑛 − 1)
• 𝑋−𝜇

𝑆𝑛√
𝑛

∼ Student(𝑛 − 1)

8 Tests d’hypothèse

Definition 8.1   (Test statistique)  –   Fonction 𝜑 :
(𝑋1, …, 𝑋𝑛) → {0, 1}.

• 𝜑 = 0 : on conserve 𝐻0
• 𝜑 = 1 : on rejette 𝐻0

Région de rejet : ℛ︀ = {𝜑 = 1}, souvent ℛ︀ = {𝑇 > 𝑐} (ou < 𝑐, 
ou |𝑇 | > 𝑐).

Definition 8.2  (Types d'erreurs) – 

réalité/décision 𝐻0 vraie 𝐻1 vraie

𝐻0 acceptée � erreur 2e espèce

𝐻0 rejetée erreur 1re espèce �

• Erreur 1re espèce : 𝛼(𝜃) = 𝑃𝜃((𝑋1,…,𝑋𝑛)∈ℛ︀) pour 𝜃 ∈ Θ0
• Niveau 𝛼 : sup{𝜃∈Θ0} 𝑃𝜃(ℛ︀) ≤ 𝛼
• Erreur 2e espèce : 𝛽(𝜃) = 𝑃𝜃(ℛ︀𝑐) pour 𝜃 ∈ Θ1
• Puissance : Π(𝜃) = 𝑃𝜃(ℛ︀) = 1 − 𝛽(𝜃) pour 𝜃 ∈ Θ1

8.1 Construction d’un test (étapes)

1. Formuler 𝐻0 et 𝐻1 ; identifier 𝜃.
2. Choisir la forme de ℛ︀ selon 𝐻1 :

• 𝐻1 : 𝜃 > 𝜃0 → ℛ︀ = {𝑇 > 𝑐}
• 𝐻1 : 𝜃 < 𝜃0 → ℛ︀ = {𝑇 < 𝑐}
• 𝐻1 : 𝜃 ≠ 𝜃0 (bilatère) → ℛ︀ = {|𝑇 | > 𝑐}

3. Statistique de test 𝑇 = 𝜃−𝜃0

√Var(𝜃)
 normalisée sous 𝐻0.

4. Trouver 𝑐𝛼 tel que sup{𝐻0} 𝑃(𝑇 ∈ ℛ︀) = 𝛼 (ou → 𝛼).

Definition 8.3  ($p$-valeur) –  Pour une réalisation 𝑇 obs :

• Si ℛ︀ = {𝑇 > 𝑐} : p-valeur = 𝑃{𝐻0}(𝑇 > 𝑇 obs)
• Si ℛ︀ = {𝑇 < 𝑐} : p-valeur = 𝑃{𝐻0}(𝑇 < 𝑇 obs)
• Si ℛ︀ = {|𝑇 | > 𝑐} : p-valeur = 𝑃{𝐻0}(|𝑇 | > |𝑇 obs|)

Règle : on rejette 𝐻0 ssi p-valeur < 𝛼.

Remarque 8.4 – Pour un test bilatère avec 𝑇 ∼ 𝒩︀(0, 1) ou Student 

(loi symétrique) : p-valeur = 2(1 − 𝐹(|𝑇 obs|)) — double de la p-

valeur unilatère. ⋄

9 Tests usuels

9.1 Test sur 𝜇 (modèle gaussien)

𝐻0 : 𝜇 = 𝜇0 contre 𝐻1 : 𝜇 ≠ 𝜇0, 𝜎2 inconnu :

𝑇 = 𝑋 − 𝜇0
𝑆𝑛√

𝑛

∼
{𝐻0}

Student(𝑛 − 1)

ℛ︀ = {|𝑇 | > 𝑡{1−𝛼
2 }(𝑛 − 1)}

𝐻0 : 𝜇 ≤ 𝜇0 contre 𝐻1 : 𝜇 > 𝜇0 :

ℛ︀ = {𝑇 > 𝑡{1−𝛼}(𝑛 − 1)}

9.2 Test sur 𝜎2 (modèle gaussien)

𝐻0 : 𝜎2 = 𝜎2
0 contre 𝐻1 : 𝜎2 ≠ 𝜎2

0 :

𝑇 = 𝑛𝜎̂2

𝜎2
0

∼
{𝐻0}

𝜒2(𝑛 − 1)

ℛ︀ = {𝑇 > 𝑞{𝜒2(𝑛−1)}
{1−𝛼

2 }  ou 𝑇 < 𝑞{𝜒2(𝑛−1)}
{𝛼

2 } }

9.3 Test de Student à deux échantillons

(𝑋𝑖) i.i.d. 𝒩︀(𝜇1, 𝜎2) et (𝑌𝑗) i.i.d. 𝒩︀(𝜇2, 𝜎2), indépendants, va

riances égales.

𝐻0 : 𝜇1 = 𝜇2 contre 𝐻1 : 𝜇1 ≠ 𝜇2 :

Estimateur poolé de 𝜎2 :

𝑆2
𝑛 = 1

𝑛1 + 𝑛2 − 2
(∑(𝑋𝑖 − 𝑋)

2
+ ∑(𝑌𝑗 − 𝑌 )

2
)

Statistique :

𝑇 = 𝑋 − 𝑌

𝑆𝑛√ 1
𝑛1

+ 1
𝑛2

∼
{𝐻0}

Student(𝑛1 + 𝑛2 − 2)

ℛ︀ = {|𝑇 | > 𝑡{1−𝛼
2 }(𝑛1 + 𝑛2 − 2)}

p-valeur = 2(1 − 𝐹{Student(𝑛1+𝑛2−2)}(|𝑇 obs|))

9.4 Test asymptotique (proportion)

(𝑋𝑖) i.i.d. Bernoulli(𝑝), 𝐻0 : 𝑝 ≤ 𝑝0 contre 𝐻1 : 𝑝 > 𝑝0 :

𝑇 = 𝑝 − 𝑝0

√𝑝0(1−𝑝0)
𝑛

⟶
ℒ︀

𝐻0
𝒩︀(0, 1)

ℛ︀ = {𝑇 > 𝑞{1−𝛼}}, seuil 𝑐𝛼 = 𝑞{1−𝛼}√
𝑛 .

p-valeur = 1 − Φ(𝑇 obs)

4
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10 Formulaire rapide

Quantiles usuels de 𝒩︀(0, 1) :

• 𝑞{0.90} ≈ 1.282
• 𝑞{0.95} ≈ 1.645
• 𝑞{0.975} ≈ 1.960
• 𝑞{0.99} ≈ 2.326

Lois utiles :

• 𝑋 de loi 𝒩︀(𝜇, 𝜎2

𝑛 ) si 𝑋𝑖 ∼ 𝒩︀(𝜇, 𝜎2)
• 𝑋 ∼ 𝒩︀(𝜇, 𝜎2

𝑛 ) exacte (pas seulement asymptotique)

• TLC général : 
√

𝑛𝑋−𝜇
𝜎 ⟶

ℒ︀
𝒩︀(0, 1)

Propriétés de 𝒩︀(𝜇, 𝜎2) :

• 𝑓(𝑥) = 1√
2𝜋𝜎2 𝑒{− (𝑥−𝜇)2

2𝜎2 }

• 𝑀(𝑡) = 𝑒{𝑡𝜇+𝜎2 𝑡2
2 }

• Moments centrés impairs nuls ; 𝔼[(𝑋 − 𝜇)4] = 3𝜎4

• CL de gaussiennes indépendantes = gaussienne

IC Bernoulli asymptotique (𝛼 = 5%) :

𝑝 ± 1.96√𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

Biais de 𝜎̂2 :

𝔼[𝜎̂2
𝑛] = (𝑛 − 1

𝑛
)𝜎2 ⇒ 𝐵 = −𝜎2

𝑛

⇒ 𝑆2
𝑛 = 𝑛

𝑛−1 𝜎̂2
𝑛 est sans biais.

EMV dans 𝒩︀(𝜇, 𝜎2) : 𝜇̂ = 𝑋, 𝜎̂2 = 1
𝑛∑(𝑋𝑖 − 𝑋)

2
 (biaisé).

𝛿-méthode — rappel : si 
√

𝑛(𝜃 − 𝜃) ⟶
ℒ︀

𝒩︀(0, 𝜎2) et 𝑔 dérivable,

√
𝑛(𝑔(𝜃) − 𝑔(𝜃)) ⟶

ℒ︀
𝒩︀(0, (𝑔′(𝜃))2𝜎2)
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