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-21. Modèle Statistique

Déf. (Modèle statistique)
(Ω,A,P) avec P = {Pθ; θ ∈ Θ}.
• Paramétrique: ∃p ∈ N∗, Θ ⊂ Rp

• Non-paramétrique: sinon

Déf. (Identifiabilité)
θ 7→ Pθ est injective.

Déf. (Estimateur)

θ̂ = h(X1, . . . , Xn) mesurable,
indépendant de θ.

-22. Qualité d’un Estimateur

Déf. (Biais)

B(θ̂, θ) = E[θ̂]− θ

Sans biais ⇔ B = 0.

Déf. (Risque quadratique (MSE))

R(θ̂, θ) = E[(θ̂ − θ)2]

Thm. (Décomposition Biais-
Variance)

R(θ̂, θ) = B(θ̂, θ)2 +Var(θ̂)

Preuve: développement de (θ̂−θ)2 autour

de E[θ̂].

Déf. (Consistance)

θ̂n
P−→ θ (n → +∞)

Forte: θ̂n
p.s.−−→ θ.

Outil: si R(θ̂n, θ) → 0 ⇒ consistant (Bi-
enaymé-Tchebychev).

-23. Méthode des Moments

Déf. (Moments)
• Théorique ord. k: µk = E[Xk

i ]
• Empirique ord. k: µ̂k = 1

n

∑n
i=1 X

k
i

Par LGN: µ̂k
P−→ µk.

Prop. (Principe)
Si θ = L(µ1, . . . , µk), alors

θ̂MM = L(µ̂1, . . . , µ̂k)

est consistant (par LAC).

Exemples
• Bern(θ): θ̂ = X̄

• Exp(θ): θ̂ = 1/X̄

• fθ(x) = θxθ−11[0,1]: θ̂ = X̄
1−X̄

• Variance empirique: σ̂2 = 1
n

∑
(Xi−

X̄)2

Biais: − 1
nσ

2 (asymptotiquement sans
biais)

-24. Maximum de Vraisemblance

Déf. (Vraisemblance & log-
vraisemblance)

Ln(θ) =

n∏
i=1

fθ(Xi)

ℓn(θ) = logLn(θ) =

n∑
i=1

log fθ(Xi)

Déf. (EMV)

θ̂MV = argmax
θ∈Θ

ℓn(θ)

Équation de vraisemblance: ℓ′n(θ) = 0

Prop. (Invariance de l’EMV)

Si θ̂ est EMV de θ, alors g(θ̂) est EMV de
g(θ).

Exemples EMV
• Bern(θ): θ̂MV = X̄

• Exp(θ): θ̂MV = 1/X̄

• fθ(x) =
3
θx

2e−x3/θ: θ̂ = 1
n

∑
X3

i

-25. Modèle Régulier & Information de Fisher

Déf. (Modèle régulier)
(Pθ) régulier si:
1. Θ ouvert, θ 7→ fθ(x) est C

1

2. Supp(fθ) indépendant de θ
3. Hypothèse (H): dérivation sous le

signe
∫

Déf. (Score)

Sn(θ) =
∂

∂θ
ℓn(θ) =

n∑
i=1

∂

∂θ
log fθ(Xi)

Déf. (Information de Fisher)

I(θ) = Eθ

[(
∂

∂θ
log fθ(X1)

)2
]
=

∫
S

(∂θfθ)
2

fθ
dµ

In(θ) = n I(θ) = Varθ(Sn(θ))

Prop. (Score centré) Sous (H):

Eθ

[
∂

∂θ
log fθ(X1)

]
= 0

Prop. (Dérivée seconde) Sous (H):

In(θ) = −Eθ

[
∂2

∂θ2
ℓn(θ)

]
Exemples I(θ)
• Exp(θ): I(θ) = 1/θ2

• Bern(θ): I(θ) = 1
θ(1−θ)

• P(θ): I(θ) = 1/θ

-26. Inégalité de Cramér–Rao

Thm. (Borne de Cramér–Rao)
Modèle régulier, I(θ) > 0. Pour tout esti-
mateur T sans biais de g(θ) avec Eθ[T

2] <
+∞:

Varθ(T ) ≥
[g′(θ)]2

In(θ)
=

[g′(θ)]2

n I(θ)

Preuve: Cauchy-Schwarz sur ⟨T −
g(θ), ∂θ log fθ⟩Pθ

.

Déf. (Estimateur efficace)

T est efficace si Varθ(T ) = [g′(θ)]2

In(θ)

(égalité dans CR).

-27. Convergences

Déf. (Normalité asymptotique)

θ̂n est asymptotiquement normal si:

√
n(θ̂n − θ)

L−→ N (0, σ2(θ))

Remarque: normalité asymptotique ⇒
consistance.

Prop. (Lemme de Slutsky)

Si Xn
L−→ X et Yn

L−→ c (constante), alors:

• Xn + Yn
L−→ X + c

• XnYn
L−→ cX

• Xn/Yn
L−→ X/c si c ̸= 0

Thm. (δ-méthode)

Si
√
n(Zn − µ)

L−→ N (0, τ2) et g dérivable
en µ, g′(µ) ̸= 0:

√
n[g(Zn)− g(µ)]

L−→ N (0, [g′(µ)]2τ2)



Thm. (TLC (rappel))
(Xi) i.i.d., E[Xi] = µ, Var(Xi) = σ2 <
+∞:

√
n(X̄ − µ)

L−→ N (0, σ2)

Prop. (Convergence des couples)(
Xn

Yn

)
P−→

(
X
Y

)
⇔ Xn

P−→ X et Yn
P−→ Y

Attention: faux pour la convergence en
loi!

Prop. (LAC (Lemme des app. con-
tinues))

Si Xn
P−→ X et g continue, alors g(Xn)

P−→
g(X).

Idem pour
L−→ (et pour les couples).

-28. Fonction de Répartition Empirique

Déf. (F.R. empirique)

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1Xi≤x

n F̂n(x) ∼ Bin(n, F (x))

Prop. (Propriétés de F̂n)

• F̂n(x)
P−→ F (x) (LGN, consistance)

•
√
n(F̂n(x) − F (x))

L−→ N (0, F (x)(1 −
F (x))) (TLC)

• Glivenko-Cantelli: supx |F̂n(x) −
F (x)| P−→ 0

Déf. (Quantile empirique)
q̂n,α = F̂−1

n (α) = X(⌈nα⌉)
où X(1) ≤ · · · ≤ X(n) est l’échantillon or-
donné.

-29. Intervalles de Confiance

Déf. (Intervalle de confiance)
[Binf,Bsup]

(bornes aléatoires, ne
dépendent pas de θ) tel que:

P(θ ∈ [Binf,Bsup])≥1−α

• Exact: égalité = 1− α
• Asymptotique: P(. . .) → 1− α
• En pratique: α = 5% ou 1%

Thm. (Méthode pivotale)

Si
√
n(θ̂n − θ)/σ̂

L−→ N (0, 1), alors:

IC1−α =

[
θ̂n −

q1−α/2 σ̂√
n

, θ̂n −
qα/2 σ̂√

n

]
où qβ = Φ−1(β) quantile gaussien.

Symétrie: q1−α/2 = −qα/2, donc largeur

=
2q1−α/2σ̂√

n
.

IC pour proportion Xi ∼ Bern(θ):

σ̂2 = θ̂(1− θ̂), pivot:
√
n(X̄−θ)√
θ̂(1−θ̂)

L−→ N (0, 1)

IC pour Exp(θ) (θ̂ = 1/X̄):
√
n(θ̂−θ)

θ̂

L−→ N (0, 1) (Slutsky+δ-méthode)

IC = θ̂
[
1± q1−α/2√

n

]
-210. Efficacité Asymptotique

Prop. (Asymptotiquement efficace)

θ̂n asymptotiquement efficace si:

nVar(θ̂n)
n→∞−−−−→ 1

I(θ)

L’EMV est généralement asymptotique-
ment efficace.

Thm. (Pivot de Slutsky)
Si σ̂2 est consistant pour σ2(θ):

√
n(θ̂n − θ)

σ̂

L−→ N (0, 1)

Preuve: Slutsky + σ(θ)
σ̂

P−→ 1.

-2Aide-Mémoire Rapide

Objet Formule clé

Biais E[θ̂]− θ

MSE B2 +Var(θ̂)
I. Fisher E[(∂θ log f)

2]
In nI(θ)
BCR Var(T ) ≥ [g′(θ)]2/In
δ-méthode (g′(µ))2τ2

IC asympt. θ̂ ± q1−α/2σ̂/
√
n

Quantiles N (0, 1) usuels
q0.975 = 1.96, q0.995 = 2.576, q0.95 = 1.645


