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1 Modele st ETEYT Bvemples ENIV Thun, (Borne de Cramér Tiac)
Déf. (Modele statistique) e Théorique ord. k: py = E[X[] e Bern(6): AQMV =X Modele régulier, I(#) > 0. Pour tout esti-
. Istique e Empirique ord. k: fi, = L 5" XF e Exp(#): oMV =1/X mateur 7' sans biais de g(0) avec Eg[T?] <
(Q, A, P) avec P = {Py; 0 € O}. P " — 3,2,-2%/0. j— Ly x3 o
e Paramétrique: dp € N*, © C R? Par LGN: fix — pi. * fo(z) = ja’e =52 X '

e Non-paramétrique: sinon

s ! 2 / 2
Hrad Varo1) 2 = Uy
Si 0= L(u1,. = L,00)  nI(6)

.., 1K), alors
Déf. (Modele régulier)

Déf. (Identifiabilité)
0 — Py est injective.

Ornine = L(fi1,- - -, fix) (Py) régulier si: Preuve: Cauchy-Schwarz sur (T —
Déf. (Estimateur) ) 1. © ouvert, § — fy(z) est C* 9(0), 99 log fo) p,-
0 = h(Xi,...,X,) mesurable, est consistant (par LAC). 2. Supp(fp) indépendant de ¢
indépendant de 6. [ Dp— 3. Hypothése (H): dérivation sous le | [ Déf. (Estimateur efficace)
ples. — _ 3 ; _ e
e Bern(6): § = X signe [ T est efficace si Varg(T) = T (0)

« Bepl0) 1= 1/% S (gl dans CR).

_ - . X
Déf. (Biais) * fol@) =02" Loy 0= =
e Variance empirique: 6% = = > (X; — 0 )
. . o n Sp(0) = =£,(0) = > —log fo(X;
B(6,6) =E[f] — 0 X)? (6) = 55 (@) ;ae g fo(Xs)
Biais: —%02 (asymptotiquement sans —
Sans biais & B = 0. biais) Déf. (Information de Fisher)
Déf. (Risque quadratique (MSE)) P 2 50 £\
10)=5,[(§ )| = [ @K et (ormaics smvmpotians
) 5 2 A . :
R(0,0) =E[(0 — 0)7] Der. e % e 9 s Jfo 0., est asymptotiquement normal si:
Thm. (Décomposition Biais- | | vraisemblance) I,(0) =nI(6) = Varg(S,(0)) V(b — 6) £, N(0,5%(6))
Variance) n - '
_ _ _ L,(0) = H fo(X5) Prop. (Score centré) Sous (H): Remarque: normalité asymptotique =
R(,0) = B(0,0)? + Var(0) i=1 ) consistance.
Ey | = lo Xi) =0
) A o @ ’ [39 8 ol 1>} Prop. (Lemme de Slutsky)
Prows: dveoppement de (-0 st | | £,(6) = log £4(6) = 3 log o(X) — 51X, 5 X e ¥, o eonstante), o
de E[0]. i=1 Prop. (Dérivée seconde) Sous (H): b
o« X, +Y, 5 X+c
if. i Déf. (EMV & £
Déf. (Consistance) éf. ( ) 1,(6) = —Eg [%%(9)] e X, —>LCX .
. ~ o X,,/Y, = X/csic#0
0, =0 (n— +00) Orry = argmax £, (0)
0€O
s Exemples () ) Thm. (6-méthode)
Forte: 6,, — 0. Equation de vraisemblance: /,(6) = 0 o Exp(6): I(6) = 1/61 Sivn(Z, — p) =N N(0,72) et g dérivable
Outil: si R(6,,0) — 0 = consistant (Bi- e Bern(f): I(0) = 91-9) en p, ¢'(p) # 0:
enaymé-Tchebychev). Prop. (Invariance de PTEMV) e P(0): I(6)=1/6
Si 6 est EMV de 0, alors 0) est EMV de L
, , 9(9) — , VAlg(Z) = 9(10] S N0, [ (1]*?)
TETT— o




Thm. (TLC (rappel))
(X;) iid., E[X;] = p, Var(X;) = 02 <
+o00:

Va(X - p) £ N(0,0?)

Prop. (Convergence des couples)

X\ P [ X P P
(Yn) — (Y) S X, —>XetY, —>Y
Attention: faux pour la convergence en
loi!

Prop. (LAC (Lemme des app. con-
tinues))

Si X, B X et g continue, alors g(X,,) LN
9(X).
Idem pour £ (et pour les couples).

8. Fonction de Répartition Empirique

Def. (F.R. empirique)
R ( ) ] n
n “ is

n F,(x) ~ Bin(n, F(z))

Prop. (Propriétés de F),)

o F,(x) LN F(z) (LGN, consistance)

o Vil(Ey(x) = F(x)) % N(0,F(@)(1 -
F(z))) (TLC)

e Glivenko-Cantelli:
F(z)| =0

sup,, |Fn(x) —

Déf. (Quantile empirique)

Qn,a = Fn_l(a) = X(]’na‘\)

ou X(l) <...< X(n) est ’échantillon or-
donné.

Thm. (Méthode pivotale)
Si a0, — 0)/6 = N(0,1), alors:

IC) o = én -

q1-a/20 i _ 4a/20
v Tt n

ot gz = ®71(B) quantile gaussien.

Symétrie: q1_,/2 = —qq 2, donc largeur
_ 2q1_a/20

T n

IC pour proportion X; ~ Bern(6):
62 =0(1 —0), pivot: VUX-0) £, N(0,1)

\/0(1-0)
IC pour Exp(6) (6 =1/X):
YO0 £ N(0,1) (Slutsky-+d-méthode)

9. Intervalles de Confiance IC = é[l + %Tap}
n

Déf. (Intervalle de confiance)
[Bint, Buup) (bornes  aléatoires, ne
dépendent pas de ) tel que:

]P(@ € [BinﬂBsup])Zlfoc
e Exact: égalité =1 — «
e Asymptotique: P(...) > 1 —«
e En pratique: a = 5% ou 1%

Thm. (Pivot de Slutsky)
Si 62 est consistant pour o2(6):

Villn —0) £, N(0,1)

~

a'(hﬁ)

[oa

Aide-Mémoire Rapide

LSl

Preuve: Slutsky +

Objet Formule clé

Biais E[] — 6

MSE B? + Var()

I. Fisher E[(9e log f)?]

I, nl(0)

BCR Var(T) > [¢/(0)]2/1.
§-méthode  (¢'(p))7>

IC asympt. 0+ Gi—a/20//n

Quantiles A(0,1) usuels
10. Efficacité Asymptotique b.o75 = 1.96, qo.095 = 2.576, go.05 = 1.645

Prop. (Asymptotiquement efficace)

0,, asymptotiquement efficace si:

1

1(9)

n Var(f,) 2=

LEMV est généralement asymptotique-
ment efficace.




