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Chapitre 1

Prop. 1.1.Les solutions de 𝑦′ = 𝑎𝑦 sur ℝ sont 𝑦(𝑡) = 𝐶𝑒𝑎𝑡, 𝐶 ∈
ℝ.

Prop. 1.2.Soit 𝑎 : 𝐼 → ℝ continue, 𝐴 primitive de 𝑎. Les solu­

tions de 𝑦′ = 𝑎(𝑡)𝑦 sur 𝐼 sont 𝑦(𝑡) = 𝐶𝑒𝐴(𝑡), 𝐶 ∈ ℝ.

Prop. 1.3.Soit 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒞︀0(𝐼), 𝐴 primitive de 𝑎, 𝑡0 ∈ 𝐼. 𝑦 est 

solution de 𝑦′ = 𝑎(𝑡)𝑦 + 𝑏(𝑡) ssi ∃𝐶 ∈ ℝ tel que

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑒𝐴(𝑡) +∫
𝑡

𝑡0

𝑒𝐴(𝑡)−𝐴(𝑠)𝑏(𝑠) d𝑠.

Def. 1.4.Une EDO d’ordre 1 sur 𝐼 : 𝑦′ = 𝑓(𝑡, 𝑦), 𝑓 : 𝐼 × 𝑈 →
ℝ continue. Autonome si 𝑓 ne dépend pas de 𝑡, linéaire si 𝑓 =
𝑎(𝑡)𝑥 + 𝑏(𝑡), homogène si 𝑏 = 0.

Def. 1.5. (𝐽, 𝑦) est solution de 𝑦′ = 𝑓(𝑡, 𝑦) si 𝑦 ∈ 𝒞︀1(𝐽), 𝑦(𝑡) ∈
𝑈 , 𝑦′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)). Globale si 𝐽 = 𝐼 , locale sinon.

Def. 1.6. (𝐽2, 𝑦2) prolonge (𝐽1, 𝑦1) si 𝐽1 ⊂ 𝐽2 et 𝑦2|𝐽1
= 𝑦1. 

(𝐽1, 𝑦1) est maximale si non prolongeable.

Prop. 1.7  (Cauchy-Lipschitz).Si 𝑓 ∈ 𝒞︀1(𝐼 × 𝑈), le pro­

blème 𝑦′ = 𝑓(𝑡, 𝑦), 𝑦(𝑡0) = 𝑦0 admet une unique solution 

maximale.

Def. 1.8.EDO d’ordre 𝑛 : 𝑦(𝑛) = 𝐹(𝑡, 𝑦, 𝑦′,…, 𝑦(𝑛−1)); solu­

tion (𝐽, 𝑦) avec 𝑦 ∈ 𝒞︀𝑛(𝐽).

Prop. 1.9.L’EDO d’ordre 𝑛 est équivalente à 𝑌 ′ = 𝐺(𝑡, 𝑌 ) via 
𝑌 = (𝑦,…, 𝑦(𝑛−1))⊤, où 𝐺 = (𝑥2,…, 𝑥𝑛, 𝐹 )⊤.

Prop. 1.10  (Régularité).Si 𝐹 ∈ 𝒞︀𝑘 et (𝐽, 𝑌 ) est solution, 

alors 𝑌 ∈ 𝒞︀𝑘+1(𝐽).

Chapitre 2

Def. 2.1.Système linéaire : 𝑌 ′ = 𝐴(𝑡)𝑌 + 𝐵(𝑡), 𝐴 : 𝐼 → ℳ︀𝑛, 

𝐵 : 𝐼 → ℝ𝑛 continues. Homogène si 𝐵 = 0.

Prop. 2.2.𝑌  est solution du problème de Cauchy 𝑌 ′ = 𝐴(𝑡)𝑌 +
𝐵(𝑡), 𝑌 (𝑡0) = 𝑋0 ssi

𝑌 (𝑡) = 𝑋0 +∫
𝑡

𝑡0

[𝐴(𝑠)𝑌 (𝑠) + 𝐵(𝑠)] d𝑠.

Picard : 𝑌0 = 𝑋0, 𝑌𝑛+1(𝑡) = 𝑋0 + ∫𝑡
𝑡0
[𝐴𝑌𝑛 +𝐵] d𝑠; converge, 

‖𝑊𝑛‖ ≤ 𝐴𝑛−1𝑀𝑡𝑛/𝑛!
Prop. 2.3  (CL linéaire).Si 𝐴,𝐵 continues, le problème de 

Cauchy a une unique solution maximale globale.

Prop. 2.4.Les solutions de 𝑌 ′ = 𝐴(𝑡)𝑌  forment un s.e.v. de 

𝒞︀1(𝐼, ℝ𝑛).

Prop. 2.5.Si 𝑌1, 𝑌2 sont solutions de 𝑌 ′ = 𝐴𝑌 +𝐵, alors 𝑌1 −
𝑌2 est solution de l’homogène.

Prop. 2.6  (Superposition).Toute solution de 𝑌 ′ = 𝐴𝑌 +𝐵 

s’écrit 𝑌 = 𝑌0 + 𝑍, 𝑌0 particulière, 𝑍 homogène.

Prop. 2.7.L’espace 𝒮︀𝐻 a dimension 𝑛. Isomorphisme : 𝑋0 ↦
𝑌𝑋0

.

Def. 2.8. exp(𝐴) = ∑𝑘≥0 𝐴
𝑘/𝑘! converge normalement.

Cas : 𝑒0 = 𝐼 ; 𝐴 diag. ⇒ 𝑒𝐴 = diag(𝑒𝜆𝑖); 𝐴𝑝 = 0 ⇒ 𝑒𝐴 =
∑𝑝−1

0 𝐴𝑘/𝑘!; 𝐴 = 𝑃𝐵𝑃−1 ⇒ 𝑒𝐴 = 𝑃𝑒𝐵𝑃−1.

Prop. 2.9.Si 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴, alors 𝑒𝐴+𝐵 = 𝑒𝐴𝑒𝐵.

Prop. 2.10  (Jordan-Chevalley).∀𝑓 linéaire sur ℂ𝑛, ∃! 
décomposition 𝑓 = 𝑑 + 𝑛, 𝑑 diag., 𝑛 nilp., 𝑑𝑛 = 𝑛𝑑.
Algo : (1) 𝜒𝑓 = ∏(𝑋 − 𝜆𝑗)

𝑚𝑗 ; (2) base ℬ︀𝑗 de ker(𝐴 − 𝜆𝑗)
𝑚𝑗 ; 

(3) 𝑑(𝑢) = 𝜆𝑗𝑢 ; (4) 𝑛 = 𝑓 − 𝑑.

Prop. 2.11.Pour le bloc Jordan 𝑇𝑗 = 𝜆𝑗𝐼 + 𝑁𝑗 :

𝑒𝑇𝑗 = 𝑒𝜆𝑗(𝐼 + 𝑁𝑗 +…+𝑁𝑚𝑗−1
𝑗 /(𝑚𝑗 − 1)!).

Prop. 2.12.𝜑(𝑡) = 𝑒𝑡𝐴 est 𝒞︀∞; 𝜑(𝑡1 + 𝑡2) = 𝜑(𝑡1)𝜑(𝑡2); 
𝜑(𝑡)−1 = 𝜑(−𝑡); (d/ d𝑡)𝑒𝑡𝐴 = 𝐴𝑒𝑡𝐴.

Prop. 2.13.Solution unique de 𝑌 ′ = 𝐴𝑌 , 𝑌 (0) = 𝑋0 : 𝑌 (𝑡) =
𝑒𝑡𝐴𝑋0.

Prop. 2.14.Solutions complexes de 𝑌 ′ = 𝐴𝑌  : combinaisons de 

𝑡 ↦ 𝑒𝑡𝜆𝑗𝑡𝑘𝑢𝑗,𝑘, 𝑘 ≤ 𝑚𝑗 − 1.
Var. cte. (cst.) : 𝑌𝑝(𝑡) = 𝑒𝑡𝐴 ∫𝑡

𝑡0
𝑒−𝑠𝐴𝐵(𝑠) d𝑠.

Prop. 2.15.Solutions réelles (𝐴 ∈ ℳ︀𝑛(ℝ)) : combinaisons de 

𝑒𝑡𝑎𝑗 cos(𝑏𝑗𝑡)𝑡𝑘𝑢 et 𝑒𝑡𝑎𝑗 sin(𝑏𝑗𝑡)𝑡𝑘𝑣.

Def. 2.16.Résolvante : 𝑅(𝑡, 𝑡0) = Φ𝑡 ∘ Φ−1
𝑡0 ; pour 𝐴 cst. : 

𝑅(𝑡, 𝑡0) = 𝑒(𝑡−𝑡0)𝐴.

Prop. 2.17.𝑅(𝑡, 𝑡) = 𝐼; 𝑅(𝑡2, 𝑡1)𝑅(𝑡1, 𝑡0) = 𝑅(𝑡2, 𝑡0); 𝜕𝑡𝑅 =
𝐴(𝑡)𝑅; 𝑅−1(𝑡, 𝑡0) = 𝑅(𝑡0, 𝑡).

Def. 2.18. SFS : {𝑌1,…, 𝑌𝑛} libres dans 𝒞︀1(𝐼, ℝ𝑛). Wronskien : 
𝒲︀(𝑡) = det(𝑌1(𝑡)|…|𝑌𝑛(𝑡)).

Prop. 2.19  (Liouville).𝒲︀(𝑡) = exp(∫𝑡
𝑡0
Tr 𝐴(𝑠) d𝑠) ≠ 0; les 

colonnes de 𝑅(𝑡, 𝑡0) forment un SFS.

Var. cte. (var.) : 𝑌𝑝(𝑡) = 𝑅(𝑡, 𝑡0) ∫
𝑡
𝑡0
𝑅(𝑡0, 𝑠)𝐵(𝑠) d𝑠.

Ordre 2 : Pour 𝑦″ + 𝑝𝑦′ + 𝑞𝑦 = 𝑓 , SFS (𝑦1, 𝑦2); chercher 𝑦𝑝 =
𝛼1𝑦1 + 𝛼2𝑦2 avec 𝛼′

1𝑦1 + 𝛼′
2𝑦2 = 0, 𝛼′

1𝑦′1 + 𝛼′
2𝑦′2 = 𝑓 .

Chapitre 3
Euler explicite : 𝑦0 = 𝑥0, 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓(𝑡𝑛, 𝑦𝑛).
Def. 3.1.Erreur globale : 𝑒(ℎ) = max𝑛|𝑦(𝑡𝑛) − 𝑦ℎ𝑛|.

Def. 3.2.Schéma convergent si 𝑒(ℎ) → 0 quand ℎ → 0.

Def. 3.3.Erreur de consistance locale : 𝜀𝑛(ℎ) = 𝑦(𝑡{𝑛+1}) −
𝑦(𝑡𝑛) − ℎ𝑓(𝑡𝑛, 𝑦(𝑡𝑛)). Erreur globale : 𝜀(ℎ) = ∑|𝜀𝑛(ℎ)|. Euler 

(𝑓 ∈ 𝒞︀1) : |𝜀𝑛| ≤ 𝑀ℎ2, 𝜀(ℎ) ≤ 𝑀 ′ℎ � ordre 1.

Prop. 3.4.Euler explicite est d’ordre exactement 1.

Def. 3.5.Schéma stable si ∃𝐶 > 0 : |𝑧ℎ𝑛 − 𝑦ℎ𝑛| ≤ 𝐶(|𝑧0 − 𝑦0| +
∑𝑚<𝑛|𝛿𝑚|).

Prop. 3.6.Si 𝑓 est 𝐿-Lipschitz en 𝑦, Euler est stable avec 𝐶 =
𝑒𝐿(𝑡−𝑡0).

Prop. 3.7  (Lax).Consistance + Stabilité ⇒ Convergence. Pour 

Euler : 𝑒(ℎ) = 𝑂(ℎ).
Euler implicite : 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓(𝑡𝑛+1, 𝑦𝑛+1). Stable ∀ℎ > 0 sur 

𝑦′ = −𝑎𝑦.
Heun (RK2) : 𝑝1 = 𝑓(𝑡𝑛, 𝑦𝑛), 𝑝2 = 𝑓(𝑡𝑛 + ℎ, 𝑦𝑛 + ℎ𝑝1), 𝑦𝑛+1 =
𝑦𝑛 + ℎ(𝑝1 + 𝑝2)/2.
Ordre 2 RK (2 étages) : 𝑏1 + 𝑏2 = 1, 𝑏2𝑐2 = 1

2 , 𝑏2𝑎2,1 = 1
2 . 

Famille 𝑏2 = 1
2𝛼 , 𝑐2 = 𝑎2,1 = 𝛼.

Prop. 3.8.Schéma 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎΦ(𝑡, 𝑦𝑛, ℎ) consistant ⇔ 

Φ(𝑡, 𝑥, 0) = 𝑓(𝑡, 𝑥). RK : ⇔ ∑𝑏𝑖 = 1.
RK4 : tableau de Butcher 𝑐 = (0, 12 ,

1
2 , 1)

⊤
, 𝑏 = (1

6 ,
1
3 ,

1
3 ,

1
6)

⊤
.
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