Equations Différentielles — Cheatsheet

Prop. 1.1. Les solutions de y’ = ay sur R sont y(t) = Ce™, C €

R.

Prop. 1.2. Soit a : I — R continue, A primitive de a. Les solu-

tions de y' = a(t)y sur I sont y(t) = CeA®), C € R.

Prop. 1.3.50it a,b € C°(I), A primitive de a, ty € 1. y est
solution de y' = a(t)y + b(¢t) ssi tE!C € R tel que
y(t) = CeA®) A)=A()p(s) ds.

to

DEF. 1.4.Une EDO d’ordre 1sur I : ¢’ = f(t,y), f: I x U —
R continue. Autonome si f ne dépend pas de t, linéaire si f =
a(t)z + b(t), homogeéne si b = 0.

DEF. 1.5.(J,y) est solution de y' = f(t,y) siy € C1(J), y(t) €
U, y'(t) = f(t,y(t)). Globale si J = I, locale sinon.

DEF. 1.6.(Jy,y,) prolonge (Jy,y;) si J; CJy et yol; =y;.
(J1,y;) est maximale si non prolongeable.

Prop. 1.7 (CaucHy-LipscHITz).Si f € CY(I x U), le pro-
bleme y' = f(t,y), y(ty) =yo admet une unique solution
maximale.

DEF. 1.8.EDO d’ordre n : y™ =
tion (J,y) avec y € €"Y)

F(t?ya y/a"'7y(n71)); solu-

Propr. 1.9. L’EDO d’ordre n est e’quz’valente aY =
Y = (y, ...,y<"’1))T, ot G = (2g,...,T F)

Y no
PROP. 1.10 (REGULARITE).Si F € CF et
alors Y € C*+1(J).

DEF. 2.1.Systéme linéaire : Y' = A(t)Y + B(t), A: I - M,,
B : I — R™ continues. Homogeéne si B = 0.

G(t,Y) via

(J,Y) est solution,

Prop. 2.2.Y est solution du probléme de Cauchy Y’ = A(t)Y +

B(t), Y(ty) = X, ssi

Y(t) =X, +/ [A(s)Y(s) + B(s)]ds.

0

Picard : Y, =X, Y, (t)
W, || < An=L Mt /n!

Prop. 2.3 (CL LINEAIRE).Si A, B continues, le probléme de
Cauchy a une unique solution maximale globale.

=X+ f:o [AY, + B]ds; converge,

Prop. 2.4. Les solutions de Y’
CY(I,R").

Prop. 2.5.51 Y,,Y, sont solutions de Y’
Y, est solution de I’homogéne.

= A(t)Y forment un s.e.v. de
=AY + B, alors Y; —

ProP. 2.6 (SUPERPOSITION). Toute solution de Y’ = AY + B

sécritY =Yy + Z, Yy particuliere, Z homogéne.

Prop. 2.7. L’espace Sy a dimension n. Isomorphisme : Xy
YXO .

| DEF. 2.8.exp(A) =3, A¥ /E! converge normalement.

Cas =1, A diag. =el = diag(eAi); AP =0 = et =
Y Pt Ak /Kl A= PBP! = e = PeBP—1
| PrROP. 2.9.5i AB = BA, alors eAtB = eAeB.

PropP. 2.10 (JORDAN-CHEVALLEY).Vf linéaire sur C™, 3!
décomposition f =d+n, d diag., n nilp., dn = nd.

Algo : (1) x; =TI(X — )\j)mj ; (2) base B, de ker(A — )\j)m’
(3) d(u) =Au; (4) n=f—d.
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Propr. 2.11. Pour le bloc JordanT —A1I+N
eTJ'—eJ(I-l—N+ +N 7/ (m; —1)!).

PrOP. 2.12.9(t) =€t est C®; (t; +ty) = @(t;)p(ty);
() = p(—t); (d] db)ett = Aet4.
Prop. 2.13. Solution unique de Y’ =AY, Y(0)=X, : Y(t) =

tA
e X,.

Prop. 2.14. Solutions compleres de Y’ = AY : combinaisons de
t s etrithy uj g, k<m;—1.

Var. cte. (cst.) : Y,y = e ftto e *4B(s)ds.
PRrROP. 2.15. Solutions réelles (A € M,g)) :
et cos(bjt)tku et e% sin(bjt)tkv.

: R(t,t,)

combinaisons de

DEF. 2.16.Résolvante
R(t,ty) = elt=to)4,

Prop. 2.17.R(t,t) =1; R(t,,
A(t)R7 Ril(ta tO) = R(t07t)

DEF. 2.18.SFS : {Y}, ..., Y, } libres dans C* (I, R"). Wronskien :
W(t) = det (Y (£)]..[ V) ).

Propr. 2.19 (LiouviLLg). W(t) = exp(f: Tr A(s) ds) #0; les
0

colonnes de R(t,t,) forment un SFS.

Var. cte. (var.) : Y R(t,ty) f R(ty, s)B(s) ds.
Ordre 2 : Pour y” +py +qy = f, SFS (y1,yz); chercher y, =

Y1 + QaYp avec ajy; + Yy =0, Aqy; + abys = f.

Euler explicite : yq = 2, Y11 = Yp + A f(t,, Yn)-

| DEF. 3.1. Erreur globale : e(h) = max,, |y(t,) — y"|.

| DEF. 3.2.Schéma convergent si e(h) — 0 quand h — 0.

=&, 0P " pour A cst. :

t1)R(ty,ty) = Rty tg); R =

Der. 3.3. Erreur de consistance locale : ¢,,,) = y(t{n+1}) —

y(t,) — hf(t,, y(t,)). Erreur globale : e(h) =3 e, ;)| Euler
(feCl):|e,| < Mh2 e(h) < M'h 0 ordre 1.

| Prop. 3.4. Euler explicite est d’ordre exactement 1.

DEF. 3.5.Schéma stable si 3C > 0 : |2 —y?| < C(\zo — Yol +
> enlOml)-
Prop. 3.6. 57 f est L-Lipschitz en y, Euler est stable avec C =

eL(t—to)

Prop. 3.7 (Lax). Consistance + Stabilité = Convergence. Pour
Euler : e(h) = O(h).
Euler implicite : y,, .1 =y, + hf(¢,41, Yny1)- Stable VA > 0 sur

y = —ay.

Heun (RK2) ‘P = f(tn7 yn) = f(t + h yYn + hpl)a yn+1 =
(py+p

6rdre ) I%) (2 étages) : by +by =1, byc, = 3, byay, =1

5
Famille b, = 2a, Cy =0y = Q.

‘ Prop. 3.8.Schéma ¥y, =y, +h®(t,y,,h) consistant <
O(t,z,0) = f(t,z). RK : & > b, =1.
RK4 : tableau de Butcher ¢ = (0, 3, 3, 1) b= (%11 %>T.
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