
1 Motivation
Ce document présente une explication intuitive du critère de Carathéodory de la théorie de la mesure.

2 Introduction
En théorie de la mesure, après avoir défini la mesure extérieure (notée λ∗), nous devons définir les ensembles
qui sont mesurables car tous les ensembles ne le sont pas, par exemple l’ensemble de Vitali. Par conséquent,

Définition 2.1. Soit Ω un espace et soit E ⊂ Ω. E est mesurable si et seulement si pour tout sous-ensemble
de Ω noté A, pas nécessairement mesurable

λ∗(A) = λ∗(A ∩ E) + λ∗(A ∩ Ec)

Un fait intéressant concernant A est qu’il peut être (et l’est généralement) non mesurable. Mais pourquoi cela
fonctionne-t-il en premier lieu, même pour non-mesurable A ? Commençons par un rappel de ce qu’est une
mesure extérieure et son intuition.

3 Mesure extérieure
Définition 3.1. Une mesure extérieure est une application notée λ∗ : Ω → R+ qui satisfait les propriétés
suivantes :

1. λ∗(∅) = 0

2. A ⊂ B ⊂ Ω =⇒ λ∗(A) < λ∗(B)

3. λ∗(∪An) ≤
∑

n λ
∗(An)

Définition 3.2. La mesure extérieure de Lebesgue d’un ensemble E ⊂ Rn est

λ∗(E) = inf {∪i∈IVi}

avec (Vi)i∈I une famille de boîtes telle que E ⊂ ∪iIVi.

Exercice 3.1. Ces deux définitions sont-elles équivalentes ? Fournissez une preuve ou un contre-exemple.

Intuitivement, nous recherchons le plus petit ensemble d’ensembles mesurables (boîtes) qui recouvrent E.

E
Vi

Figure 1: Recherche de l’infimum des recouvrements de E. L’espace noir est notre ensemble E, les rectangles
bleus sont les boîtes de la famille (Vi)i∈I . À droite, les rectangles sont plus petits, ce qui conduit à une quantité
moindre d’espaces blancs à prendre en compte.
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C’est la manière intuitive d’aborder la Mesure extérieure de Lebesgue (voir la définition 3.2). Nous cherchons
des boîtes plus petites et de meilleurs placements pour recouvrir l’ensemble E afin de trouver la plus petite
taille d’un tel recouvrement.
Dans le reste de cette explication, nous supposons que la boîte bleue à droite de la Figure 1 est la plus petite
boîte que nous puissions prendre pour recouvrir n’importe quel ensemble afin de calculer la mesure extérieure.

4 Critère de Carathéodory
Introduisons l’ensemble non mesurable (dans notre sens simplifié) et l’ensemble mesurable (dans le même sens) :

Figure 2: L’ensemble à gauche n’est pas mesurable car il n’est pas "assez joli" pour être recouvert de boîtes.
Cependant, celui de droite est idéalement recouvert de boîtes sans espace blanc.

Remarque. L’ensemble "laid" à gauche de la Figure 2 est en réalité mesurable selon la mesure de Lebesgue.
Cependant, nous l’introduisons comme une métaphore d’une structure excessivement complexe pour un exemple
de "non-mesurable".

Cette laideur à gauche de l’ensemble non mesurable est la clé pour comprendre le critère de Carathéodory.
Prenons un ensemble A et dessinons-le avec l’ensemble "laid" E :

A E

Figure 3: L’ensemble A avec l’ensemble E

Voyons comment approximer sa mesure extérieure avec des boîtes :
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A

Figure 4: Une mesure extérieure de l’ensemble A couverte par des boîtes

Si E est mesurable, alors pour notre A choisi, nous devons avoir

λ∗(A) = λ∗(A ∩ E) + λ∗(A ∩ Ec)

C’est-à-dire que si nous divisons A en les parties de E et son complément, la somme des mesures des parties
divisées est égale à la mesure de A, examinons la division de A:

A ∩ EA ∩ Ec

A E

Figure 5: L’ensemble A divisé par E

Approximons maintenant la mesure extérieure.
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A ∩ EA ∩ Ec

Figure 6: Approximation de la mesure extérieure des deux parties de l’ensemble A

Comme vous pouvez le constater, ces parties "peu attrayantes" de E divisent A en deux sous-ensembles avec
des "branches" qui nécessitent plus de boîtes pour les couvrir, ce qui nous donne l’inégalité :

λ∗(A) < λ∗(A ∩ E) + λ∗(A ∩ Ec)

Voyons maintenant un exemple avec un E mesurable.

A E

A ∩ EA ∩ Ec

Figure 7: A, E mesurable et la division de A par E

Maintenant, la bordure de la division est plus esthétique et avec la couverture :
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A ∩ EA ∩ Ec

Figure 8: Recouvrement des deux parties de A

Comme vous pouvez le constater, la belle bordure nous permet d’utiliser le même nombre de boîtes que néces-
saire pour couvrir A, ce qui nous donne une égalité :

λ∗(A) = λ∗(A ∩ E) + λ∗(A ∩ Ec)

5 Nuances importantes
• Les dessins « non mesurables » ne sont que des analogies : il s’agit de la simplification la plus importante.

La tache noire « laide » montrée dans les figures (par exemple, la figure 3) est, techniquement, un ensemble
mesurable au sens de Lebesgue. Les ensembles véritablement non mesurables, comme l’ensemble de Vitali,
sont d’une complexité tellement pathologique qu’ils ne peuvent pas être dessinés. Ils sont composés d’une
« poussière » de points complètement déconnectée. Le dessin est une métaphore de l’extrême complexité
des frontières qui fait échouer le critère de Carathéodory.

• Le processus de recouvrement : le processus de « recouvrement » présenté simplifie à l’excès l’idée de
recouvrement réel et de mesure, celle d’une mesure extérieure en imaginant une seule grille de « la plus
petite boîte ». En réalité, la définition de la mesure extérieure consiste à trouver l’infimum — la plus
grande borne inférieure — de la somme des volumes de toutes les collections dénombrables possibles
de boîtes qui recouvrent l’ensemble, avec des boîtes de toutes tailles et positions. L’idée centrale de
recouvrement présentée ici, l’efficacité, reste valable dans le cadre de cette définition précise.

6 Conclusion
Le critère de Carathéodory est une définition d’un ensemble mesurable et constitue donc un élément fonda-
mental de la théorie de la mesure. Cette explication peut ne pas être correcte ou rigoureuse. Cependant, elle
devrait aider à trouver une intuition derrière le concept qui semble peu intuitif.
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