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Анотацiя

Це мої нотатки, зробленi для курсу лiнiйної алгебри 2 в Унiверситетi Париж-Сакле, який викладає про-
фесор Йоганнес Аншютц. Основна частина цих нотаток посилається на книгу "Лiнiйна алгебра написану
Жозефом Грiфоном [2].

Мої нотатки з iнших предметiв доступнi на моєму сайтi: dobbikov.com
Цi нотатки перекладенi українською та англiйською мовами за допомогою iнструменту sci-trans-git [3]

https://dobbikov.com/lecture_notes
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РОЗДIЛ 1
Евклiдовi простори

«Класична» лiнiйна алгебра розглядає векторнi простори, де мова йде лише про лiнiйнi комбiнацiї, пiд-
простори, бази, матрицi тощо. У певний момент цього стає недостатньо. Щоб мати можливiсть дослi-
джувати сильнiшi, складнiшi та кориснiшi поняття, нам потрiбно буде обчислювати довжину вектора,
кути мiж двома векторами, вiдносне розташування мiж векторами тощо. Щоб мати можливiсть вивчати
цi концепцiї, ми вводимо поняття скалярного добутку (бiлiнiйної форми) i, отже, векторних просторiв,
забезпечених цим добутком.

Цей роздiл присвячений вивченню двох основних понять:

• скалярнi добутки

• евклiдовi простори

1.1 Вступ
Векторнi простори, якi розглядаються в цьому роздiлi, є дiйсними. Припускається, що E є R-векторним
простором.

Скалярний добуток:

Definition 1.1. Бiлiнiйна форма на E — це вiдображення

B : E × E −→ R
(u, v) 7−→ B((u, v))

що задовольняє наступнi умови ∀u, v, w ∈ E ∀λ ∈ R:

1. B(u + λv, w) = B(u, w) + λB(v, w)

2. B(u, v + λw) = B(u, v) + λB(v, w)

B називається

1. симетрична якщо B(u, v) = B(v, u) ∀u, v ∈ E

2. позитивна якщо B(., u) ≥ 0 ∀u ∈ E

3. визначена якщо B(u, u) = 0 ⇔ u = 0

Notation. Скалярний добуток позначається: < u, v >

Example 1.2. .

1. E = Rn, X = (x1, . . . , xn), Y = (y1, . . . , yn) ∈ E

< X, Y >:=
n∑

n=1
xiyi

Його називають "канонiчним скалярним добутком"(або звичайним)
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2. E = R2 i < X, Y >= 2x1y1 + x2y2

3. E = C0([−1, 1],R) ∋ f, g (простiр неперервних функцiй)

< f, g >:=
∫ 1

−1
f(t) · g(t) dt

4. E = Mn(R) ∋ A, B
< A, B >:= Tr(AtB)

Proposition 1.3. Ненульовий векторний простiр має нескiнченну кiлькiсть рiзних скалярних добуткiв.

Definition 1.4. Евклiдовий простiр — це пара (E, < . >), де E є R-векторним простором скiнченновимiрним
та < . > є скалярним добутком на E.

Property. Нехай (E, < . >) евклiдiв простiр. Покладемо:

∥X∥ :=
√

< X, X > X ∈ E

норма (або довжина) X. (Вона добре визначена, оскiльки < ., . > завжди позитивний)

Property. Нехай X, Y ∈ E, тодi:

∥X + Y ∥2 = ∥X∥2 + 2 ⟨X, Y ⟩ + ∥Y ∥2

Доведення.

∥X + Y ∥2 =
√

⟨X + Y, X + Y ⟩
2

= ⟨X + Y, X + Y ⟩
= ⟨X, X + Y ⟩ + ⟨Y, X + Y ⟩
= ⟨X, X⟩ + ⟨X, Y ⟩ + ⟨Y, X⟩ + ⟨Y, Y ⟩
= ∥X∥2 + 2 ⟨X, Y ⟩ + ∥Y ∥

Lemma 1.5. нерiвнiсть Кошi-Шварца Маємо

| < u, v > | ≤ ∥u∥ · ∥v∥ ∀u, v ∈ E

з рiвнiстю тодi i тiльки тодi, якщо u та v колiнеарнi, тобто ∃ t ∈ R такий, що u = tv або v = tu

Proof. Якщо v = 0, зрозумiло
Якщо v ̸= 0 розглянемо ∀t ∈ R

∥u + tv∥2 =< u + tv, u + tv >

=< u, u + tv > +t < v, u + tv >

=< u, u > +t < u, v > +t < v, u > +t2 < v, v >

= ∥u∥2 + 2t < u, v > +t2∥v∥2 = f(t)
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Випадок 1: f(t) не має рiзних коренiв

∆ = 4 < u, v >2= 4∥u∥2∥v∥2 ≤ 0
⇒ < u, v >2≤ ∥u∥2 · ∥v∥2

⇒| < u, v > | ≤ ∥u∥∥v∥

Випадок 2: f(t) має лише один корiнь:

∆ = 0
⇒∃t ∈ R така що ∥u + tv∥2 = 0
⇒u + tv = 0 ⇒ u = −tv

Наступне визначення буде вивчено в курсi аналiзу:

Definition 1.6. Кажуть, що N : E → R+ є нормою, якщо:

1. N(λu) = |λ| · N(u) ∀λ ∈ R, ∀u ∈ E

2. N(u) = 0 ⇒ u = 0

3. N(u + v) ≤ N(u) + N(v) ∀u, v ∈ E

Lemma 1.7. Вiдображення √
< ., . > = ∥.∥ : E → R+

називається евклiдовою нормою.

Proof. 1), 2) зроблено

3) ∥u + v∥2 = ∥u∥2 + 2 < u, v > +∥v∥2 ≤ ∥u∥2 + 2∥u∥∥v∥ + ∥v∥2 = (∥u∥ + ∥v∥)2

⇒ ∥u + v∥2 ≤ ∥u∥2 + ∥v∥2

Proposition 1.8. Маємо наступнi тотожностi ∀u, v ∈ E

1. Тотожнiсть паралелограма:

∥u + v∥2 + ∥u − v∥2 = 2(∥u2∥ + ∥v∥2)

2. Тотожнiсть поляризацiї:

⟨u, v⟩ = 1
4(∥u + v∥2 − ∥u − v∥2)

Proof. .
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1.

∥u + v∥2 = ⟨u + v, u + v⟩
= ∥u∥2 + 2 ⟨u, v⟩ + ∥v∥2

2. ∥u − v∥2 = ∥u∥2 − 2 ⟨u, v⟩ + ∥v∥2

Маємо:

• (1) + (2): ∥u + v∥2 + ∥u − v∥2 = 2(∥u∥2 + ∥v∥2)

• (1) − (2): ∥u + v∥2 − ∥u − v∥2 = 4 ⟨u, v⟩

1.2 Ортогональнiсть
Нехай E буде R-векторним простором i ⟨, ⟩ скалярним добутком на E.

Definition 1.9. u, v ∈ E називаються ортогональними якщо < u, v >= 0. Позначають u ⊥ v

• Двi пiдмножини A, B з E є ортогональними якщо:

∀u ∈ A, ∀v ∈ B, < u, v >= 0

• Якщо A ⊆ E називають ортогональним до A, що позначається A⊥ множину

A⊥ = {u ∈ E |< u, v >= 0 ∀v ∈ A}

Також вiдомий як ортогональне доповнення A

• Сiмейство (v1, . . . , vn) векторiв з E називається ортогональним, якщо ∀i ̸= j, vi ⊥ vj . Воно
називається ортонормованим, якщо воно ортогональне, i крiм того ∥vi∥ = 1 ∀i ∈ {1, . . . , n}

Example 1.10. E = Rn, <, > канонiчний скалярний добуток

vi = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, . . . , 0)

< vi, vj >=
{

1 якщо i = j

0 якщо i ̸= j

(v1, . . . , vn) є канонiчним базисом

Proposition 1.11. 1. Якщо A ⊆ E тодi A⊥ є векторним пiдпростором E

2. Якщо A ⊆ B тодi B⊥ ⊆ A⊥

3. A⊥ = V ect(A)⊥

4. A ⊂ (A⊥)⊥

Proof. Вправа

РОЗДIЛ 1. ЕВКЛIДОВI ПРОСТОРИ 5



Example 1.12. 1. E = C0([−1, 1],R)

< f, g >:=
∫ 1

−1
f(t) · g(t) dt

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

x

y

Тодi, f(t) = cos(t), g(t) = sin(t) ортогональнi: 2 cos(t) sin(t) = sin(2t)∫ 1

−1
cos(t) sin(t) dt = 1

2

∫ 1

−1
sin(2t) dt = 0

Definition 1.13. Якщо E є евклiдовим простором, ми називаємо "дуал E"множину

L(E,R) = {f : E → R | f є лiнiйною}

Його позначають E∗. Елемент f ∈ E∗ називається лiнiйною формою.

Нагадаємо:

Proposition 1.14. Якщо F, F ′ — два скiнченновимiрнi в.п., то dim(L(F, F ′)) = dim(F ) · dim(F ′)
Зокрема, dim(F ∗) = dim(F ). Справдi, якщо n = (e1, . . . , ep) є базисом F є n′ = (e′

1, . . . , e′
q) є базисом

F ′, то вiдображення

: L(F, F ′) −→ Matf×p(R)
f 7−→ (f) = Matn,n′(f).

є iзоморфiзмом. Отже dim(F, F ) = qp

Theorem 1.15. Теорема про ранг: Якщо F є скiнченновимiрним векторним простором i f : F → F ′

лiнiйне, тодi dim(F ) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))

Proposition 1.16. Якщо F, F ′ є два векторнi простори скiнченновимiрнi такi що dim(F ) = dim(F ′) i
f : F → F ′ лiнiйне, тодi f є iзоморфiзмом ⇔ Ker(f) = 0

Proof. Нагадаємо, що якщо G, G′ є скiнченновимiрними пiдпросторами в тому ж векторному просто-
рi, тодi:

G = G′ ⇔ G ⊆ G′ i dim(G) = dim(G′)

⇒) f iн’єктивне ⇒ Ker(f) = 0
⇐) Нехай Ker(f) = 0.
Тодi, обов’язково dim(Ker(f)) = 0 i за теоремою про ранг ми маємо dim(F ) = dim(Im(f)), тому
Im(f) = F ′

РОЗДIЛ 1. ЕВКЛIДОВI ПРОСТОРИ 6



Lemma 1.17. лема Рiса:
Нехай (E, ⟨., .⟩) скiнченновимiрний евклiдовий простiр i f ∈ E∗. Тодi, ∃!u ∈ E такий що f(x) =
⟨u, x⟩ ∀x ∈ E. Лiнiйна форма f задається скалярним добутком з вектором.

Notation. Для будь-якого v ∈ E позначаємо через fv вiдображення:

fv : E −→ R
x 7−→ fv(x) =< v, x > .

fv є лiнiйним ∀v ∈ E тобто E∗

Proof. лема Рiса
Розглянемо вiдображення

ϕ : E −→ E∗

v 7−→ ϕ(v) = fv.

ϕ є лiнiйним (вправа). ϕ є iн’єктивним:

v ∈ Ker(ϕ) ⇔ fv(x) = 0 ∀x ∈ E

зокрема для x = v, маємо:
0 = fv(v) =< v, v >⇒ v = 0

dim(E) = dim(E∗) ⇒ ϕ є iзоморфiзмом
⇒ ϕ бiєктивним

∀f ∈ E∗, ∃!n ∈ E така що ϕ(n) = f, тобто f(x) =< n, x > ∀x ∈ E

У цьому випадку E = Rn, лема Рiса дуже проста для розумiння:
Нехай f : Rn → R лiнiйна форма. Якщо позначимо (e1, . . . , en) канонiчний базис Rn, будь-який
x ∈ Rn записується

x =
n∑

n=1
αiei αi ∈ R, ∀i ∈ {1, . . . , n}

⇒ f(x) =
n∑

n=1
αif(ei) =< (α1, . . . , αn), (a1, . . . , an) >=< (a1, . . . , an), (α1, . . . , αn) >

1.3 Ортонормованi базиси
Нехай (E, ⟨, ⟩) буде евклiдовим простором i F ⊂ E векторним пiдпростором (dim(F ) < ∞), оскiльки
dim(E) < ∞.

Note.
F ⊥ := {x ∈ E | ⟨X, Z⟩ = 0 ∀z ∈ F}

ортогонал до F .

Theorem 1.18. Маємо E = F ⊕ F ⊥.
Зокрема, dim(F ⊥) = dim(E) − dim(F ) i F = (F ⊥)⊥

Доведення. Ми повиннi показати, що:

1. F ∩ F ⊥ = ∅

РОЗДIЛ 1. ЕВКЛIДОВI ПРОСТОРИ 7



2. E = F + F ⊥ тобто ∀x ∈ E, ∃x′ ∈ F, x′′ ∈ F ⊥ такий що x = x′ + x′′

1. Нехай x ∈ F ∩ F ⊥

⇒ ⟨X, Z⟩ = 0 ∀Z ∈ F оскiльки x ∈ F ⇒ ⟨X, X⟩ = 0 ⇒ x = 0(⟨, ⟩ визначено)

2. Нехай x ∈ E. Розглянемо fx ∈ E∗, тобто fx : E → R, y 7→ ⟨x, y⟩ i f := fx|F : F → R ⇒ f ∈ E∗ Лема
Рiса ⇒ ∃!x′ ∈ F такий що f = fx′ : F → R, z 7→ ⟨x′, z⟩
⇒ fx(z) = fx′(z) = f(z) ∀z ∈ F (Увага: не рiвнiсть для всiх z у E)
Покладемо x′′ := x − x′, тобто x = x′ + x′′ ∈ F . Доведемо x′′ ∈ F ⊥.
Якщо z ∈ F , ⟨x′′, z⟩ = ⟨x − x′, z⟩ = ⟨x, z⟩ − ⟨x′, z⟩ = 0. Отже x′′ ∈ F ⊥ i E = F ⊕ F ⊥ (dim(E) =
dim(F ) + dim(F ⊥))
F ⊆ (F ⊥)⊥ оскiльки ⟨x, z⟩ = 0 ∀x ∈ F ∀z ∈ F ⊥

dim(F ) = dim(E) − dim(F ⊥)

оскiльки E = G ⊕ G⊥, отже dim(G) = dim(E) − dim(G⊥) для G = F ⊥, dim(F ⊥) = dim(G)

Definition 1.19. Нехай E — векторний простiр, оснащений скалярним добутком ⟨, ⟩

• Сiм’я (vi)i≥0 векторiв з E називається ортогональною, якщо для i ̸= j ми маємо ⟨vi, vj⟩ = 0,
тобто vi ⊥ vj

• Ортонормальна сiм’я з E — це ортогональна сiм’я (vi)i≥0, така що до того ж ∥vi∥ = 1 для i ≥ 0

Example 1.20. 1. E = Rn оснащене стандартним скалярним добутком. Канонiчний базис (e1, . . . , en)
є ортогональним, тому що

⟨ei, ej⟩ =
{

1 якщо i = j

0 якщо i ̸= j

2. У E = C0([−1, 1],R) оснащене ⟨f, g⟩ =
∫ 1

−1 f(t)g(t) dt. Сiмейство (cos(t), sin(t)) є ортогональним.
Сiмейство (1, t2) не є ортогональним:

〈
1, t2〉 =

∫ 1

−1
1t2 dt = 2

3 ̸= 0

Proposition 1.21. Ортогональна сiм’я, що складається з ненульових векторiв, є лiнiйно незалежною.
Зокрема, ортонормована сiм’я є лiнiйно незалежною.

Proof. Припустимо, (v1, . . . , vn) ортогональнi з vi ̸= 0 ∀i = 1, . . . , n
якщо

∑n
j=1 αivi

∈R
= 0, тодi

∀i ∈ {1, . . . , n}0 =
〈

vi,

n∑
j=1

αjvj

〉
=

n∑
j=1

αj ⟨vi, vj⟩ = αi∥vi∥2

̸=0

Отже, αi = 0 ∀i = 1, . . . , n.
Якщо (v1, . . . , vn) є ортонормальною, тодi ∥vi∥ = 1. Отже, vi ̸= 0, ∀i = 1, . . . , n.

Intuition. Ортогональнi (перпендикулярнi) вектори нiколи не знаходяться один в одному (тобто ei =
λej неможливо), якщо вектори лiнiйно залежнi, або кут < 90ž (отже, вектори не є ортогональними,
абсурд), (вони знаходяться один в одному, вони не є ортогональними, абсурд). Отже, вони справдi лiнiйно
незалежнi.
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Definition 1.22. (E, ⟨, ⟩) евклiдiв простiр. Сiм’я B = (e1, . . . , en) є ортонормальним базисом (де БОН),
якщо вона є базисом i ортонормальною сiм’єю.

Theorem 1.23. (E, ⟨, ⟩) евклiдiв простiр. Тодi вiн допускає БОН.

Proof. Нехай n := dim(E). Нехай (e1, . . . , ep) ортогональна сiм’я (з точки зору потужностi p) така що
ei ̸= 0 ∀i = 1, . . . , p.
Припустимо суперечливо, що p < n. Покладемо F = V ect(e1, . . . , ep). Тодi, E = F ⊕ F ⊥ i dim(F ) ≤
p < n. Отже F ⊥ ̸= {0}. Нехай x ∈ F ⊥, x ̸= 0. Тодi, (e1, . . . , ep, x) є ортогональною потужностi > p.
Отже, p = n i (e1, . . . , en) є базисом E. Щоб отримати ортонормальну сiм’ю (e′

1, . . . , e′
n) достатньо

взяти e′
i = 1

∥ei∥ ei ∀i = {1, . . . , n}.

Proposition 1.24. Нехай (E, ⟨, ⟩) евклiдiв простiр, i нехай (e1, . . . , en) ортонормальний базис E. Якщо
x ∈ E, маємо:

x =
n∑

i=1
⟨x, ei⟩ei

Iншими словами, дiйсне число ⟨x, ei⟩ є i-та координата x у базисi (e1, . . . , en).

Intuition. Ортогональнiсть базису спрощує нам життя. Але спочатку невеликий вступ. Нехай векторний

простiр E = R2 i базис (e1, e2) = (
(

1
0

)
,

(
0
1

)
). Нехай вектор v⃗ = (2, 3) :

−2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

3

4

e1

e2

v⃗

e1

e2

e2

e2

(2, 3)

x

y

Отже, ми можемо записати v⃗ = ⃗(2, 3) = 2 · e⃗1 + 3 · e⃗2. Значення x та y (координати v) показують, скiльки
частин кожного базисного вектора (число може бути ∈ R) потрiбно взяти i просумувати, щоб отримати
v⃗. (Простiше кажучи: наскiльки далеко ми повиннi пiти влiво i вгору).

У ортонормальному базисi ⟨v, ei⟩ вказує, скiльки потрiбно взяти вектора ei, щоб утворити вектор v⃗, а
e⃗i задає напрямок. Звiдси ⟨v, e1⟩ еквiвалентно 2, i ⟨v, e2⟩ до 3, потiм:

v⃗ = ⟨v, e1⟩︸ ︷︷ ︸
=2

·e⃗1 + ⟨v, e2⟩︸ ︷︷ ︸
=3

·e⃗2

Зазвичай, щоб знайти координати в базисi, слiд розв’язувати лiнiйну систему, тодi як ортонормальний
базис дозволяє отримати їх шляхом обчислення скалярного добутку з кожним вектором базису, що значно
простiше.
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Proof. Покладемо y :=
∑n

i=1⟨x, ei⟩ei . Тодi,

∀j = 1, . . . , n,

⟨x − y, ej⟩
=⟨x, ej⟩ − ⟨y, ej⟩

=⟨x, ej⟩ − ⟨
n∑

i=1
⟨x, ei⟩ei, ej⟩

=⟨x, ej⟩ −
n∑

i=1
⟨x, ei⟩︸ ︷︷ ︸

винесено
як константу

⟨ei, ej⟩

=⟨x, ej⟩

−

⟨x, e1⟩ ⟨e1, ej⟩︸ ︷︷ ︸
=0

+ . . . + ⟨x, ej−1⟩ ⟨ej−1, ej⟩︸ ︷︷ ︸
=0

+⟨x, ej⟩ ⟨ej , ej⟩︸ ︷︷ ︸
=1

+⟨x, ej+1⟩ ⟨ej+1, ej⟩︸ ︷︷ ︸
=0

+ . . . + ⟨x, en⟩ ⟨en, ej⟩︸ ︷︷ ︸
=0


(∀i ̸= j, ⟨ei, ej⟩ = 0 оскiльки це скалярний добуток ортогональних векторiв)
(∀j ⟨ej , ej⟩ = 1 оскiльки це скалярний добуток того ж вектора)

=⟨x, ej⟩ − ⟨x, ej⟩⟨ej , ej⟩
=1

= 0

Отже, x − y ∈ V ect(e1, . . . , en)⊥ = E⊥ = {0}. Отже x = y

Corollary 1.25. ∀x ∈ E, ∥x∥2 =
∑n

i=1⟨x, ei⟩2

Proof. Якщо x =
∑n

i=1⟨x, ei⟩ei =
∑n

i=1 xiei тому

∥x∥2 = ⟨
n∑

i=1
xiei,

n∑
j=1

xjej⟩ =
n∑

i,j=1
xixj⟨ei, ej⟩ =

n∑
i=1

x2
i

1.4 Матрицi та скалярнi добутки

Proposition 1.26. Нехай (E, ⟨, ⟩) евклiдовий простiр та ε = (e1, . . . , en) ортонормований базис. Нехай
f ∈ L(E, E) та A = (ai,j)1≤i,j≤n матриця, що представляє f у ε, тобто, A = Matε(f)

ai,j = ⟨f(ei), ej⟩ ∀i, j = 1, . . . , n

Proof. A є матрицею, стовпцями якої є вектори f(ej), записанi в базисi ε:

A = (f(e1)| . . . |f(en)) f(ej) =

a1,j

. . .
an,j


Оскiльки ∀v ∈ E, v = c1e1 + . . . cnen тому f(v) = c1f(e1) + . . . cnf(en) за лiнiйнiстю, отже нам
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залишається дослiдити кожен f(ej)

f(ej) = a1,je1 + . . . an,jen ⇒

⟨f(ej), ei⟩ =
〈

n∑
k=1

ak,jek, ei

〉
=

n∑
k=1

ak,j⟨ek, ei⟩ = ak,j

car ⟨ek, ej⟩ =
{

0 якщо k ̸= j

1 якщо k = j
Отже:

ai,j = ⟨f(ej), ei⟩

Матриця векторного добутку дуже корисна в лiнiйнiй алгебрi. Перш нiж дати визначення:
Нехай E векторний простiр скiнченної розмiрностi n, простiр K i бiлiнiйна форма b : E × E −→ K.

Якщо {e1, . . . , en} є базисом E, то: x =
∑n

i=1 xiei i y =
∑n

j=1 yjej , тодi маємо:

b(x, y) =
n∑

i,j=1
xiyjb(ei, ej)

b отже, визначається знанням значень b(ei, ej) на базi.

Definition 1.27. Називається матрицею b у базисi {ei} матриця:

M(b)ei
=


b(e1, e1) b(e1, e2) . . . b(e1, en)
b(e2, e1) b(e2, e2) . . . b(e2, en)

. . . . . . . . . . . .
b(en, e1) . . . . . . b(en, en)


Таким чином, елемент i-того рядка та j-того стовпця є коефiцiєнтом xiyj .

Example 1.28. Матриця канонiчного скалярного добутку в R3 дорiвнює:

⟨X, Y ⟩ = x1y1 + x2y2 + x3y3

Mat(⟨, ⟩)ei =

1 0 0
0 1 0
0 0 1



Proposition 1.29. скалярний добуток, представлений матрицею.
Зазначимо:

A = M(b)ei︸ ︷︷ ︸
матриця скалярного добутку

X = M(x)ei︸ ︷︷ ︸
координати x

у базисi ei

Y = M(y)ei︸ ︷︷ ︸
координати y
у базисi ei

(x, y ∈ E)

Тодi маємо:
b(x, y) = XtAY

Example 1.30. Знову розглянемо приклад з b = ⟨, ⟩ канонiчний скалярний добуток в R3. Нехай X =
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 1
2

−1

 та Y =

2
3
1

 в канонiчному базисi R3. Отже:

⟨x, y⟩ = XtAY =
Xt︷ ︸︸ ︷

(1, 2, −1) ×

A︷ ︸︸ ︷1 0 0
0 1 0
0 0 1

×

Y︷ ︸︸ ︷2
3
1


= (1, 2, −1)︸ ︷︷ ︸

X

×

2
3
1


︸ ︷︷ ︸
A×Y

= 1 · 2 + 2 · 3 + (−1) · 1 = 2 + 6 − 1 = 7

TODO. змiна базису матрицi бiлiнiйної форми

1.5 Ортогональнi проєкцiї
Нехай (E, ⟨, ⟩) - евклiдiв простiр, F ⊆ E - векторний пiдпростiр. Тодi, E = F ⊕ F ⊥. Отже, ∀x ∈ E
записується як

x = xF
∈F

+ xF ⊥

∈F ⊥

Definition 1.31. Ортогональна проєкцiя з E в F — це проєкцiя pF з E на F паралельно до F ⊥, тобто

pF : E = F ⊕ F ⊥ −→ F

x = xF + xF ⊥ 7−→ pF (x = xF + xF ⊥) = xF .

Remark 1.32. 1. pF є лiнiйним

2. ∀x ∈ E pF (x) повнiстю характеризується наступною властивiстю:
Нехай y ∈ E, тодi

y = pF (x) ⇔
(

y ∈ F та x − y
⇒y=xF

∈ F ⊥
)

Зокрема ⟨pF (x), x − pF (x)⟩ = 0. Тодi, якщо (v1, . . . , vR) є ортонормованим базисом F , маємо:

∀x ∈ E, pF (x) =
k∑

i=1
⟨x, vi⟩ vi

Дiйсно, достатньо перевiрити, що вектор y =
∑k

i=1 ⟨x, vi⟩ vi задовольняє:

y ∈ F та x − y ∈ F ⊥
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x

projFx

projF⊥x

F⊥

F

Рис. 1.1: Проекцiя

W

u⃗

e1

e2

projwu

proje1u

proje2u

Рис. 1.2: Проєкцiя з ОНБ

Proposition 1.33. Нехай x ∈ E. Тодi,

∥x − pF (x)∥ = inf{∥x − y∥ | y ∈ F}

тобто ∥x − pF (x)∥ є вiдстань вiд x до F .
Див. Figure 1.1

Proof. Оскiльки pF (x) ∈ F достатньо довести, що, якщо y ∈ F , тодi

∥x − pF (x)∥ ≤ ∥x − y∥

Але, ∥x − y∥2

(x−pF (x))+(pF (x)−y)
= ∥x−pF (x)∥2+2

︷ ︸︸ ︷〈
∈F ⊥

x − pF (x),
∈F

pF (x) − y

〉
= 0+∥pF (x) − y∥2︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ ∥x−pF (x)∥2

Theorem 1.34. Грам-Шмiдт
Нехай E — векторний простiр, оснащений скалярним добутком ⟨, ⟩. Нехай (v1, . . . , vn) — лiнiйно
незалежна сiм’я елементiв ∈ E. Тодi, iснує сiм’я (w1, . . . , wn) ортогональна така що

∀i = 1, . . . , n V ect(v1, . . . , vi) = V ect(w1, . . . , wi)

Крiм того, ця теорема дає нам метод побудови ортонормованого базису з довiльного базису.
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Proof. Теореми 1.34 Побудуємо ортогональний базис: {w1, . . . , wp}. Спершу покладемо:{
w1 = v1

w2 = v2 + λw1, де λ такий, що w1 ⊥ w2

Накладаючи цю умову, знаходимо:

0 = ⟨v2 + λw1, w1⟩ = ⟨v2, w1⟩ + λ∥w1∥2

Оскiльки w1 ̸= 0, отримуємо λ = − ⟨v2,w1⟩
∥w1∥2 . Зауважимо, що:{

v1 = w1

v2 = w2 − λw1

отже V ect{v1, v2} = V ect{w1, w2}.
Пiсля побудови w2, будуємо w3, поклавши:

w3 = v3 + µw1 + νw2

де µ та ν такi, що: w3 ⊥ w1 та w3 ⊥ w2

Можна розглядати w3 = v3 − λ′w1 − λ′′w2 як w3 = v3 − projF2v3 де Fi = V ect{w1, . . . , wi}

W3

v3

projw2v3

w1 = v1

w2

w3

w3

Рис. 1.3: Вектор за допомогою проекцiї

Це дає

0 = ⟨v3 + µw1 + νw2, w1⟩ = ⟨v3, w1⟩ + µ⟨w1, w1⟩
=∥w1∥2

+ ν⟨w2, w1⟩
=0

= ⟨v3, w1⟩ + µ∥w1∥2

звiдки µ = − ⟨v3,w1⟩
∥w1∥2 . Аналогiчно, накладаючи умову, що w3 ⊥ w2, знаходимо ν = − ⟨v3,w2⟩

∥w2∥2 . Оскiльки
v1 = w1

v2 = w2 − λw1

v3 = w3 − µw1 − νw2

добре видно, що V ect{w1, w2, w3} = V ect{v1, v2, v3}. Тобто, {w1, w2, w3} є ортогональним базисом
простору, породженого v1, v2, v3. Тепер добре видно процес рекурсiї.

Припустимо, що ми побудували w1, . . . , wk−1 для k ≤ p. Покладемо:

wk = vk + лiнiйна комбiнацiя вже знайдених векторiв
= vk + λ1w1 + . . . + λk−1wk−1
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Умови wk ⊥ wi (для i ∈ {1, . . . , k − 1}) еквiвалентнi:

λi = −⟨vk, wi⟩
∥wi∥2

як це негайно перевiряється. Оскiльки vk = wk − λ1 − . . . − λk−1wk−1, за iндукцiєю бачимо, що
V ect{w1, . . . , wk} = V ect{v1, . . . , vk} ⇔ {w1, . . . , wk} є ортогональним базисом V ect{v1, . . . , vk}.

Нам залишається лише нормувати її, тобто ∀i ∈ {1, . . . , k} ei = wi

∥wi∥ , звiдки {e1, . . . , ek} є орто-
нормальним базисом F = V ect{v1, . . . , vk}.

Proposition 1.35. Щоб зрозумiти цю пропозицiю, раджу прочитати роздiл 1.6
Будь-яка ортогональна проєкцiя є самоспряженою, тобто якщо p є ортогональною проєкцiєю,

тодi:
p∗ = p

У матричному записi: нехай A матриця проєкцiї p, тодi:

AT = A

1.6 Iзометрiї та Спряженi оператори

1.6.1 Iзометрiї

Definition 1.36. Iзометрiя з E (або ортогональне перетворення) є ендоморфiзмом f ∈ L(E) := L(E, E),
що зберiгає скалярний добуток, тобто:

⟨f(x), f(y)⟩ = ⟨x, y⟩ ∀x, y ∈ E

Definition 1.37. Нехай x, y ∈ E — два ненульовi вектори. Маємо, згiдно з нерiвнiстю Кошi-Буняковського
(див. лему 1.5):

| ⟨x, y⟩ |
∥x∥ · ∥y∥

≤ 1

Тодi iснує єдиний θ ∈ [0, π] такий, що:

cos θ = ⟨x, y⟩
∥x∥ · ∥y∥

(1.1)

θ називається кутом (неорiєнтованим) мiж векторами x i y.

Proposition 1.38. Якщо f є iзометрiєю E, отже, маємо:

∥f(x)∥ = ∥x∥ ∀x ∈ E

Proof. Припустимо, що f є iзометрiєю E. Нехай x, y ∈ E. За визначенням: ⟨f(x), f(y)⟩ = ⟨x, y⟩, отже,
покладемо y := x, тодi маємо:

⟨f(x), f(x)⟩︸ ︷︷ ︸
∥f(x)∥2

= ⟨x, x⟩︸ ︷︷ ︸
∥x∥2

⇔∥f(x)∥2 = ∥x∥2

⇔∥f(x)∥ = ∥x∥
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Proposition 1.39. Нехай f iзометрiя в E, тодi:

1. f є бiєктивною

2. f зберiгає евклiдову вiдстань та кути

Proof. Нехай f — iзометрiя в E i два вектори u, v ∈ E

1.

∥f(u) − f(v)∥ =
√

⟨f(u), f(v)⟩ =
√

⟨u, v⟩ = ∥u − v∥

2. Нехай θ1 — кут мiж f(u) i f(v), а θ2 — кут мiж u i v, тому:

cos θ1 := ⟨f(u), f(v)⟩
∥f(u)∥ · ∥f(v)∥

cos θ2 := ⟨u, v⟩
∥u∥ · ∥v∥

За визначенням, ⟨f(u), f(v)⟩ = ⟨u, v⟩, згiдно з пропозицiєю 1.38, ∀x, ∥f(x)∥ = ∥x∥, тому:

cos θ1 := ⟨f(u), f(v)⟩
∥f(u)∥ · ∥f(v)∥ = ⟨u, v⟩

∥u∥ · ∥v∥
= cos θ2

Definition 1.40. Нехай F — векторний пiдпростiр E, отже E = F ⊕F ⊥ звiдки ∀v ∈ E, ∃v1 ∈ F, v2 ∈ F ⊥

такий що v = v1 + v2. Покладемо:
sF (v) = v1 − v2

i sF називається ортогональною симетрiєю вiдносно осi F.

F

v

v1

v2

−v2sF (v)

Рис. 1.4: Ортогональна симетрiя вiдносно осi F

Proposition 1.41. Ортогональна симетрiя є iзометрiєю.

Доведення. ЗРОБИТИ або не потрiбно
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Proposition 1.42. f є iзометрiєю тодi i лише тодi, якщо вона перетворює будь-який ортонормований
базис на ортонормований базис.

Доведення. Нехай f — iзометрiя, тодi вона перетворює будь-який базис на базис, оскiльки f бiєктивна за
проп. 1.39.

• (⇒) Припустимо, що f — iзометрiя. Нехай {ei} — ортонормований базис, тодi маємо:

⟨f(ei), f(ej)⟩ = ⟨ei, ej⟩ = δi,j

Отже, {f(ei)} — ортонормований базис.

• (⇐) Припустимо, що iснує ортонормований базис {ei} такий, що {f(ei)} також є ортонормованим
базисом. Крiм того, нехай x = x1e1 + . . . xnen та y = y1e1 + . . . + ynen з xi, yi ∈ R
Оскiльки {ei} — ортонормований, то маємо:

⟨x, y⟩ = x1y1 + . . . + xnyn =
n∑

i=1
xiyi (1.2)

З iншого боку:

⟨f(x), f(y)⟩ =
〈

n∑
i=1

xif(ei),
n∑

i=1
yif(ei)

〉
=

n∑
i,j=1

xiyj ⟨f(ei), f(ej)⟩

=
n∑

i,j=1
xiyj ⟨ei, ej⟩ =

оскiльки {ei} ортонормований
=

n∑
i=1

xiyi =
Згiдно з 1.2

⟨x, y⟩

Отже f — iзометрiя.

Proposition 1.43. Якщо {ei} є ортонормованою базою, f iзометрiя та A = M(f)ei
, тодi AT A = I =

AAT .

Proof. Щоб довести це, ми використаємо пропозицiю 1.29.
За визначенням iзометрiї, маємо:

⟨f(x), f(y)⟩ = ⟨x, y⟩ ∀x, y ∈ E

⇔ (AX)T (AY )︸ ︷︷ ︸
⟨f(x),f(y)⟩

= XT AT AY = XT Y︸ ︷︷ ︸
⟨x,y⟩

⇔AT A = I

Proposition 1.44. Якщо A є матрицею iзометрiї в ортонормованому базисi, тодi det(A) = ±1

Proof. За пропозицiєю 1.43, маємо: AT A = I, звiдки:

det(AT A) = det(I) = 1 ⇒det(A)2 = 1 (бо det(AT ) = det(A))
⇒det(A) = ±1

Intuition. Iзометрiя виконує обертання або вiдображення, вона зберiгає вiдстанi, тому площа (або об’єм)
фiгури, яка побудована на основi цього перетворення, дорiвнює 1.
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1.6.2 Спряжений ендоморфiзм

Proposition 1.45. Нехай E — евклiдовий простiр, а f ∈ End(E). Iснує один i лише один ендоморфiзм
f∗ ∈ E такий, що

⟨f(x), y⟩ = ⟨x, f∗(y)⟩ , ∀x, y ∈ E

f∗ називається спряженим до f .
Якщо {ei} є ортонормованим базисом, а A = M(f)ei

, тодi матриця A∗ = M(f∗)ei
є транспонова-

ною до A, тобто A∗ = AT

Доведення. Знову ж таки, для доказу ми використаємо пропозицiю 1.29, яка є дуже корисною, тому я
раджу вам опанувати цю концепцiю.

Нехай {ei} — ортонормований базис E, i позначимо

A = M(f)ei
A∗ = M(f∗)ei

X = M(x)ei
Y = M(y)ei

Оскiльки ми знаходимося в ортонормованому базисi, твердження записується:

(AX)T Y︸ ︷︷ ︸
⟨f(x),y⟩

= XT AT Y = XT (A∗Y )︸ ︷︷ ︸
⟨x,f∗(y)⟩

∀X, Y ∈ Mn,1(R)

що означає, що A∗ = A, i, крiм того, демонструє єдинiсть такого спряженого.

1.7 Ортогональнi групи
Нагадування:

Definition 1.46. Загальна лiнiйна група:

GL(n,R) = {A ∈ Mn(R) | det(A) ̸= 0}

це група всiх лiнiйних перетворень (квадратних матриць), якi є оборотними (оскiльки det(A) ̸= 0).

Definition 1.47. Ортогональна група: Множина:

O(n,R) := {A ∈ Mn(R) | AT A = I} = {A ∈ Mn(R) | AAT = I}

задовольняє наступнi властивостi:

1. якщо A, B ∈ O(n,R), тодi AB ∈ O(n,R)

2. I ∈ O(n,R)

3. якщо A ∈ O(n,R) тодi A−1 ∈ O(n,R)

Зокрема, O(n,R) є пiдгрупою GL(n,R) (група оборотних матриць) (див. визначення 1.46).

Intuition. Значення ортогональних матриць зрозумiле: вони представляють матрицi ортогональних пере-
творень (iзометрiї) в ортонормованому базисi (див. визн. 1.9).

Можна помiтити, що якщо det(A) = 1, то ця iзометрiя представляє собою обертання, крiм того, ми маємо
наступне визначення:

Definition 1.48. Множина прямих ортогональних матриць (тобто таких, що det(A) = 1)

SO(n,R) = {A ∈ O(n,R) | det(A) = 1}

є групою, що називається спецiальною ортогональною групою.
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Example 1.49. Матриця

A = 1
3

 2 −1 2
2 2 −1

−1 2 2


є ортогональною. Можна перевiрити, що AT A = I, або достатньо показати, що c1, c2, c3 є ортонор-
мованою сiм’єю, тобто:

∥ci∥2 = 1 та ⟨ci, cj⟩ = 0 якщо i ̸= j

Можна iнтерпретувати A як матрицю перетворення f у канонiчному базисi {ei}, отже маємо: ci =
f(ei), згiдно з пропозицiєю 1.42 f є ортогональним. Крiм того, бачимо, що det(A) = +1. Отже, f є
прямим ортогональним перетворенням.

Proposition 1.50. Матриця переходу вiд ортонормованого базису до ортонормованого базису є орто-
гональною матрицею.

Proof. Я даю iнтуїцiю. Матриця переходу перетворює один базис на iнший, вона переводить вектори
базису, отже, вона перетворює базис БОН на вектори базису БОН, тому, згiдно з пропозицiєю 1.42,
ця матриця є ортогональною.
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РОЗДIЛ 2
Визначники

Цей роздiл скорiше є шпаргалкою з детермiнантiв, оскiльки я не буду наводити докази, а дам кориснi
властивостi, приклади та iнтуїцiю.

Definition 2.1. Нехай A = [ai,j ] ∈ Mn(R) квадратна матриця n × n, тодi:

det(A) =
∑

σ∈Sn

signe(σ) ·
n∏

i=1
ai,σ(i)

де

• Sn це група всiх перестановок {1, . . . , n}

• signe(σ) це знак перестановки

Це визначення дуже формальне, тому наприкiнцi цього роздiлу ми переформулюємо це визначення. Спо-
чатку ми вивчимо властивостi визначникiв:

2.1 Найбiльш важливi властивостi

Proposition 2.2. властивостi визначника. Для цiєї пропозицiї, ми позначаємо det(c1, . . . , cn) визначник,
де ∀i, ri i ∀i, yi представляють стовпець (або вектор-стовпець). I ∀i, λi ∈ R.

1. Визначник одиничної матрицi дорiвнює 1:

det(In) = 1

2. Визначник матрицi рангу 1 є її єдиним елементом:

det(
[
a1,1

]
) = a1,1 де a1,1 ∈ R

3. Лiнiйнiсть 1:

det(r1, . . . , ri + yi, . . . , rn) = det(r1, . . . , ri, . . . , rn) + det(r1, . . . , yi, . . . , rn)

4. Лiнiйнiсть 2:
det(r1, . . . , λiri, . . . , rn) = λi det(r1, . . . , ri, . . . , rn)

Note. Ось чому:
det(λA) = λn det(A)

20



5. Однаковi стовпцi: Припустимо, що i ̸= j i ci = cj тодi:

det(c1, . . . , ci, . . . , cj , . . . , cn) = 0

Якщо є два однакових стовпцi, тодi det дорiвнює 0.

6. Перемiщення стовпцiв:

det(c1, . . . , ci, . . . , cj , . . . , cn) = − det(c1, . . . , cj , . . . , ci︸ ︷︷ ︸
permutation

, . . . , cn)

Iнакше кажучи, перестановка стовпцiв змiнює знак.

7. Визначник помножених матриць: Нехай A, B ∈ Mn(R)

det(AB) = det(A) det(B)

8. Визначник транспонованої матрицi: Нехай A ∈ Mn(R)

det(AT ) = det(A)

2.2 Розкладання вiдносно рядка/стовпця

Definition 2.3. Soit A = (ai,j) ∈ Mn(R) une matrice carrée, i.e:

A =



a1,1 a1,2 . . . a1,i−1 a1,i a1,i+1 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,i−1 a2,i a2,i+1 . . . a2,n

...
...

...
...

...
...

...
...

aj−1,1 aj−1,2 . . . aj−1,i−1 aj−1,i aj−1,i+1 . . . aj−1,n

aj,1 aj,2 . . . aj,i−1 aj,i aj,i+1 . . . aj,n

aj+1,1 aj+1,2 . . . aj+1,i−1 aj+1,i aj+1,i+1 . . . aj+1,n

...
...

...
...

...
...

...
...

an,1 an,2 . . . an,i−1 an,i an,i+1 . . . an,n


Alors, Aj,i est une matrice où la ligne j et la colonne i sont supprimé, i.e:

Aj,i =



a1,1 a1,2 . . . a1,i−1 a1,i+1 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,i−1 a2,i+1 . . . a2,n

...
...

...
...

...
...

...
aj−1,1 aj−1,2 . . . aj−1,i−1 aj−1,i+1 . . . aj−1,n

aj+1,1 aj+1,2 . . . aj+1,i−1 aj+1,i+1 . . . aj+1,n

...
...

...
...

...
...

...
an,1 an,2 . . . an,i−1 an,i+1 . . . an,n


∈ Mn−1(R)

Це дозволяє нам розкласти визначник за рядком або стовпцем:

Proposition 2.4. Нехай A = (ai,j) ∈ Mn(R) квадратна матриця i нехай 1 ≤ k ≤ n

det(A) =
n∑

i=1
(−1)i+kak,i det(Ak,i)

є обчисленням детермiнанта вiдносно kго рядка.
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Example 2.5. Нехай

A =

1 4 5
2 9 8
3 7 6

 ∈ M3(R)

1 4 5
4 5

2 9 8

3 7 6 7 6
⇒A2,1 =

1 4 5
1 5

2 9 8

3 7 6 3 6
⇒A2,2 =

1 4 5
1 4

2 9 8

3 7 6 3 7
⇒A2,3 =

Ce qui est au centre
des lignes est le ai,j .
Ici: a2,1

Рис. 2.1: Розклад по другому рядку

Тому:

det(A) =
n∑

i=1
(−1)i+2a2,i det(A2,i)

= (−1)1+2 · a2,1 · det(A2,1) + (−1)2+2 · a2,2 · det(A2,2) + (−1)3+2 · a2,3 · det(A2,3)

= (−1)1+2 · 2 ·
∣∣∣∣4 5
7 6

∣∣∣∣+ (−1)2+2 · 9 ·
∣∣∣∣1 5
3 6

∣∣∣∣+ (−1)3+2 · 8 ·
∣∣∣∣1 4
3 7

∣∣∣∣
= (−1) · 2 · (−11) + 1 · 9 · (−9) + (−1) · 8 · (−5)
= 22 − 81 + 40
= −19

Proposition 2.6. Нехай A = (ai,j) ∈ Mn(R) квадратна матриця i нехай 1 ≤ k ≤ n

det(A) =
n∑

i=1
(−1)i+kai,k det(Ai,k)

є обчисленням визначника вiдносно kiй стовпця.

Example 2.7. Нехай

A =

1 4 5
2 9 8
3 7 6

 ∈ M3(R)
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1 4 5
2 8

2 9 8

3 7 6 3 6
⇒A1,2 =

1 4 5
1 5

2 9 8

3 7 6 3 6
⇒A2,2 =

1 4 5
1 5

2 9 8

3 7 6 2 8
⇒A3,2 =

Рис. 2.2: Розклад за другою колонкою

Отже:

det(A) =
n∑

i=1
(−1)i+2ai,2 det(Ai,2)

= (−1)1+2 · a1,2 · det(A1,2) + (−1)2+2 · a2,2 · det(A2,2) + (−1)3+2 · a3,2 · det(A3,2)

= (−1)1+2 · 4 ·
∣∣∣∣2 8
3 6

∣∣∣∣+ (−1)2+2 · 9 ·
∣∣∣∣1 5
3 6

∣∣∣∣+ (−1)3+2 · 7 ·
∣∣∣∣1 5
2 8

∣∣∣∣
= (−1) · 4 · (−12) + 1 · 9 · (−9) + (−1) · 7 · (−2)
= 48 − 81 + 14
= −19

2.3 Визначник трикутної матрицi

Corollary 2.8. Визначник трикутної матрицi є добутком її дiагональних елементiв. Тобто, нехай три-
кутна матриця

A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n−1 a1,n

0 a2,2 . . . a2,n−1 a2,n

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . 0 an,n


тодi

det(A) = a1,1 · a2,2 · . . . · an,n

Example 2.9. Нехай

A =

1 4 5
0 9 8
0 0 6

 ∈ M3(R)
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Розгорнемо цей визначник вiдносно першого стовпця:

det(A) =
n∑

i=1
(−1)i+2ai,2 det(Ai,2)

= (−1)1+1 · a1,1 · det(A1,1) + (−1)2+1 · a2,1 · det(A2,1) + (−1)3+1 · a3,1 · det(A3,1)

= (−1)2 · 1 ·
∣∣∣∣9 8
0 6

∣∣∣∣+ (−1)3 · 0 ·
∣∣∣∣4 5
0 6

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=0

+ (−1)4 · 0 ·
∣∣∣∣4 5
9 8

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=0

= 1︸︷︷︸
=a1,1

·
∣∣∣∣9 8
0 6

∣∣∣∣
= det(

[
9 8
0 6

]
=: B)

= (−1)1+1 · b1,1 · det(B1,1) + (−1)2+1 · b2,1 · det(B2,1) розклад вiдносно
першого стовпця

= 1 · 9︸︷︷︸
a2,2

·
∣∣6∣∣+ (−1) · 0 ·

∣∣8∣∣︸ ︷︷ ︸
=0

= 1︸︷︷︸
=a1,1

· 9︸︷︷︸
=a2,2

· 6︸︷︷︸
=a3,3

2.4 Коматриця та приєднана матриця
Спочатку нагадаємо визначення Ai,j . Це квадратна матриця, де iта лiнiя та jтий стовпець видалено. (Див.
визначення 2.3).

Definition 2.10. Нехай квадратна матриця A = (ai,j) ∈ Mn(R). Позначимо

bi,j = (−1)i+j det(Ai,j)

Потiм, позначимо матрицю

N =

b1,1 . . . b1,n

...
. . .

...
bn,1 . . . bn,n

 = Com(A)

Матриця N називається коматрицею матрицi A. Тодi, спряжена матриця матрицi A визначається як
транспонована коматриця:

A∗ = NT =

b1,1 . . . bn,1
...

. . .
...

b1,n . . . bn,n



Theorem 2.11. Нехай A ∈ MnR квадратна матриця та A∗ її спряжена матриця, тодi маємо:

A∗A = AA∗ = det(A)In =


det(A) 0 0 . . . 0 0

0 det(A) 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 0 det(A)


Яка користь вiд такої матрицi?

2.5 Обернена матриця
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Theorem 2.12. Нехай A ∈ Mn(R) квадратна матриця така що det(A) ̸= 0, тодi:

A−1 = 1
det(A) · A∗

є оберненою матрицею до A.

Corollary 2.13. Якщо A ∈ Mn(R) оборотна квадратна матриця, тодi:

det(A−1) = 1
det(A)
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РОЗДIЛ 3
Зведення ендоморфiзмiв

Пiд час написання цього роздiлу я надихався вiдео з каналу 3blue1brown, якi я вам раджу подивитися,
принаймнi плейлист щодо лiнiйної алгебри. Другим джерелом натхнення була книга Джозефа Грiфона
[2].

3.1 Вступ
У попередньому роздiлi ми вивчили поняття ортонормованого базису, кориснiсть якого полягає у спро-
щеннi обчислень координат у базисi та обчисленнi проєкцiї. Це поняття є одним з перших крокiв до
вивчення SVD1, яке застосовується в багатьох областях, наприклад: зменшення розмiрiв зображень.

У цьому роздiлi ми продовжуємо вивчення базисiв, щоб зрештою зрозумiти SVD. Ми вивчимо редукцiю
ендоморфiзмiв, to be more precise, дiагоналiзацiю та тригоналiзацiю. Для початку: невеличка вправа:

Exercise. Обчислити [
3 1
0 2

]15
=
[
3 1
0 2

]
· . . . ·

[
3 1
0 2

]
︸ ︷︷ ︸

15 разiв

Це не виглядає дуже легко, чи не так? Наприкiнцi цього роздiлу ми знайдемо спосiб спростити обчислення,
i в кiнцi ми розв’яжемо цю вправу.

З лiнiйної алгебри вiдомо, що можна представити матрицю вiдображення в рiзних базисах, тобто нехай
{ei} - базис E i f - вiдображення. Тодi це вiдображення в базисi {ei} представлено так:

A = M(f)ei
= ∥f(e1), . . . , f(en)∥

Нехай {e′
i} - iнший базис E, тодi ми можемо представити вiдображення f в цьому базисi також, позначимо:

P = Pei→e′
i

матрицю переходу з базису{ei} до бази {e′
i}

A′ = M(f)e′
i

= P −1AP = ∥f(e′
1), . . . , f(e′

n)∥e′
i

Definition 3.1. Матриця A є дiагоналiзованою якщо iснує подiбна матрицяа A′ дiагональна:

A′ =


a1,1 0 . . . 0

0 a2,2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 an,n


аA подiбна до A′ якщо iснує матриця переходу P така що A′ = P −1AP

1Singular Value Decomposition
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Definition 3.2. Матриця A є тригоналiзованою якщо iснує подiбна матриця A′ трикутна (верхня/нижня)

A′ =


a1,1 a1,2 . . . a1,n

0 a2,2
. . .

...
...

. . . . . . an−1,n

0 . . . 0 an,n

 або A′ =


a1,1 0 . . . 0

a2,1 a2,2
. . .

...
...

. . . . . . 0
an,1 . . . an,n−1 an,n


Отже, проблеми цiєї глави, якi ми збираємося вирiшити, такi:

1. Визначити, чи є ендоморфiзм f дiагоналiзованим/тригоналiзованим, тобто чи iснує така матриця
A′.

2. Визначити матрицю переходу P та матрицю A′.

У всьому роздiлi ми припускаємо, що векторний простiр E має скiнченну розмiрнiсть.

3.2 Власнi вектори
Почнемо з уточнення поняття лiнiйного вiдображення та його матрицi. Вiзьмемо для цього матрицю з
вправи на початку роздiлу:

A =
[
3 1
0 2

]
Ця матриця перетворює векторний простiр, який ми задаємо, або, спрощуючи, вона перетворює кожен

вектор векторного простору. Вiзьмемо вектор v3 =
(

1
1

)
, застосовуючи A, отримуємо:

Av3 =
[
3 1
0 2

] [
1
1

]
=
[
3
0

]
+
(

1
2

)
=
[
4
2

]

−1 1 2 3 4 5

−1

1

2

3

v3

Av3

x

y

Можна помiтити, що вектор Av3 бiльше не знаходиться на тiй самiй лiнiї, що й вектор v3, що логiчно,
оскiльки, якби вектори були на однiй лiнiї пiсля перетворення, це не мало б сенсу. Однак, iнодi трапля-
ються випадки, коли вектор, застосований до матрицi, залишається на тiй самiй лiнiї, наприклад, вектор

v2 =
(

−1
1

)
, де Av2 =

(
−2
2

)
= 2v2
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−4 −2 2 4

2

4

v2 v3

Av2
Av3

AAv2

x

y

I це не лише випадок вектора
(

−1
1

)
, якщо взяти будь-який вектор, породжений v =

(
−1
1

)
, ми отримаємо

Av = 2v. Такi вектори v та скаляри (тут: 2) називаються власними векторами та власними значеннями
вiдповiдно. Отже, маємо формальне визначення:

Definition 3.3. Нехай f — ендоморфiзм у E, а вектор v ∈ E називається власним вектором для f ,
якщо:

1. v ̸= 0

2. Iснує дiйсне число λ таке, що f(v) = λv

Скаляр λ ∈ R називається власним значенням що вiдповiдає v.

Intuition. Власнi вектори — це вектори, якi пiд дiєю f не змiнюють напрямкiв, лише довжину (i навiть не
завжди). Це спрощує обчислення таких векторiв. Чи можете ви обчислити A3v3? Не дуже легко, а вектор
A3v2?

Av2 = 2v2 ⇒ A2v2 = 2 · 2v2 = 4v2 ⇒ A3v2 = 2 · 4v2 = 8v2 =
(

−8
8

)
Це круто, чи не так?

З iншого боку, це не єдина кориснiсть власних векторiв, i ми повернемося до цього, щоб обговорити це,
але спочатку, як знайти такi вектори?

3.3 Пошук власних значень
Ми шукаємо вектори, якi пiд дiєю ендоморфiзму f масштабуються на коефiцiєнт λ ∈ R, отже, ми повиннi
розв’язати це рiвняння:

f(v) = λv

⇔ Av = λv у матричнiй нотацiї
⇔ Av = λ(Iv) де I є одиничною матрицею
⇔ Av − λIv = 0
⇔ (A − λI)v = 0

Отже, ми повиннi вивчити застосування (A − λI) i пов’язати його з поняттям детермiнантiв. Нагадаємо:
якщо детермiнант матрицi не дорiвнює нулю, то ця матриця (тобто ендоморфiзм) є iн’єктивною. У нашому
випадку, якщо det(A−λI) був би нулем, єдиним вектором v, який давав би (A−λI)v = 0, був би нульовий
вектор v = 0, оскiльки (A − λI) є лiнiйним i (як ми припустили) iн’єктивним.

З iншого боку, згiдно з визначенням, власнi вектори не є нульовими, тому iн’єктивний випадок не
пiдходить, отже, щоб мати власнi вектори, застосування (A−λI)має бути неiн’єктивним, що еквiвалентно
твердженню, що det(A − λI) = 0. Отже, ми повиннi обчислити наступний детермiнант:

det(A − λI) = det




a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

. . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n

−


λ 0 . . . 0
0 λ . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λ


 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 − λ a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 − λ . . . a2,n

. . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 . . . an,n − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
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Розкладаючи цей визначник, ми отримуємо рiвняння такого типу:

(−1)nλn + an−1λn−1 + . . . + a1λ + a0 = 0

коренями якого є власнi значення f (нагадуємо: власне значення є множником λ). Не зосереджуйтеся
надто сильно на цьому рiвняннi зараз, ми ще до нього повернемося.

Proposition 3.4. Нехай f — ендоморфiзм у скiнченновимiрному векторному просторi E розмiрностi
n, а A — матриця, що представляє f у базисi E. Власнi значення f є коренями полiнома:

Pf (λ) = det(A − λI)

Цей полiном називається характеристичним полiномом f .

Definition 3.5. Множина власних значень f називається спектром f i позначається SpK(f) або SpK(A),
якщо A — матриця f .

Для уточнення:

Example 3.6. Нехай f ендоморфiзм в R2 матриця представлення якого в канонiчному базисi є:[
3 1
0 2

]
Обчислимо його власнi значення: [

3 1
0 2

]
v = λv

⇔
[
3 1
0 2

]
v − λIv = 0

⇔
([

3 1
0 2

]
− λI

)
v = 0

⇒ det
([

3 1
0 2

]
− λI

)
= 0

⇒ det
([

3 1
0 2

]
− λ

[
λ 0
0 λ

])
= 0

⇒ det
([

3 − λ 1
0 2 − λ

])
= 0

= (3 − λ)(2 − λ) = 0

Добре видно, що розв’язки: λ1 = 3 та λ2 = 2

Тим не менш, можна знайти власнi значення, а ми шукали власнi вектори. I ми тут:

3.4 Пошук власних векторiв
Припустимо, для q ∈ N∗ ми вже знайшли q власних значень матрицi {λ1, . . . , λq}, щоб знайти власнi
вектори, нам залишається знайти базу для:

ker(A − λiI) ∀i ∈ {1, . . . , q}

що еквiвалентно:
(A − λiI) v = 0 ∀i ∈ {1, . . . , q}
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Example 3.7. Ще раз матриця

A =
[
3 1
0 2

]
в канонiчному базисi R2. Ми вже знайшли її власнi вектори: λ1 = 3 та λ2 = 2. Тодi, шукаємо вектори:

[
3 − λ1 1

0 2 − λ1

] [
x
y

]
=
[
3 − 3 1

0 2 − 3

] [
x
y

]
=
[
0 1
0 −1

] [
x
y

]
= 0 ⇒


y = 0
−y = 0
x ∈ R

Отже ker(A − 3I) =
(

x
0

)
= Vect(

(
1
0

)
). Ось, наш перший власний вектор:

(
1
0

)
. Для другого:

[
3 − λ2 1

0 2 − λ2

] [
x
y

]
=
[
3 − 2 1

0 2 − 2

] [
x
y

]
=
[
1 1
0 0

] [
x
y

]
= 0 ⇒

{
x + y = 0 ⇒

{
x = −y

Отже ker(A − 2I) =
(

−y
y

)
= y

(
−1
1

)
= Vect(

(
−1
1

)
) i ось другий власний вектор:

(
−1
1

)
(це був наш

вектор v2 на початку роздiлу).

Нарештi, корисна властивiсть:

Proposition 3.8. Нехай A ∈ Mn(R) з його власними векторами: {λ1, . . . , λn}, тодi:

Tr(A) = λ1 + . . . + λn

det(A) = λ1 · . . . · λn

3.5 Дiагоналiзованi ендоморфiзми
Повернiмося до корисностi власних векторiв. Нехай f — ендоморфiзм E, базою якого є {e1, . . . , en}, i
Matei(f) = A — матриця f у цiй базi. Розглянемо наступний приклад:

Example 3.9. Маємо: A =
[
3 1
0 2

]
у канонiчному базисi e1 =

[
1
0

]
та e2 =

[
0
1

]
. Нагадаємо, що ми

знайшли два власнi вектори: 
v1 =

(
1
0

)

v2 =
(

−1
1

)
Зауважимо, що цi два вектори є лiнiйно незалежними i, отже, утворюють базис для R2. Спробуємо
змiнити базис для A, маючи два способи:

1. Можна обчислити координати f(v1) та f(v2) у базисi {v1, v2}, маємо:

f(v1) = 3v1 = 3 · v1 + 0 · v2

f(v2) = 2v2 = 0 · v1 + 2 · v2

I тодi Matvi
(f) = ∥f(v1), f(v2)∥vi

=
[
3 0
0 2

]
2. Можна обчислити матрицю P = Pei→vi

переходу вiд базису {ei} до базису {vi} та вивести з неї
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матрицю f у новому базисi. Маємо:
v1 =

(
1
0

)
= 1 · e1 + 0 · e2 =

(
1
0

)
ei

v2 =
(

−1
1

)
= −1 · e1 + 1 · e2 =

(
−1
1

)
ei

отже P =
[
1 −1
0 1

]
та P −1 =

[
1 1
0 1

]
(ви можете перевiрити обчислення). I отже:

A′ = P −1AP =
[
1 1
0 1

] [
3 1
0 2

] [
1 −1
0 1

]
=
[
1 1
0 1

] [
3 −2
0 2

]
︸ ︷︷ ︸

AP

=
[
3 0
0 2

]

I ось, магiя, ми знайшли дiагональну матрицю.

Далi, узагальнимо те, що ми зробили.

Definition 3.10. Нехай λ ∈ K, позначимо:

Eλ := {v ∈ E | f(v) = λv}

Eλ є векторним простором E, який називається власним простором, що вiдповiдає λ.

Remark 3.11. 1. Якщо λ не є власним значенням f , тому Eλ = {0}

2. Якщо λ є власним значенням, тодi:

Eλ = { власнi вектори, асоцiйованi з λ} ∪ {0} та dim Eλ ≥ 1

Proposition 3.12. Нехай λ1, . . . , λp — попарно рiзнi скаляри. Тодi власнi простори Eλ1 , . . . , Eλp
знахо-

дяться в прямiй сумi. Iнакше кажучи, якщо B1, . . . , Bp є базисами Eλ1 , . . . , Eλp , то сiм’я {B1, . . . , Bp}
є лiнiйно незалежною (але не обов’язково породжуючою E).

Proof. Нехай Eλ1 , . . . , Eλp — власнi пiдпростори, асоцiйованi з власними значеннями λ1, . . . , λp ендо-
морфiзму f векторного простору E. Ми повиннi показати, що цi пiдпростори знаходяться в прямiй
сумi, тобто, якщо вектор належить їхньому перетину, то вiн дорiвнює нулю.

Вiзьмемо елемент v, що належить їхнiй сумi, тобто, вiн може бути записаний у формi:

v = v1 + v2 + · · · + vp

де vi ∈ Eλi для всiх i.
Оскiльки кожен vi є власним вектором для f , асоцiйованим з λi, маємо:

f(vi) = λivi.

Застосуємо f до суми:

f(v) = f(v1 + v2 + · · · + vp) = f(v1) + f(v2) + · · · + f(vp).

Використовуючи лiнiйнiсть f , це дає:

f(v) = λ1v1 + λ2v2 + · · · + λpvp.
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Проте, v також є комбiнацiєю цих самих векторiв:

v = v1 + v2 + · · · + vp.

Отже, перегрупувавши:

(λ1v1 + λ2v2 + · · · + λpvp) − (v1 + v2 + · · · + vp) = 0.

Що дає:
(λ1 − 1)v1 + (λ2 − 1)v2 + · · · + (λp − 1)vp = 0.

Факторизуємо кожен член:

(λ1 − λ)v1 + (λ2 − λ)v2 + · · · + (λp − λ)vp = 0.

Проте, λi вважаються попарно рiзними. З цього випливає, що коефiцiєнти є рiзними, i що сума
дорiвнює нулю лише тодi, коли всi vi дорiвнюють нулю (оскiльки власнi пiдпростори, як правило,
знаходяться в прямiй сумi).

Таким чином, v = 0, що доводить, що власнi пiдпростори знаходяться в прямiй сумi.

Таким чином, власнi простори завжди знаходяться в прямiй сумi, але не обов’язково дорiвнюють E:

Eλ1 ⊕ . . . ⊕ Eλp ⊂
̸=

E

що ми маємо, якщо:
dim Eλ1 + . . . + dim Eλp

< dim E

Theorem 3.13. Нехай f ендоморфiзм в E i λ1, . . . , λp його власнi значення, тодi наступнi властивостi
є еквiвалентними:

1. f дiагоналiзовний

2. E є прямою сумою своїх власних просторiв: E = Eλ1 ⊕ . . . ⊕ Eλp

3. dim Eλ1 + . . . + dim Eλp
= dim E

Corollary 3.14. Якщо f є ендоморфiзмом E з dim E = n i f має n власних значень, попарно вiдмiнних,
то f є дiагоналiзованим.

Але, оскiльки власнi значення є коренями характеристичного многочлена (див. твердження 3.4), ми ма-
ємо:

Proposition 3.15. Нехай f ендоморфiзм у E та λ власне значення порядку α (тобто α є коренем Pf (λ)
порядку α, тобто Pf (λ) = (X − λ)αQ(X)). Тодi:

dim Eλ ≤ α

Theorem 3.16. Нехай f — ендоморфiзм у E з dim E = n. Тодi f є дiагоналiзованим тодi й лише тодi,
якщо:

1. Pf (X) є розщеплюваним, тобто:

Pf (X) = (−1)n(X − λ1)α1 · . . . · (X − λp)αp

(λi є коренями, отже, власними значеннями) i α1 + . . . + αp = n. Тодi, якщо сума кратностей
коренiв дорiвнює розмiрностi векторного простору.
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2. Розмiрностi власних просторiв є максимальними, тобто ∀i ∈ {1, . . . , p}

dim Eλi
= αi

Intuition. Не завжди легко зрозумiти iдею через характеристичнi полiноми, тому iнший спосiб побачити
це:

1. Знаходимо власнi значення: λ1, . . . , λp

2. Потiм знаходимо власнi пiдпростори: Eλi
= ker(f − λiI)

3. Сумуємо розмiрностi: dim Eλ1 + . . . + dim Eλp =: d.

• Якщо d = dim E тобто якщо сума розмiрностей дорiвнює розмiрностi простору E, власнi пiд-
простори породжують E i отже f дiагоналiзовний (бо його матриця може бути записана в
базисi цих власних векторiв).

• В iншому випадку кiлькостi лiнiйних власних векторiв недостатньо, щоб породити E.

3.6 Застосунки

3.6.1 Обчислення потужностi
Отже, ми повернулися туди, звiдки почали, я вам нагадаю задачу з початку роздiлу:

Exercise. Обчислити [
3 1
0 2

]15
=
[
3 1
0 2

]
· . . . ·

[
3 1
0 2

]
︸ ︷︷ ︸

15 разiв

Нагадаємо, що власнi вектори A це:

v1 =
(

1
0

)
та v2 =

(
−1
1

)
якi є лiнiйно незалежними та породжують R2, отже, утворюють базис R2, тодi ми можемо записати
в цьому новому базисi i, як ми вже знайшли:

A′ = P −1AP =
[
1 1
0 1

] [
3 1
0 2

] [
1 −1
0 1

]
=
[
3 0
0 2

]
в базисi (v1, v2) з матрицею переходу:

P =
[
1 −1
0 1

]
та P −1 =

[
1 1
0 1

]
Крiм того, множачи A′ на A′, маємо:

A′ · A′ = (P −1AP )(P −1AP ) = P −1A2P = A′2

звiдки
A′n = P −1AnP ⇒ PA′nP −1 = PP −1AnPP −1 = An

Це дає нам можливiсть спочатку обчислити степiнь A′:

A′15 =
[
3 0
0 2

]15
=
[
3 0
0 2

] [
3 0
0 2

] [
3 0
0 2

]13
=
[
32 0
0 22

] [
3 0
0 2

]13
=
[
315 0
0 215

]
Ось, набагато простiше, нiж обчислювати A15 безпосередньо, тодi нам залишається повернутися до
канонiчного базису:

P

[
315 0
0 215

]
P −1 =

[
1 −1
0 1

] [
315 0
0 215

] [
1 1
0 1

]
=
[
315 315 − 215

0 215

]
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Дуже корисним у дiагональних матрицях є те, що степiнь такої матрицi дорiвнює тiй самiй матрицi, але
з дiагональними елементами, зведеними до степеня, тобто:

A′ =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

. . . . . .
...

0 0 . . . λn

 ⇒ A′n =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

. . . . . .
...

0 0 . . . λn


n

=


λn

1 0 . . . 0
0 λn

2 . . . 0
...

. . . . . .
...

0 0 . . . λn
n


Узагальнимо: Якщо A ∈ Mn(K) дiагоналiзовна (тобто iснує P та A′ такi, що A′ = P −1AP ), тодi:

An = P (A′n)P −1 = P


λn

1 0 . . . 0
0 λn

2 . . . 0
...

. . . . . .
...

0 0 . . . λn
n

P −1

3.6.2 Розв’язання системи рекурентних послiдовностей
Нехай (un)n∈N та (vn)n∈N – двi послiдовностi такi, що:{

un+1 = un − vn

vn+1 = 2un + 4vn

(3.1)

з u0 = 2 i vn = 1. Нехай Xn =
(

un

vn

)
, тодi система 3.1 записується:

Xn+1 = AXn з A =
(

1 −1
2 4

)
за рекурентнiстю отримуємо:

Xn = AnX0 з X0 =
(

2
1

)
Отже, ми звели задачу до обчислення степеня матрицi: An, що ми розглядали в роздiлi 3.6.1. Ви

можете перевiрити, що iснує P ∈ GL2(R) такий, що

P =
(

−1 1
1 −2

)
з A = P

(
2 0
0 3

)
P −1

i тодi

An = P

(
2n 0
0 3n

)
P −1 =

(
−1 1
1 −2

)(
2n 0
0 3n

)(
−2 −1
−1 −1

)
=
(

2 · 2n − 3n 2n − 3n

−2 · 2n + 2 · 3n −2n + 2 · 3n

)
Звiдки (

un

vn

)
=
(

2 · 2n − 3n 2n − 3n

−2 · 2n + 2 · 3n −2n + 2 · 3n

)(
2
1

)
=
(

4 · 2n − 2 · 3n + 2n − 3n

−4 · 2n + 4 · 3n − 2n + 2 · 3n

)
тобто: {

un = 5 · 2n − 3 · 3n

vn = −5 · 2n + 6 · 3n

3.6.3 Розв’язання диференцiальних рiвнянь
Отже, потрiбно розв’язати диференцiальну систему

dx1

dt
= a11x1 + · · · + a1nxn

...
dxn

dt
= an1x1 + · · · + annxn

з aij ∈ R та xi : R → R диференцiйовними.
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У матричнiй формi система записується так:

dX

dt
= AX, де A = (aij), X =

x1
...

xn

 (3.2)

Припустимо, A дiагоналiзована. Тодi iснує A′ дiагональна матриця та P оборотна матриця такi, що:

A′ = P −1AP.

Якщо ми розглядатимемо A як матрицю ендоморфiзму в канонiчнiй базi, A′ є матрицею f у базi власних
векторiв {vi}.
Аналогiчно, X є матрицею вектора x⃗ в канонiчнiй базi, а X ′ = M(x⃗)vi пов’язана з X спiввiдношенням

X ′ = P −1X

Note. Увага! У цьому роздiлi X ′ не описує похiдну, а вектор, позначений X ′!

Виводячи це спiввiдношення:
dX ′

dt
= P −1 dX

dt
(оскiльки A має сталi коефiцiєнти, P також матиме сталi коефiцiєнти). Отже:

dX ′

dt
= P −1AX =

(
P −1AP

)
X ′ = A′X ′

Система 3.2 є, таким чином, еквiвалентною системi

dX ′

dt
= A′X ′

Ця система легко iнтегрується, оскiльки A′ є дiагональною.
Таким чином, ми можемо розв’язати систему dX

dt = AX наступним чином:

a) Дiагоналiзуємо A. Нехай A′ = P −1AP — дiагональна матриця, подiбна до A;

b) iнтегруємо систему dX′

dt = A′X ′;

c) повертаємося до X через X = PX ′.

Приклад
Розглянемо систему 

dx

dt
= x − y

dy

dt
= 2x + 4y

Маємо A′ =
(

2 0
0 3

)
та P =

(
1 1

−1 −2

)
Система dX′

dt = A′X ′ записується так: 
dx′

dt
= 2x′

dy′

dt
= 3y′

що одразу дає {
x′ = C1e2t

y′ = C2e3t

i отже, повертаючись до X через X = PX ′ :(
x
y

)
=
(

1 1
−1 −2

)(
C1e2t

C2e3t

)
=
(

C1e2t + C2e3t

−C1e2t − 2C2e3t

)
тобто: {

x = C1e2t + C2e3t

y = −C1e2t − 2C2e3t
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3.7 Тригоналiзацiя
Матриця A ∈ Mn(K) називається верхньою трикутною, якщо вона має вигляд:

A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n

0 a2,2
. . .

...
...

. . . . . . an−1,n

0 . . . 0 an,n


вiдповiдно, нижня трикутна:

A =


a1,1 0 . . . 0

a2,1 a2,2
. . .

...
...

. . . . . . 0
an,1 . . . an,n−1 an,n



Remark 3.17. Будь-яка верхня трикутна матриця A подiбна до нижньої трикутної матрицi.

Доведення. Нехай A верхня трикутна матриця та f ендоморфiзм Kn, який у базисi {e1, . . . , en} представ-
лений матрицею A, тодi:

f(e1) = a1,1e1

f(e2) = a1,2e1 + a2,2e2
...
f(en) = a1,ne1 + a2,ne2 + . . . + an,nen

⇔ A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n

0 a2,2
. . .

...
...

. . . . . . an−1,n

0 . . . 0 an,n


Розглянемо базис

ε1 = en, ε2 = en−1, . . . , εn = e1

тодi маємо: 

f( ε1︸︷︷︸
en

) == a1,n εn︸︷︷︸
e1

+a2,n εn−1︸︷︷︸
e2

+ . . . + an,n ε1︸︷︷︸
en

f( ε2︸︷︷︸
en−1

) == a1,n−1 εn︸︷︷︸
e1

+ . . . + an−1,n−1 ε2︸︷︷︸
en−1

...
f( εn︸︷︷︸

e1

) = a1,1 εn︸︷︷︸
e1

отже

A′ = M(f)εi =


an,n . . . 0

an−1,n an−1,n−1 . . . 0
...

. . .
a1,n . . . a1,1



3.7.1 Геометрична iнтуїцiя дiагоналiзацiї
Нагадаємо дiагоналiзацiю. Матриця A, що представляє ендоморфiзм f в Kn = Vect(e1, . . . , en), є дiаго-
налiзованою, якщо iснує достатньо векторних пiдпросторiв {F1, . . . , Fn} розмiрностi 1 кожен, таких, що
Kn = F1 ⊕ . . . ⊕ Fn i ∀i ∈ {1, . . . , n}, f(Fi) ⊂ Fi (вектор пiсля застосування f залишається в просторi). Це
можна побачити геометрично:
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−2 2 4

−2

2

4

F1

F2

v1

v2

Av1

Av2

x

y

Перетворення власних векторiв

Вже вiдомо, що такий ендоморфiзм дуже корисний, але не часто трапляється, що його можна дiагоналi-
зувати, тому було б корисно мати щось бiльш загальне, але все ще схоже на дiагоналiзацiю.

3.7.2 Геометрична iнтуїцiя тригонализацiї
Геометрiя тригоналiзовного ендоморфiзму є подiбною, але все ж вiдмiнною. Нехай A буде представ-
ницькою матрицею ендоморфiзму f в Kn. Вiн є тригоналiзовним, якщо iснує база {v1, . . . , vn} з Kn,
позначимо F1 = Vect(v1), F2 = Vect(v1, v2), . . . , Fn = Vect(v1, v2, . . . , vn) такi, що

F1 ⊂ F2 ⊂ . . . ⊂ Fn

i
∀i ∈ {1, . . . , n}, f(Fi) ⊂ Fi

Бачите подiбнiсть? Ендоморфiзм є стабiльним вiдносно пiдпростору! Вектор, застосований до f , нiколи
не покидає свiй пiдпростiр. Вiзьмемо для прикладу наступну матрицю:

A =

1 1 0
0 2 1
0 0 3

 = Mat(f)ei

2

4

−1
1 2 3 4

2

4

F1

F2

v ∈ F3

x

y

z

Оскiльки ми маємо iнтуїтивне розумiння тригоналiзовного ендоморфiзму, повернiмося до чистої матема-
тики.

3.7.3 Теорiя

Theorem 3.18. Ендоморфiзм є тригонализованим в K тодi й тiльки тодi, коли його характеристичний
многочлен розкладається на лiнiйнi множники в K.

Це означає, що характеристичний многочлен має рiвно n коренiв, де n = dim(E), i записується
так:

Pf (X) = (−1)n(X − λ1)α1 · · · (X − λp)αp
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де α1 + . . . + αp = n

Proof. -

(⇒) Припустимо, ендоморфiзм f тригонiзується, i нехай буде базис {e1, . . . , en} такий що

M(f)ei =


a1,1 ∗
0 a2,2
...

. . .
0 . . . 0 an,n


Маємо:

Pf (X) = det


a1,1 − X ∗

0 a2,2 − X
...

. . .
0 . . . 0 an,n − X

 = (a1,1 − X) · · · (an,n − X)

Отже, Pf (X) добре розщеплюється (можна помiтити, що його коренi — це власнi значення f).

(⇐) Припустимо, Pf (X) розщеплюється, i доведемо за iндукцiєю, що f тригонiзується.

Для n = 1 тривiально.

Припустимо, що результат вiрний для порядку n − 1. Але Pf (X) розщеплюється, вiн має
принаймнi один корiнь λ1 ∈ K i отже власний вектор ε1 ∈ Eλ1 . Доповнимо {ε1} до базису
{ε1, . . . , εn}, отже маємо:

A = M(f)εi
=


λ1 b2 . . . bn

0
... B
0

 , де:B ∈ Mn−1(K)

Нехай F = Vect(ε2, . . . , εn) i g : F → F єдиний ендоморфiзм F такий що M(g)ε2,...,εn
= B,

маємо:
Pf (X) = det(A − XIn) = (λ1 − X) det(B − XIn−1) = (λ1 − X)Pg(X)

Але Pf (X) розщеплюється, Pg(X) також, i згiдно з iндуктивним припущенням B тригонiзує-
ться, отже iснує базис {v2, . . . , vn} в якому M(g)v2,...,vn є трикутною, i отже матриця f у базисi
{ε1, v2, . . . , vn} є трикутною, отже f тригонiзується.

Corollary 3.19. Будь-яка матриця A ∈ Mn(C) подiбна до трикутної матрицi з Mn(C).

Intuition. Згiдно з курсом абстрактної алгебри, кожен многочлен у C є розкладним.

Remark 3.20. -

1. Якщо A є тригонализовна i A′ трикутна, подiбна до A, тому A′ має власнi значення на дiаго-
налях.

2. Будь-яка матриця A ∈ Mn(K) є тригонализовна над замиканням K ′ з K. (напр.: A ∈ Mn(R)
є тригонализовна над C).
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Corollary 3.21. Нехай A ∈ Mn(K) i {λ1, . . . , λn} ї ї власнi значення, тому

Tr(A) = λ1 + . . . + λn

det(A) = λ1 · . . . · λn

Доведення. Маємо A′ ∈ Mn(K ′) трикутну, подiбну до A (нагадування: замикання K ′ над K), отже власнi
значення знаходяться на дiагоналях A′. Однак подiбнi матрицi мають тi ж самi слiди та визначники, тому
Tr(A) = Tr(A′) = λ1 + . . . + λn та det(A) = det(A′) = λ1 · . . . · λn.

Ми покажемо процес тригоналiзацiї на наступному прикладi:

Example 3.22. Нехай матриця

A =

−4 0 −2
0 1 0
5 1 3


Маємо характеристичний многочлен PA(X) = −(X − 1)2(X + 2), який розщеплюється в R, тому A є
тригоналiзованою (згiдно з теоремою 3.18), отже, якщо розглядати A як ендоморфiзм у канонiчному
базисi, ми знаємо, що iснує базис {vi} з R3 такий що:

M(f)vi
=

1 a b
0 1 c
0 0 −2


я нагадую, що це означає: 

f(v1) = v1

f(v2) = av1 + v2

f(v3) = bv1 + cv2 − 2v3

(3.3)

Почнемо з пошуку v1. Ми знаємо, що v1 є власним вектором, що вiдповiдає власному значенню
λ1 = 1, тобто (f − Id)v1 = 0, тому обчислимо (A − I)v1 = 0 (iншими словами, ми шукаємо v1, який
породжує ker(A − I)) :

(A − I)

x
y
z

 ⇔

{
−5x − 2z = 0
5x + y + 2z = 0

Тодi ми можемо взяти v1 =

 2
0

−5

 (iншими словами ker(A − I) = Vect(

 2
0

−5

)).

Далi, шукаємо v2, згiдно з 3.3,

f(v2) = av1 + v2

⇒f(v2) − v2 = av1

⇒(f − I)v2 = av1

⇒(A − I)v2 = av1

Отже, маємо:

(A − I)

x
y
z

 = a

 2
0

−5

 ⇔

{
−5x − 2z = 2a

5x + y + 2z = −5a

Тодi, взявши a = 1, маємо {
−5x − 2z = 2
5x + y + 2z = −5
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тому v2 =

−2
−3
4

 (просто розв’язання системи).

Для v3 маємо два варiанти:

1. або дiяти так само з розв’язанням системи

2. або зауважити, що iснує власний вектор A, що вiдповiдає власному значенню −2, тобто ∃v3 ∈ R3

такий що f(v3) = −2v3, тодi ми можемо взяти цей вектор v3 i, отже, покласти b = c = 0.

Remark 3.23. Чому ми можемо так робити? Тому що для кожного власного значення f завжди
iснує власний простiр кратностi принаймнi 1, отже, i для власного значення −2 теж.

Тодi шукаємо v3:

(A + 2I)v3 = 0 ⇔

{
−2x − 2z = 0
3y = 0

тому ми можемо взяти v3 =

 1
0

−1

.

Отже, матриця A подiбна до

A′ = M(f)vi
=

1 1 0
0 1 0
0 0 −2


з матрицею переходу:

P = ∥v1, v2, v3∥ =

 2 −2 1
0 −3 0

−5 4 −1



3.8 Анулюючi многочлени
У попереднiх роздiлах ми дiзналися, що для того, щоб з’ясувати, чи є матриця дiагоналiзованою, необ-
хiдно вивчити власнi простори, що не завжди дуже легко i не є найшвидшим способом. Отже, в цьому
роздiлi ми розглянемо один з iнших методiв вивчення дiагоналiзовностi, одним з цих методiв є вивчення
анулюючих многочленiв.

Remark 3.24. У цьому роздiлi я не пишу бiльшiсть доказiв, а скорiше iнтуїцiю, чому це правда i чому
це працює.

Definition 3.25. Нехай f ∈ Kn ендоморфiзм. Полiном Q(X) ∈ K[X] є анулюючим полiномом для f
якщо Q(f) = 0.

Example 3.26. Нехай f проєкцiя, тодi, ми знаємо, що f2 = f , звiдки f2 −f = 0, тому Q(X) = X2 −X =
X(X − 1) є анулюючим полiномом для f .

Важливо те, що анулюючi многочлени тiсно пов’язанi з власними значеннями:

Proposition 3.27. Нехай Q(X) є анулюючим многочленом для f , тодi власнi значення f знаходяться
серед коренiв Q, тобто:

Sp(f) ⊂ Rac(Q)

Доведення. Нехай Q(X) = anXn + an−1Xn−1 + . . . + a0 — анулюючий многочлен для f i λ — власне
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значення для f . Отже, ∃v ̸= 0 ∈ E така що f(v) = λv, бiльше того:

Q(f) = anfn + an−1fn−1 + . . . + a0 Id = 0

Але f(v) = λv, тому f2(v) = f(λv) = λ2v, звiдки fk(v) = λkv ∀k ∈ N, тодi:

Q(f(v)) = 0 = (anfn + an−1fn−1 + . . . + a0 Id)v = (anλn + an−1λn−1 + . . . + a0 Id)v = 0

Але v ̸= 0, тому anλn + an−1λn−1 + . . . + a0 Id = 0, звiдки λ є коренем Q.

Note. Однак, рiвнiсть не є загалом вiрною, наприклад Id2 = Id, отже Q(X) = X2 − X = X(X − 1)
обнуляє Id з коренями 0 та 1, але 0 не є власним значенням для Id.

Theorem 3.28. Кайлi-Гамiльтона. Нехай f ∈ Kn ендоморфiзм та Pf (X) його характеристичний полi-
ном, тодi

Pf (f) = 0

Iншими словами, характеристичний полiном ендоморфiзму є його анулюючим полiномом.

Intuition. Характеристичний полiном описує нам структуру f , тобто якi операцiї потрiбно виконати,
щоб втратити принаймнi один вимiр, якщо ми отримуємо множники вигляду (X − λ)n, отже, потрiбно
застосувати f(v) − λv) = vr, а потiм до результату vr знову, тобто f(vr) − λvr, i повторюємо n разiв (це
вiдбувається у випадках тригоналiзованих матриць)

Теорема залишається вiрною навiть у випадках, коли ендоморфiзм не є тригоналiзовним, оскiльки ми
можемо вибрати замикання K ′ поля K, в якому знаходиться наш ендоморфiзм, i вiн стає тригоналiзовним
(наприклад, C для R).

Крiм того, характеристичний полiном дає нам ker(Pf (X)) = E, тобто вектори, якi стають нульовими
пiд дiєю Pf (f), цiкавий факт полягає в тому, що всi вектори з E належать до цього ядра, i тому ∀v ∈ E,
pf (f)v = 0, звiдки pf (f) = 0.

Definition 3.29. Нехай Q — розкладений полiном:

Q(X) = (X − a1)α1 · · · (X − ar)αr

Полiном
Q1 = (X − a1) · · · (X − ar)

називається радикалом Q (тобто розкладений полiном (той самий полiном, але без степенiв бiля
дужок).

Бiльше того, Q1 | Q, тобто радикал полiнома дiлить сам полiном.

Proposition 3.30. Нехай f є ендоморфiзмом i

Pf (X) = (−1)n(X − λ1)α1 · · · (X − λp)αp

є його характеристичним многочленом. Тодi, якщо f є дiагоналiзовним, радикал Q1 анулює f також,
тобто

Q1(f) = (f − λ1) · · · (f − λr) = 0

Intuition. Я даю iнтуїцiю доведення. Якщо f є дiагоналiзованою з характеристичним полiномом

Pf (X) = (−1)n(X − λ1)α1 · · · (X − λp)αp

з r := αi > 1 це не означає, що потрiбно застосовувати (f − λi Id) r разiв для зменшення розмiрностi як
у випадку тригоналiзованих матриць, але це означає, що Eλi

власний простiр власного значення λi має
розмiрнiсть αi = r i тому ∀v ∈ Eλi

, f(v) = λiv.
Оскiльки E = Eλ1 ⊕ . . . ⊕ Eλp , якщо v ∈ E, тодi ∃i ∈ {1, . . . , p} така що v ∈ Eλi i тому f(v) − λiv = 0

тобто (f − λi Id)(v) = 0. Звiдси радикал Pf анулює f .
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3.9 Лема про ядра

Lemma 3.31. про ядра Нехай f ∈ Kn ендоморфiзм i

Q(X) = Q1(X) · · · Qp(X)

многочлен, розкладений у добуток попарно взаємно простих многочленiв. Якщо Q(f) = 0, то:

E = Ker Q1(f) ⊕ . . . ⊕ Ker Qp(f)

Intuition. Оскiльки Q(f) = 0, тому ∀v ∈ E, Q(f)(v) = 0 отже Ker(Q(f)) = E. ∃v1, . . . , vp такi що v =
v1 + . . .+vp. Але усi полiноми попарно взаємно простi, тодi лише один з них анулює vi тому vi ∈ Ker Qi(f)
i це залишається правдою для всiх v1, . . . , vp. I оскiльки полiноми взаємно простi, тож якщо k ̸= j i
Qk(vi) = 0, тодi Qj(vi) ̸= 0 бо Qj i Qk вiдрiзняються. Тодi, ∀i, j Ker Qi ∩ Ker Qj = {0}.

Remark 3.32. Повернiмося до прикладу f , яка є проєкцiєю, отже f2 − f = 0 i Q(X) = X2 − X =
X(X − 1) анулює f . Проте X i X − 1 є взаємно простими, тодi

E = Ker f ⊕ Ker(f − Id)

Щоб бути бiльш загальною, нехай f є ендоморфiзмом, i Q(X) = (X−λ1) · · · (X−λp) така що Q(f) = 0,
маємо:

E = Ker(f − λ1 Id)︸ ︷︷ ︸
Eλ1

⊕ . . . ⊕ Ker(f − λp Id)︸ ︷︷ ︸
Eλp

Звiсно, λi ̸= λj . I тодi f є дiагоналiзованим, оскiльки прямою сумою цих власних пiдпросторiв.

Corollary 3.33. Ендоморфiзм f є дiагоналiзованим тодi i тiльки тодi, якщо iснує анулюючий полiном
Q для f , який є розкладним i має лише простi коренi а

арозкладний: (X − λi)αi - X в степенi 1! простi коренi: якщо αi = 1 також, тобто множники (X − λ) в степенi 1!

3.10 Пошук анулюючих многочленiв. Мiнiмальний многочлен

Definition 3.34. Називається мiнiмальний многочлен для f , позначений mf (X) - нормалiзований мно-
гочлен а який анулює f найменшого степеня.

атобто з коефiцiєнтом 1 при членi найвищого степеня, тобто: 1 ∗ Xn + an−1Xn−1 + . . . + a0

Proposition 3.35. Анулюючi многочлени f мають вигляд:

Q(X) = A(X)mf (X) де A(X) ∈ K[X]

тобто mf (X) дiлить Q(X).

Proposition 3.36. Коренi мiнiмального полiнома mf (X) є точно коренями характеристичного полiнома
Pf (X), тобто власнi значення.

Proof. Ми знаємо, що Pf (X) = A(X)mf (X) тому якщо λ є коренем mf (X), тодi вона є коренем Pf (X)
також. Навпаки, якщо λ є коренем Pf (X) тодi вона є власним значенням, а mf (X) анулює f , отже
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λ також є коренем mf (X).

Theorem 3.37. Ендоморфiзм f є дiагоналiзовним тодi i тiльки тодi, коли його мiнiмальний многочлен
є розкладним i всi його коренi простi.

Example 3.38. 1. A =

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

. PA(X) = −(X − 1)(X + 2)2, отже, маємо двi можливостi:

• mA(X) = (X − 1)(X + 2) - отже A дiагоналiзована

• mA(X) = (X − 1)(X + 2)2 - отже A не дiагоналiзована

Обчислимо:

(A − I)(A + 2I) =

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0


Отже, mf (X) = (X − 1)(X + 2) i тому A є дiагоналiзованою.

2. A =

3 −1 1
2 0 1
1 −1 2

. Маємо: PA(X) = −(X − 1)(X − 2)2, отже:

mA(X) =
{

(X − 1)(X − 2) тобто A дiагоналiзована
(X − 1)(X − 2)2 тобто A не дiагоналiзована

Обчислимо:

(A − I)(A − 2I) =

2 −1 1
2 −1 1
1 −1 1

1 −1 1
2 −2 1
1 −1 0

 =

1 −2 1
1 −2 1
0 −2 2

 ̸=

0 0 0
0 0 0
0 0 0


Звiдси mA(X) ̸= (X − 1)(X − 2) i тому A не є дiагоналiзованою.
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ДОДАТОК А
Нагадування про концепцiї Лiнiйної Алгебри

А.1 Матрицi

А.1.1 Множення матриць

Definition А.1. Нехай A ∈ Mp,n(R) та B ∈ Mn,q(R) такi що A = (aj,i) та B = (bm,k), тодi:

AB = C = (cj,k =
n∑

i=1
aj,ibi,k)

А.1.2 Слiд

Definition А.2. Слiд n × n квадратної матрицi A, позначений tr(A), є сумою дiагональних елементiв

tr(A) = a11 + a22 + · · · + ann =
n∑

i=1
aii

де aii є дiагональними елементами матрицi A.

Property. слiду.

• Лiнiйнiсть:
tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

tr(cA) = ctr(A), c ∈ R (або C)

• Транспонування:
tr(A) = tr(AT )

• Множення матриць:

tr(AB) = tr(BA), (якщо A та B мають розмiр n × n)

Однак, слiд не є дистрибутивним щодо множення:

tr(ABC) ̸= tr(A)tr(BC)

• Власнi значення:

tr(A) =
n∑

i=1
λi

де λi є власними значеннями A. Це робить слiд важливим iнструментом у спектральному аналiзi.
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• Слiд Одиничної Матрицi

tr(In) = n

оскiльки всi дiагональнi елементи дорiвнюють 1.

Example А.3. Для

A =

3 2 1
4 5 6
7 8 9


слiд дорiвнює:

tr(A) = 3 + 5 + 9 = 17

Example А.4. Якщо

B =
[
2 1
0 3

]
, C =

[
4 2
1 5

]
тодi

tr(B + C) = tr
[
6 3
1 8

]
= 6 + 8 = 14

що вiдповiдає

tr(B) + tr(C) = (2 + 3) + (4 + 5) = 14

таким чином пiдтверджуючи лiнiйнiсть.

ДОДАТОК А. НАГАДУВАННЯ ПРО КОНЦЕПЦIЇ ЛIНIЙНОЇ
АЛГЕБРИ
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