Notes du cours d’Algebre Linéaire 2

Yehor Korotenko

June 30, 2025



Abstract

Ce sont mes notes prise pour le cours d’algébre linéaire 2 a I'Univérsité Paris-Saclay. La partie essentielle de
ces notes sont référencé du livre "Algebre Linéaire" écris par Joseph Grifone [2].

Mes notes d’autres matiéres sont accessibles sur mon site: dobbikov.com

Ces notes sont traduites en Ukrainian et Anglais en utilisant Uoutil sci-trans-git [3]


https://dobbikov.com/lecture_notes

CONTENTS

1 Espaces euclidiens

1.1 Imtroduction . . . . . . . . . L
1.2 Orthogonalité . . . . . . . . . . e e e
1.3 Bases orthonormales . . . . . . . .. L L
1.4 Matrices et produits scalaires . . . . . . . ... Lo
1.5 Projections orthogonales . . . . . . . . . . .. e
1.6 Isométries et Adjoints . . . . . . . ..

1.6.1 Isométries . . . . . . . . .

1.6.2 Endomorphisme adjoint . . . . . .. ... L L
1.7 Groupes orthogonaux . . . . . . . . . . .

2 Déterminants

2.1 Propriétés les plus improtants . . . . . . . . ..
2.2 Développement par rapport a une ligne/colonne . . . . . . .. ... ...
2.3 Déterminant d’'une matrice triangulaire . . . . . . ..o oL oL L
2.4 Comatrice et matrice adjointe . . . . . . . ... oL L

2.5 Matrice inverse

3 Réduction des endomorphismes

3.1 Imtroduction . . . . . . . . . . L
3.2 Vecteurs propres - Eigenvectors . . . . . . . .. L Lo L e
3.3 Recherche des valeurs propres . . . . . . . . .. L L e
3.4 Recherche des vecteurs propres . . . . . . . .. Lo Lo
3.5 Les endomorphismes diagonalisables . . . . . . . . ... L L L
3.6 Lesapplications . . . . . . . . . L e
3.6.1 Calcul dela puissance . . . . . . . .. L L L
3.6.2 Résolution d'un systéme de suites récurrentes . . . . . . .. ... oL oL
3.6.3 Reésolution des equations différentielles . . . . . . . . . . ... ... L.
3.7 Trigonalisation . . . . . . . . . . L L e
3.7.1 L’intuition géométrique de la diagonalisation . . . . . ... .. ... ... .. ...
3.7.2  L’intuition géométrique de la trigonalisation . . . . . . . .. . ... ..o
3.7.3 Théorie . . . . . . . . e e
3.8 Polynémes annulateurs . . . . . . . . . L e e
3.9 LeLemme desnoyaux . . . . . . . . . .. .. e
3.10 Recherche des polyndémes annulateurs. Polynéme minimal . . . . . ... . ... ... ... ...
Appendices
A Rappels des concepts d’Algébre Linéaire
A1 Matrices . . . . o o o e
A.1.1 Multiplication des matrices . . . . . . . . . . Lo

A.1.2 La trace

19
19
20
22
23
23

25
25
26
27
28
29
32
32
33
33
35
35
36
36
39
41
41

43



| 1
CHAPTER

ESPACES EUCLIDIENS

1.1 Introduction

Les espaces vectoriels considérés dans ce chapitre sont réels. On suppose que E est un R-espace vectoriel.
Produit scalaire:

Definition 1.1. Une forme bilinéaire sur E est une application

B:ExFE—R
(u,v) — B((u,v))

qui vérifie les conditions suivantes Yu,v,w € E VA € R:
1. B(u+ A, w) = B(u,w) + AB(v,w)
2. B(u,v + Aw) = B(u,v) + AB(v,w)
B est dite
1. symétrique si B(u,v) = B(v,u) Yu,v € E
2. positive si B(.,u) > 0Vu € F

3. définie si B(u,u) =0<u =0

Notation. Produit scalaire est noté: < u,v >

Example 1.2. .
1. E:an X = (x17"'7xn)7yz (y17"'7yn) €E

n
<X)Y >i=) " ay;
n=1

On l'appelle "produit scalaire canonique"(ou usuel)
2. E=R?et < X,Y >= 221y + T2y

3. E=C[-1,1],R) > f, g (un espace des fonctions continues)
1
<fg>= [ 1090 d
-1

4. E=M,(R)> A,B

< A,B>:=Tr(A'B)



Proposition 1.3. Un espace vectoriel non-nul possede une infinité de produits scalaires differents.

Definition 1.4. Un espace euclidien est un couple (E, < . >) ou E est un R-espace vectoriel de dimension finie
et < .> est un produit scalaire sur E.

Property. Soit (E, < .>) un espace euclidien. On pose:

X[ =v< X, X > Xek
la norme (ou longeur) de X. (Il est bien définie car < .,. > est toujours positif)
Property. Soient X,Y € E, alors:
IX + Y2 = X+ 2(X, V) + V]2

Proof.

2
IX+Y|?=V/(X+Y,X+Y)

=(X+Y,X+Y)
= (X, X+Y)+ (Y, X+Y)

= (X, X)+(X,)Y)+ (Y. X)+ (YY)
= [ X]* +2(X,Y) + Y]]

Lemma 1.5. inégalité de Cauchy-Schwarz On a
| <u,v>| < ||lu| - vl Yu,v € E

avec égalité si et seulement si v et v sont colinéaires, i.e 3t € R tel que u = tv ou v = tu

Proof. Si v = 0, clair
Si v # 0 on considére Vt € R
lu+tv]|? =< u+tv,u + tv >
=< u,u+tv>+t <v,u+tv>
:<u,u>+t<u,v>+t<v,u>+t2<v,v>
= Jlul® + 2t < u,v > +£2|v]* = f(2)

Cas 1: f(t) n’a pas de racinces différentes

A=4<uv>=4ul?v)? <0
= < u,v >2< [Jul? - |Jv))?

=| <u,v > | < lullllv]

Cas 2: f(t) a seulement une racine:
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A=0
=3 ecRtq|ut+tv]|*=0
su+tv=0=u=—tv

La définition suivante sera étudiée dans le cours d’analyse:

Definition 1.6. On dit que N : E — R, est une norme si:
1. NAu)=|A-N(u) VINERVueFE
2. Nu)=0=u=0
3. Nlu+v) < N(u)+ N@w) Vu,veFE

Lemma 1.7. L’application
V<, . >=|.]|:E—Ry

est dite norme euclidienne.

Proof. 1), 2) sont faites

3) llu+ol* = [lull® +2 <wu,v > +vl* < flul® + 2lullllv] + vl* = (lul + [lv])?

= [lu+ vl < flul® + [lv)?

Proposition 1.8. On a les identités suivantes Yu,v € FE

1. Identité du parallelograme:
lu+olf* + lu = of* = 2(|u®[| + [|v]|?)

2. Identité de polarisation:

(u,v) = 2 (lu +vl* = lu = v||)

>

Proof. .

||u—|—v||2 = (u+v,u+0v)
= [lull® + 2 (u,v) + |Jv||?
2. flu—vl?> = llull®* = 2 (u,v) + ||v]|?
On a:
o (1)+(2): flu+ vl + [lu—v[* = 2(||ul® + ||v]?)
o (1) = (2): flu+ vl = [lu—v|* = 4 (u,v)

1.2 Orthogonalité

Soit E un R-espace vectoriel et (,) un produit scalaire sur E.
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Definition 1.9. u,v € E sont dits orthogonaux si < u,v >= 0. On note u 1L v

e Deux sous-ensembles A, B de E sont orthogonaux si:

Yu e A,Yv e B, <u,v>=0

e Si A C FE on appelle orthogonal de A, noté A+ I’ensemble
At ={uecE|<u,v>=0 Yvc A}
Aussi connu comme orthogonal complement of A

e Une famille (v1,...,v,) de vecteurs de E est dite orthogonale si Vi # j,v; L v;. Elle est dite
orthonomée si elle est orthogonale et de plus ||v;|| =1 Vie {1,...,n}

Example 1.10. £ = R™, <, > produit scalaire canonique

v; =(0,...,0,_ 1 ,0,...,0)
~—

%

- - lsii=j
Vi, V5 >=
v Osii#j

(v1,...,vy) est une base canonique

Proposition 1.11. 1. Si A C F alors AL est un sous-espace vectoriel de E
2. Si AC Balors Bt C A+
3. At =Vect(A)*
4. Ac (Ah)*

Proof. Exercice

Example 1.12. 1. E=C%[-1,1],R)

<fg>= / FOROL!

Alors, f(t) = cos(t), g(t) = sin(t) sont orthogonaux: 2 cos(t) sin(t) = sin(2t)

/ " cos(t) sint) df = % / " in(2t) dt = 0

=1 =1
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Definition 1.13. Si E est un espace euclidien, on appelle "dual de E" ’ensemble
L(E,R)={f: E —=R| f est linéaire}

On le note E*. Un élément f € E* s’appelle une forme linéaire.

Rappele:

Proposition 1.14. Si F, F’ sont deux e.v de dimension finie, on dim(L(F, F")) = dim(F') - dim(F")
En particulier, dim(F*) = dim(F'). En effet si n = (e1,...,ep) est une base de F est n’ = (e},...,e,) est
une base de F’, alors I’application

: L(F,F') — Matfx,(R)
f — (f) = Matn,n/(f)'

est un isomorphisme. Donc dim(F, F) = gp

Theorem 1.15. Théoréme du rang: Si F' est un e.v de dimension finie et f : F — F’ linéaire, alors
dim(F) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))

Proposition 1.16. Si F, F’ sont deux e.v de dimension finie tq dim(F') = dim(F’) et f : F — F’ linéaire,
alors f est un isomorphisme < Ker(f) =0

Proof. On rappelle que si G, G’ sont des sous-e.v de dimension finie dans le méme e.v, alors:
G=G & GCq et dim(G)=dim(G)

=) f injective = Ker(f) =0

<) Soit Ker(f) =0.

Alors, forcément dim(Ker(f)) = 0 et par le théoréme du rang on a dim(F) = dim(Im(f)), donc Im(f) =
F/

Lemma 1.17. du Riesz:
Soit (E, (.,.)) un espace euclidien de dimension finie et f € E*. Alors, 3lu € E tel que f(z) = (u,x) Vzx €
FE. La forme linéaire f est donné par un produit scalaire avec un vecteur.

Notation. Pour tout v € E on note par f, 'application:

fo:E—R
x— fu(z) =<v,2>.

fv est linéaire Vv € E i.e E*

Proof. lemma de Reisz
On considére I'application

¢:E— E*
v— ¢(v) = fo.

¢ est linéaire (exercice). ¢ est injective:

veKer(p) s folzr) =0 Ve eFE
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en particulier pour x = v, on a:
0= fu(v)=<v,v>=v=0

dim(E) = dim(E") = ¢ est un isomorphisme
= ¢ bijective

Vfe E*,3ne Etqon)=f ie f(x)=<n,z>VreE
Dans ce cas E = R", le lemme de Riesz est tres simple & comprendre:

Soit f : R™ — R une forme linéaire. Si on note (eq,...,e,) la base canonique de R™, tout « € R™ s’écrit

n
x:Zaiei a; ERVie{1,...,n}
n=1

= f(z) = Zaif(ei) =< (a1,...,ap),(a1,...,a,) >=<(a1,...,ay), (a1,...,0p) >
n=1

1.3 Bases orthonormales

Soit (E, (,)) un espace euclidien et F' C E un sous-espace vectoriel (dim(F) < o) car dim(E) < oo.

Note.
Ft={zcE|(X,Z)=0Vz€ F}

lorthogonale de F'.

Theorem 1.18. Ona E=F @ F*.
En particulier, dim(F1) = dim(E) — dim(F) et F = (F+)*

Proof. On doit montrer que:
1. FNFt=40
2. E=F+FlieVeeE I cF, 2" cFttqe=2a +2z"

1. Soit z € FN F+
= (X,Z)=0VZecFcarx e F= (X,X)=0=2=0(() est définie)

2. Soit x € E. Considérons f, € E*,ie fo : E =R,y = (z,y) et f:= fyp: FF - R= f € E* Lemme
deRiesz = W' e Ftq f=fo : Fo Rz (2, 2)
= f(2) = fo(2) = f(2)Vz € F (Attention: pas I’égalité pour tout z dans FE)
Posons =" := x — x/, i.e ¢ = 2’ + 2" € F. Montrons 2" € F*.
Siz€F, (x"2) ={x—a',2) = (x,2) — (2',2) = 0. Donc 2’ € Ft et E = F @ F+ (dim(E) =
dim(F) + dim(F1))
FC(FYHt car (z,2) =0Vz € FVz € Ft

dim(F) = dim(E) — dim(F1)

car E = G @ G+, donc dim(G) = dim(E) — dim(G+) pour G = F+, dim(F1) = dim(G)

Definition 1.19. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (, )

o Une famille (v;);>0 de vecteurs de E est dite orthogonale si pour i # j on a (v;,v;) = 01i.e v; L v;
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e Une famille orthonormale de E est une famille orthogonale (v;);>0 tq de plus ||v;|| = 1 pour ¢ > 0

Example 1.20. 1. E = R™ muni du produit scalaire canonique. La base canonique (eq,...,e,) est
orthogonale car
lsii=j
ei,e;) =
t€ir5) {Oﬁi#j

2. Dans E = C%([-1,1],R) muni de (f, g) = f_ll f(®)g(t) dt. La famille (cos(t),sin(t)) est orthogonale.
La famille (1,2) n’est pas orthogonale:

! 2
<u%:/1ﬂm:§¢0

-1

Proposition 1.21. Une famille orthogonale constituée de vecteurs non-nuls est libre. En particulier, une
famille orthonormale est libre.

Proof. Suppososns (v1, ...,v,) orthogonale avec v; #0Vi=1,...,n
si Z;;l o;v; = 0, alors
€R

n n
Vie{l,...,n}0= <’Ui, Zajvj> = Zaj (vi,v;) = ag|vi]|?
=1 =1 70

Donc o; =0Vi=1,...,n.
Si (v1,...,v,) est orthonormale, alors |lv;|| = 1. Donc v; #0,Vi=1,...,n. O

Intuition. Les vecteurs orthogonales (perpendiculaires) ne sont jamais dans I'un Pautre (i.e e; = Ae; n’est pas
possible) si les vecteurs sont liés, soit 'angle est < 90 (donc les vecteurs ne sont pas orthogonales, absurd), (ils
sont dans 'un lautre, ils ne sont pas orthogonales, absurd). Donc ils sont bien libres.

Definition 1.22. (E, (,)) espace euclidien. Une famille B = (ey,...,e,) est une base orthonormale (ou
BON) si elle est une base et famille orthonormale.

Theorem 1.23. (E, (,)) espace euclidien. Alors, il admet une BON.

Proof. Soit n := dim(FE). Soit (ei,...,ep) une famille orthogonale (du point de vue du cardinal p) tq
e £0Vi=1,...,p.

Supposons par I’absurde que p < n. Posons F = Vect(ey,...,e,). Alors, E = F& F+ et dim(F) < p < n.
Donc F+ # {0}. Soit x € F+, 2 # 0. Alors, (e1,...,ep, ) est orthogonale de cardinale > p. Donc, p =n
et (e1,...,ep) est une base de E. Pour avoir une famille orthonormale (e},...,e}) il suffit de prendre
eh = Lre;Vi={1,...,n}. O

el

Proposition 1.24. Soit (E, (,)) un espace euclidien et soit (eq,...,e,) une BON de E. Siz € E, on a:

n

T = Z(x,ei>ei

i=1
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Autrement dit, le réél (x,e;) est la i®¢ coordonnée de = dans la base (e, ..., e,).

Intuition. L’orthonormalité de la base nous simplifie la vie. Mais avant, petite introduction. Soit un e.v

E =TR? et la base (e1,e3) = ((1> ) <O)) Soit un vecteur ¥ = (2, 3) :

0 1
4 .
Y
(2,3)
31 ~
)
2 T A
€9
1 A A
€9 €92
i I \ AN I z 1
—2 -1 €1 o2 3 4
—1 +
—2 1

Donc, on peut écrire ¥ = (2:3) =2-¢61+3-¢é3. Les z et y (les coordonnées de v) nous donnes combien de
parties de chaque vecteur de bases (le nombre peut étre € R) et prendre leurs sommes, pour obtenir . (Le
plus simple: combien on doit aller & gauche et en haut).

Dans la base orthonormale (v, e;) nous donne combien on prend d’un vecteur e; pour faire le vecteur ¥ et
€; donne la direction. D’ou (v, e1) équivaut a 2, et (v, ez) & 3, puis:

U= (v,e1)-€1 + (v,e2) €3
——
—2 =3
Habituelement, pour trouver les coordonnées dans une base, on devrait résoudre un systéme linéaire, tandis
qu’une base orthonormale permet de les obtenir en calculant le produit scalaire avec chaque vecteur de la base,
ce qui est beaucoup plus simple.

Proof. Posons y := """ | (z,e;)e; . Alors,

Vi=1,...,n,
<.’E7y,€j>
=(z, ;) — (¥, ;)
=(z,e;) — <Z<1‘,€i>€z‘7€j>
=(z,e5) = Y _(x,€:) {eir &)
3=l

moved out
like constant

:<.T, €j>

— | (@ en) {er,e5) +.. .+ (2, €5-1) (€1, €5) +(T,€5) (€5, €5) (T, €541) (€541, €5) + ... + (T, €n) (€n, €5)
=0 =0 =1 =0 =0
(Vi # 4, (ei,ej) = 0 car un produit scalaire des vecteur orthogonaux)

(Vj (ej,€;j) =1 car un produit scalaire de méme vecteur)

=53, @) = <x,ej><ej:ej> =0

Donc, z — y € Vect(ey,...,e,)t = EL = {0}. Donc z =y O
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Corollary 1.25. Vz € E, ||z||*> = Y1 (z, €;)?

Proof. Siz =37 (z,e)e; = > i ; z5e; donc

n

n n n
I2l* = O wie Y wjes) = D mimjlei e5) = Y a3
i=1 j=1

ij=1 i=1

1.4 Matrices et produits scalaires

Proposition 1.26. Soient (E, (,)) un espace euclidien et € = (ey, ..., e,) une BON. Soient f € L(E, E) et
A = (a;,j)1<i,j<n la matrice représentative de f dans ¢, i.e, A = Mat.(f)

a;; = (f(e:),ej) Vi, j=1,....,n

Proof. A est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs f(e;) écrits dans la base e:

A=(fe)].- 1f(en)) Ffles)=] ...

An,j

Car Yv € E, v = cie1 + ...cpe, done f(v) = c¢1f(e1) +...cnf(en) par la linéarité, donc il nous reste a
étudier chaque f(e;)

fle;) = a1 je1+...an jen =
n n
(f(ej). €)= <Z ak,jeka€i> = Zak,j<ek,ei> = ak,j
k=1 k=1

Osik+#j
lsik=j

Donc:

car (e, ej) = {

ai; = (f(e;), €i)
O

La matrice d’'un produit vectoriel est trés utile dans 1’algébre linéaire. Avant donner une definition:
Soit F un espace vectoriel de dimension finie n, un espace K et une forme bilinéaire b : £ x £ — K. Si
{e1,...,en} est une base de E, alors: z =) ' | z;e; et y = Z};l yje;, alors on a:

b(m7y) = Z xzyjb(ezv 6_7)
ij=1

b est donc détérminé par la conaissance des valeurs b(e;, e;) sur une base.

Definition 1.27. On appelle matrice de b dans la base {e;} la matrice:

bler,e1) bler,ea) ... bler,en)
M = | M) Hewe) o Kot
b(en,e1) .. blen,en)

Ainsi Iélément de la i ligne et j*™¢ colonne est le coefficient de ZiYj-
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Example 1.28. La matrice du produit scalair canonique dans R? est:

(X,Y) = z1y1 + @292 + 23y3

1 0 0
Mat({,))e.= [0 1 0
0 0 1

Proposition 1.29. produit scalair représenté par une matrice.

Notons:
A = M(b)e, X = M(x),, Y = M(y)e, (z,y € E)
—— ———
matrice de produit scalair coordonngées de x coordonnées de y
dans la base e; dans la base e;
Alors, on a:
b(z,y) = X'AY
1
Example 1.30. Repronnons I'exemple avec b = (,) le produit scalair canonique dans R3. Soit X = | 2
-1
2
et Y = | 3 | dans la base canonique de R3. Donc:
1
A Y
" —
X 1 00 2
(r,y) = X'AY = (1,2,-1)x [0 1 0| x|[3
0 0 1 1
2
=(1,2,-1)x |3
N——— 1
X
~——
AXY

—1-242.34(=1)-1=246-1=7

TODO. changement de base de la matrice d'une forme bilinéaire

1.5 Projections orthogonales
Soit (E, {,)) un espace euclidien, ' C E un sous-espace vectoriel. Alors, F = F @ F+. Donc Yz € E s’ecrit

=T +TpL
€eF  eFt

Definition 1.31. La projection orthogonale de F dans F est la projection pr de E sur F' parallélement
aFt ie

pr:E=F&F' —F

r=xp+rpL — pp(z =z +2p.)=xFp.
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Remark 1.32. 1. pp est linéaire

2. Vx € Epp(x) est complétement caractérisé par la propriété suivante:
Soit y € E, alors

y:pp(x)@<y€Fetx—y€FL)

=Y=TF

En particulier (pp(x),x — pp(x)) =0. Alors, si (v1,...,vg) est une BON de F, on a:

k
Vr € Ea pF(‘T) = Z <xavi> (%
i=1

En effet, il suffit de vérfier que le vecteur y = Zle (x,v;) v; verfie:

yeFetx—yeFt

FJ_

Projpix

projpX
F

Figure 1.1: Projection

Figure 1.2: Projection avec BON

Proposition 1.33. Soit x € E. Alors,

o —pr ()|l = inf{lle =yl [y € F}

i.e ||z — pr(z)|| est la distance de = & F.
Voir Figure 1.1
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Proof. Comme pr(x) € F il suffit de prouver que, si y € F, alors

[l = pr(@) < |z -yl

eF+ €F
Mais, lz —ylI? = ||pr(x)||2+2<xpF(x),pF(x)y>0+|pF(z) —ylI? > [l& - pr(2)|
(z—pr(z)+(pr(z)—y) T
- O
Theorem 1.34. Gram-Shmidt
Soit F un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (,). Soit (v1,...,v,) une famille libre d’élement
€ E. Alors, il existe une famille (wy, ..., w,) orthogonale tq

Vi=1,...,n Vect(vy,...,v;) = Vect(ws,...,w;)

De plus, ce théoréme nous donne un procédé de construction d’une base orthonormée a partir d’'une base
quelconque.

Proof. du Théoréme 1.34 Construisons la base orthogonale: {w1,...,w,}. Posons d’abord:

w1 = V1
wo = Vg + Awy, avec A tel que wy L ws
En imposant cette condition on trouve:
0= <’U2 + )\wl,w1> S <Ug, w1> + /\leH2

<|7‘qu’1’ﬁ12>. On remarque que:

V1 = wWq
Vo = Wy — )\wl
donc Vect{vy,va} = Vect{wr,wa}.
Une fois construit wsy, on construit w3 en posant:

Comme w; # 0, on obtient A = —

w3 = v3 + pwi + rvws

avec u et v tels que: ws L wy et wg L wo

On peut voir wg = vz — Nwy — Awy comme w3 = v — projgr,vz ot F; = Vect{ws,...,w;}

w3

Figure 1.3: Vecteur par projection
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Ceci donne

0 = (v3 + pwy + vws, w1) = (v, w1) + p{wi,wr) + v{wz, wr)
=|Jw |2 =0

= (v3, w1) + pllws |

(vs,w2)
llw2]

_ (vs,w1)

P . Comme
w1l

d’ou on = . De méme, en imposant que ws 1 Wz, ON trouve v = —
U1 = wy
Vg = Wo — )\w1

V3 = W3 — pwy1 — Vvwa

on voit bien que Vect{w,ws, w3} = Vect{vi,ve,vs}. Clest-a-dire, {w,wq,ws} est une base orthogonale
de I’éspace engendre par v, v9,v3. On voit bien maintenant le procédé de récurrence.
Supposons avoir construit wq, ..., w,_1 pour k < p. On pose:

wy = U + combinaison linéaire des vecteurs déja trouvés
=+ AW+ .. A WE—1

Les conditions wy, L w; (pour ¢ € {1,...,k — 1}) sont équivalentes a:

(v, wg)
[|ws |

P =

comme on le vérifie immédiatement. Puisque vy = wp — A1 — ... — Ag_1wg_1, On voit par récurrence que
Vect{ws,...,wg} = Vect{vi,...,vx} < {w1,...,wy} est une base orthogonale de Vect{vy, ..., v}
w;

Ce qu’il nous rester c’est a la normaliser, i.e Vi € {1,...,k} e; = T d’ott {eq,...,exr} est une base

orthonormale de F' = Vect{vy,..., v} O

Proposition 1.35. Pour comprendre cette proposition, je vous conseil de lire la section 1.6
Toute projection orthogonale est autoadjoint, i.e si p est une projection orthogonale, donc:

p =D
En notation matricielle: soit A une matrice de la projection p, donc:

AT = A

1.6 Isométries et Adjoints

1.6.1 Isométries

Definition 1.36. Une isométrie de E (ou transformation orthogonale) est un endomorphisme f €
L(E) := L(E, E) préservant le produit vectoriel, i.e:

(f(2), f(y)) = (z,y) Vo,yeE

Definition 1.37. Soient z,y € F deux vecteurs non nuls. On a, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir
lemma 1.5):

@l
]l -yl
Alors, il existe un et un seul 6 € [0, 7] tel que:
cosf = @y (1.1)
] - [lyll
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0 est dit angle (non-orienté) entre les vecteurs z et y.

Proposition 1.38. Si f est une isométrie de F, donc, on a:
If @) = llzl| VzeE

Proof. Supposons que f est une isométrie de E. Soit x,y € E. Par définition: (f(x), f(y)) = (x,y), donc,

posons y := z, alors, on a:

(f(z), f(z)) = (=, )
—_— ——

15 @2 RE
S| f@))? = ||
S f @) = =
0

Proposition 1.39. Soit f une isométrie dans F, alors:

1. f est bijective

2. f présérve la distance euclidienne et les angles

Proof. Soit f une isométrie dans E et deux vecteurs u,v € E

1.
1£ (@) = F@)| = VW), F(v)) = V{u,0) = lu— o]
2. Soit 0, angle entre f(u) et f(v) et 65 angle entre u et v, donc:
cos by i— (W), f(©))
IF @) - IIf @)
{u, v)

cosly i= —————
l[ull - (vl

Par définition, (f(u), f(v)) = (u,v), d’aprés proposition 1.38, Vz, || f(z)|| = ||z||, donc:

o f), fv) (u,v) = cos
SO TRl 17 Tl ol %

Definition 1.40. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, donc E = F @ F+ d’ott Vv € E,3v; € F,vy € F*
tel que v = v; + v2. On pose:
sp(v) =v1 — v

et on appelle sp une symétrie orthogonale d’axe F.
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Vg

sp(v)
Figure 1.4: Symétrie orthogonale d’axe F

Proposition 1.41. La symétrie orthogonale est une isométrie.

Proof. TODO ou pas besoin

Proposition 1.42. f est une isométrie si et seulement si elle transforme toute base orthonormée en une
base orthonormeée.

Proof. Soit f une isométrie, alors elle transforme toute base en une base car f est bijective par la prop.
1.39.

e (=) Supposons que f est une isométrie. Soit {e;} une base orthonormée, alors, on a:
(f(ei), flej)) = (eir €5) = i
Donc, {f(e;)} est une base orthonormée.

e (<) Supposons, qu’il existe une base orthonormée {e;} telle que {f(e;)} est aussi une base orthonor-
meée. De plus, soit x = x1e1 + ... zpe, et y = y161 + ... + ype, avec z;,y; € R

Comme {e;} est orthonormée, alors on a:
n
(@) = D1y + -+ Tnn = D TiYs (1.2)
i=1

D’autre part:

(f(2), f(y)) <Z xif(ei),Zyif(ei)> = Y @iy, (fles), fley))

i,j=1

n n
- Z TilYj <€1‘, e]> - = leyl D’apis 1.2 <x’y>
i=1 ’

car {e;} orthonormée
ij=1 ted

Donc f est une isométrie.

Proposition 1.43. Si {e;} est une base orthonormée, f une isométrie et A = M(f).,, alors ATA =T =
AAT.
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Proof. Pour prouver cela, on va utiliser la proposition 1.29.
Par définition de I’isométrie, on a:

(fx), f(y) = (z,y) Va,y€E
S (AX)T(AY) = XTATAY = XTY
NS —~—

(F(@). () )
SsATA=1

O

Proposition 1.44. Si A est une matrice de 'isométrie dans une base orthonormée, alors det(A) = £1

Proof. Par la proposition 1.43, on a: ATA = I, d’oi:

det(ATA) = det(I) = 1 =det(A)> =1 (car det(AT) = det(A))
=det(A) = £1

O

Intuition. Une isomeétrie fait une rotation ou une réflexion, elle conserve les distance, donc l'air (ou volume)
d’une figure qui est construit par la base de cette transfomation est égale a 1.

1.6.2 Endomorphisme adjoint

Proposition 1.45. Soit F un espace euclidien et f € End(F). Il existe un et un seul endomorphisme
f* € E tel que
(f@),y) ==, (y)), Vz,yeE

f* est dit adjoint de f.
Si {e;} est une base orthonormée et A = M(f).,, alors la matrice A* = M(f*)., est la transposée de
A, ie A* = AT

Proof. Encore, pour la preuve, on va utiliser la proposition 1.29 qui est trés utile, donc je vous conseil
maitriser ce concept.
Soit {e;} une base orthonormée de E et notons

A=M(fle A" =M(fe X =M@, Y=DMQ).

3

Comme on est dans une base orthonormée, alors ’énoncé s’ecrit:

(AX)TY = XTATY = XT(A*Y) VX,Y € M, 1(R)

—— ——
(f(@),y) (z.f*()
ce qui implique que A* = A et, de plus, démontre 'unicité de tel adjoint. O

1.7 Groupes orthogonaux

Rappel:
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Definition 1.46. Un groupe linéaire général:
GL(n,R) = {A € M,(R) | det(A) # 0}

est un groupe de toutes transfomrations linéaires (matrices carrées) qui sont invérsibles (car det(A) # 0).

Definition 1.47. Groupe orthogonal: L’ensemble:
On,R) :={A e M,(R) | ATA=1} ={A e M,(R) | AAT =T}
vérifie les propriétés suivantes:
1. si A,B € O(n,R), donc AB € O(n,R)
2. I € O(n,R)
3. si A€ O(n,R) alors A=t € O(n,R)

En particulier, O(n,R) est un sous-groupe de GL(n,R) (groupe des matrices inversibles) (voir la definition
1.46).

Intuition. La signification des matrices orthogonales est claire: elles représentent les matrices des transforma-
tions orthogonales (isométrie) dans une base orthonormée (voir defn 1.9).

On peut remarquer que si det(A) = 1, cette isométrie représente une rotation, de plus, on a la définition
suivante:

Definition 1.48. L’ensemble des matrices orthogonales directes (i.e telles que det(A) = 1)
SO(n,R) ={A € O(n,R) | det(A) =1}

est un groupe, dit groupe spécial orthogonal.

Example 1.49. La matrice

est orthogonale. On peut vérifier que AT A = I, ou, il suffit de montrer que ci,ca,c3 est une famille
orthonormée, i.e:
HC¢||2 =1 et <Ci,Cj> =0 sit 75 ]

On peut interpreter A comme une matrice d’une transformation f dans la base canonique {e;}, donc on
a bien: ¢; = f(e;), d’apreés la proposition 1.42 f est orthogonale. De plus, on voit que det(4) = +1. En
conséquent, f est une transformation orthogonale directe.

Proposition 1.50. La matrice de passage d’une base orthonormée & une base orthonormée est une matrice
orthogonale.

Proof. Je donne de l'intuition. Matrice de passage transforme une base en autre base, elle passe les vecteurs
de la base, alors elle transforme la base de la BON en vecteurs de la base de la BON, donc, d’aprés la
proposition 1.42, cette matrice est orthogonale. O
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oHAPTER 2
CHAPTER

DETERMINANTS

Ce chapitre est plutot un cheatsheet des déterminants car je ne vais pas donner des preuves mais les propriétés
utiles, les exemples et de 'intuition.

Definition 2.1. Soit A = [a; ;] € M, (R) une matrice carée n x n, alors:
det(A) = Z signe(o) - Haiya(i)
ocESn i=1
ou
e S, est un groupe de toute permutation de {1,...,n}

e signe(o) est une signe de pérmutation

Cette définition est trés formelle, alors au bout de ce chapitre on va reformuler cette définition. D’abord,
on va étudier les propriétés de déterminants:

2.1 Propriétés les plus improtants

Proposition 2.2. les propriétés de déterminant. Pour cette proposition, on note det(cy,...,c,) un déter-
minant ou Vi, r; et Vi, y; représentent une colonne (ou un vecteur colonne). Et Vi, \; € R.

1. Déterminant de la matrice identité est 1:

det(l,) =1
2. Déterminant de la matrice du rang 1 est son seul élément:
det([a1,1]) = a11 ota;; €R
3. Linéarité 1:
det(r1, ...y + Uiy yrn) =det(re, ..o,y o rn) Fdet(ry, . Yiy e )

4. Linéarité 2:
det(rl, . ,/\ﬂ“i, - ,’I“n) =\ det(rl, 0005000 ,’I“n)

Note. C’est pourquoi:
det(AA) = A" det(A)
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5. Mémes colonnes: Supposons que ¢ # j et ¢; = ¢; alors:
det(ci, ... CiyeoosCjyeiyin) =0
S’il y a deux colonnes identiques, alors det est égale a 0.
6. Déplacements des colonnes:
det(ci, ... Ciyenny €y, ) = —det(er, ..., ¢, 0,
permutation
Autrement dire, une permutation des colonnes change la signe.
7. Détérminant des matrices multipliées: Soient 4, B € M,,(R)
det(AB) = det(A) det(B)
8. Détérminant d’une matrice transposé: Soit A € M, (R)

det(AT) = det(A)

2.2 Développement par rapport a une ligne/colonne

Definition 2.3. Soit A = (a; ;) € My (R) une matrice carrée, i.e:

a1,1 a1,2 a1,5—1 a4 a1 541

a2 1 a2 2 a2,;—1 a2 a2 541
A— aj—11 aj;-12 Gj—1,4i—1 Qj—1,5 Aj-1i+1
aj,1 aj,2 Aj,i—1 aj,i aj,i+1
Aj+1,1 Gj+1,2 Aj+1,i—1  Gj+1,0  Aj+1,i+1

| an,1 An,2 Qn,i—1 An, i An i1

Alors, Aj;; est une matrice ot la ligne j et la colonne ¢ sont supprimé, i.e:

a1,1 a1,2 a1i—1 a1 i+1 a1,n
@21 a2 2 az ;—1 a2 i+1 a n
A = aj—1,1 aj—1,2 Aj—1,i—1 Aj5—1,i4+1 aj—1,n
Jy% =
aj+11 Aj41.2 Aj41,4—1 Aj41,i4+1 Aj41,n
L Qn,1 QAp, 2 Qni—1 Api+1 Qpn |

Proposition 2.4. Soit A = (a; ;) € M,,(R) une matrice carrée et soit 1 <k <n

n

det(A) =Y (=1)"ay,; det(Ap,:)

=1

est le calcul de détérminant par rapport a k™€ ligne.
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azn

Aj—1,n
j,n
Aj+1,n

Qn,n

€ Mnfl(R)

Cela nous permet de développer le détérminant par rapport & une ligne ou une colonne:



Example 2.5. Soit

1
A= |2
3

- ©
o 00 Wt
m
w
—
)
N~—

4 5
A271 = =
7T 6
Ce qui est au centre
des lignes est le a; ;.
Ici: a2 .1
1 5
A272 = =
3 6
1 4
A273 = =
3 7
Figure 2.1: Développement par rapport a la deuxiemme ligne
Donc

det(A) = Zn:(—l)i“az,i det(Asz ;)

—1)1+2 OB det(Ag,l) aF (—1)2+2 ROPE det(AQ’Q) aF (—1)3+2 ca23 - det(AQ’g)

45 15 1 4
—DFE2 7 36 3 7‘

(

(
=(-1)-2-(=11)+1-9-(-9) + (=1)-8-(=H)

2

’+(_1)2+29‘

+(=1)%+2.8. ‘

Proposition 2.6. Soit A = (a; ;) € M,,(R) une matrice carrée et soit 1 <k <n

n

det(A) = Z(—l)iJrkai,k det(A; 1)

i=1
est le calcul de détérminant par rapport a k'°™¢ colonne.
Example 2.7. Soit
1 4 5
A=12 9 8| € M3(R)
3 76
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2 8
ALQ = 2 8 =
3 6
3 T 6
1 4
g 1 5
Ao = —=— g 8 =
3 6
3 1 6
1 5
1 5
A3’2 = 2 8 =
2 8

Figure 2.2: Développement par rapport & la deuxiemme colonne
Donc:

det(A) (—1)i+2ai,2 det(Ai’g)

I
M=

1
—1)1+2 -a12 - det(Al,g) + (—1)2+2 cag2 - det(Ag,g) + (—1)3+2 cag2 - det(A372)

—~ .

:(71)1+2'4,§ §‘+(1)2+2'9.‘;’ 2+(1)3+2.7.‘; g‘
— (1) -4 (=12) +1-9-(=9) + (=1)-7- (-2)
=48 — 81+ 14

=-19

2.3 Déterminant d’une matrice triangulaire

Corollary 2.8. Le déterminant d’une matrice triangulaire est un produit de ces éléments diagonaux. I.e,
soit une matrice triangulaire

a1 Aar2 ... Aip—-1 Qin
0 ag2 ... azp-1 a2
A= .
0 0 0 Trpogp
alors
det(A) =a1,1°0a22" ... " Apn
Example 2.9. Soit
1 4 5
A=10 9 8| € M3(R)
0 0 6
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Développons ce déterminant par rapport a la premiére colonne:

n

det(A) =Y (—1)""%a; 5 det(A; 2)
1

= (=)' ay1 - det(Arq) + (=1)*T - agq - det(Ao ) + (—=1)%T! - ag 1 - det(As1)
(—

_ 2_'98_3.'45_4'.45

= 1)106’+(1)006+(1)098
=0 =0

_ 4 |98

T =~ [0 6

=a1,1

- det([g 2] _. B)

_ (_1)1+1 X bl,l . det(BLl) + (_1)2+1 . b2,1 X det(8271) développement par rapport

& la premiere colonne
=19 -[6]+(-1)-0-[8

N————
az 2 -0
=1 -9 .6
N
=ai,1 =a2,2 =a3;3

2.4 Comatrice et matrice adjointe

D’abord, rappelons la définition de A; ;. C’est une matrice carrée o 7'°™° ligne et j°°° colonne sont supprimé.

(Voir la définition 2.3).

Definition 2.10. Soit une matrice carrée A = (a;;) € M, (R). On note

bij = (—1)l+] det(Am-)

)

Ensuite, on note la matrice
b171 cao bl,n
N=|: = Com(A)
bpi ... bun

La matrice N est appelée la comatrice de A. Alors, la matrice adjointe de A est définie comme la
comatrice transposée:

A* = NT =

Theorem 2.11. Soit A € M, R une matrice carrée et A* sa matrice adjointe, alors on a:

det(A) 0 0 ... 0 0

0 det(4) 0 ... 0 0

A*A = AA* = det(A)I, = | . L
0 0 0 0 det(A)

Utilité de telle matrice?

2.5 Matrice inverse
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Theorem 2.12. Soit A € M,,(R) une matrice carrée telle que det(A) # 0, alors:

1

-1 _
AT = det(A)

est la matrice inverse de A.

Corollary 2.13. Si A € M,,(R) une matrice carrée inversible, alors:

1

det(A™!) = det(4)
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GHAPTER
CHAPTER

REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

En écrivant ce chapitre, j’étais inspiré par les videos du chaine 3bluelbrown que je vous conseille de regarder,
au moins le playlist concernant 1’algébre linéaire. La deuxieme source de 'inspiration était le livre de Joseph
Grifone [2].

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent on a étudié une notion d’une base orthonormale dont les utilités sont: simplification
des calculs des coordonnées dans une base et calcule d’'une projection. Cette notion est 'un des premiers pas
vers I’étude de SVD! qui est appliqué dans plusieurs domaines, e.g: la réduction des tailles d’images.

Dans ce chapitre on continue ’étude des bases pour pouvoir finalement comprendre le SVD. On va étudier
la réduction des endomorphismes, to be more precise la diagonalisation et la triagonalisation. Pour commencer:
un petit exo:

Exercise. Calculer

b =f ]

15 fois

Cela ne semble pas trés facile, n’est-ce pas? Au bout de ce chapitre, on va trouver une fagon a simplifier le
calcule et & la fin on résoudra cet exercice.

On sait d’algébre linéaire qu’on peut représenter une matrice d’une application dans des bases différentes,
i.e soit une base {e;} de E et f une application. Alors cette aplication dans la base {e;} est représentée:

A=M(f)e, = |Ifle1),---, flen)ll

Soit {e}} une autre base de E, alors on peut représenter application f dans cette base aussi, notons: P = Pe, et
une matrice de passage de la base {e;} vers la base {e}}

Al = M(f)e'L =P 'AP = ”f(ell)? .- 7f(e;1)||e’L

Definition 3.1. La matrice A est diagonalisable s'il existe une matrice semblable® A’ diagonale:

ai.1 0 0
A — 0 azo
0
0 0 anpn

@A est semblable & A’ §'il existe une matrice de passage P telle que A’ = P~1AP

1Singular Value Decomposition
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férieure)
a1 ai2 .. a1,n 1.1 0 0
0 az2 - a1 G232
A = g ou A’ = 2 2
An—1,n : t- T 0
0 ... 0 Gnn Gnl  --- QGpnpn-1 Qnn

Alors les problémes de ce chapitre qu’on va résoudre sont:
1. Détérminer si un endomorphisme f est diagonalisable/triagonalisable i.e 8’il existe telle matrice A’.
2. Détérminer la matrice de passage P et la matrice A’.

Dans tout le chapitre on suppose que l'espace vectoriel E est de dimension finie.

3.2 Vecteurs propres - Eigenvectors

Commencgons par clarification d’une notion de 'application linéaire et sa matrice. Preonons pour ¢a la matrice
de ’exercice du début du chapitre:
3 1
S

Cetter matrice transforme l'espace vectoriel qu’on le donne, ou en simplifiant, elle transforme chaque vecteur

de V’espace vectoriel. Prennons un vecteur vz = ( ), en appliquant A on obtient:

1
=0 o )= i)+ ) - o
Sy
2F //ﬁA’Ug
1+ U3 //'//
-1 12 3 4 5
-1+

On remarque que le vecteur Avs n’est plus situé en méme ligne que le vecteur vz, ce qui est logique car si les
vecteurs étaient en méme lignes aprés une transformation, cela n’aurait pas de sens. Par contre, parfois il y’a

des cas, quand le vecteur appliqué a la matrice reste en méme ligne, par exemple le vecteur v, = ( >, avec

1
-2
A’02:<2):2'[}2
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Y
AA’UQ
4 |4
AUQ
'y T A Avs
\‘1\,)2 v .
RO At
\\\ e <
| | \NVZA¢ | Lz
—4 -2 2 4
, . — . ) -1
Et c¢’est pas uniquement le cas du vecteur 1) prennant n’importe quel vecteur engendré pas v = 1)

on obtiendra Av = 2v. Tels vecteurs v et les scalaire (ici: 2) sont appelés vecteurs propres et valeurs propres
respectivement. Alors, on a la définition formelle:

Definition 3.3. Soit f un endomorphisme dans F et un vecteur v € E est dit vecteur propre de f si:
1. v#0
2. Tl existe un réél A tel que f(v) = lv

Le scalaire A € R est dit valeur propre correspondante & v.

Intuition. Les vecteurs propres sont les vecteurs qui sous ’action de f ne changent pas de diréctions, justement
la longueure (méme pas toujours). Cela simplifie le calcul de tel vecteurs. Pouvez-vous calculer A3v3? Pas trés
facile, alors le vecteur A3vy?

AUQ = 2vy = A21}2 =2-2uy = 4vy = A3’U2 =2 -4vy = 8vy = (_88>

C’est cool, n’est-ce pas?

Par contre, ce n’est pas la seule utilité des vecteurs propres et on va revenir ici pour en discuter, mais d’abord,
comment trouver tels vecteurs?

3.3 Recherche des valeurs propres

On cherche des vecteurs qui sous 'action de ’endomorphisme f sont mis a 1’échelle par un facteur de A € R,
alors on est sensé de résoudre cette équation:

f) =v
= Av = MAv en notation matricielle
& Av = A(Iv) ou I est une matrice identité
& Av—Alv=0
= (A-=X)v=0

Donc, on doit étudier 'application (A — AI) et la connecter a la notion des détérminants. Rappelle: si le
détérminant d’une matrice n’est pas nul, cette matrice (i.e endomorphisme) est injective. Dans notre cas, si
det(A — M) était nul, le seul vecteur v qui donnerait (A — AI)v = 0 était le vecteur nul v = 0 car (A — AI) est
linéaire et (comme on a suppoé) injective.

Par contre, d’aprés la définition, les vecteurs propres ne sont pas nul, alors le cas injectif ne convient pas,
donc pour avoir des vecteurs propres application (A — AI) doit ne pas étre injectif ce qui équivaut a dire que
det(A — AI) = 0. Alors, on est sensé de calculer le détérminant suivant:

1,1 a1,2 .. Q1n A 0 0 a1,1 — A 1,2 ai,n

det(A . )\I) — det a2.1 az.2 .. Q2n . 0 A . 0 _ az, 1 az2 — Ao az.n

n1 Qpn2 ... GOpn 0 0o ... A Gn 1 O 2 B L

CHAPTER 3. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES 27



En développant ce détérminant on obtient une équiation du type:
(=1)" X" +a, A" Fad+ag=0

dont les racines sont les valeurs propres de f (rappelle: valeur propre est un facteur \). Ne vous concentrez
pas trop sur cette équation pour l'instant, on va y revenir.

Proposition 3.4. Soit f un endomorphisme dans un espace vectoriel E de dimension finie n et A la matrice
représentative de f dans une base de E. Les valeurs propres de f sont les racine du polynome:

Pr(\) = det(A — M)

Ce polyndéme est dit polynéme caracteristique de f.

Definition 3.5. L’ensemble des valeurs propres de f est dit spectre de f et est noté Spy (f) ou Spy(4)
si A une matrice de f.

Pour clarifier:

Example 3.6. Soit f un endomorphisme dans R? dont la matrice représentative dans la base canonique

est:
3 1
0 2

Calculons ses valeurs propres:

3 1
{0 2}1}—/\11
3 1
& {0 2}1}—/\111—0

: (b 42
;» [} )
(PR
é (54 0)

—(3-N@2-3)=0

On voit bien, que les solutions sont: Ay = 3 et Ay = 2

On peut trouver des valeurs propres, néanmoins, on cherchait les vecteurs propres. Et on est la:

3.4 Recherche des vecteurs propres

Supposons pour ¢ € N* on a déja trouvé ¢ valeurs propres d’une matrice {1, ..., A}, pour trouver les vecteurs
propres, il nous reste a trouver la base de:

ker(A—XNI) Vie{l,...,q}

ce qui équivaut a:
(A-—XNDHv=0 Vie{l,...,q}
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Example 3.7. Encore la matrice
3 1
=53
dans la base canonique de R2. On a déja trouvé ses vecteurs propres: A\; = 3 et Ay = 2. Alors, cherchons
les vecteurs:

y=20

N [ R e [ R I I RO S

r € R

Donc ker(A — 31) ( > Vect( ( > Voila, notre premier vecteur propre: <(1)) Pour le deuxiéme:

N [ R et e i [ R R RIS

Donc ker(A —2I) = (_yy> =y (_11> = Vect( <_11)) et voila le deuxieme vecteur propre: (_11> (c’était
notre vecteur vy au début du chapitre).

Enfin, la propriété utile:

Proposition 3.8. Soit A € M,,(R) avec ses vecteurs propres: {A1,...,A,}, alors:

Tr(A) = A1 +...+ Ao
det(A) = A1+ ... An

3.5 Les endomorphismes diagonalisables

Revenons sur 1'utilité des vecteurs propres. Soit f un endomorphisme de E dont la base est {e1,...,e,} et
Mat,, (f) = A et la matrice de f dans cette base. Reprennons l’exemple suivant:

Example 3.9. On a: A = {3 1] dans la base canonique e; = [(1)] et eg = [(1)] . On rappelle qu’on a trouvé

0 2
1
V1 =
o
-1
Vo =
? 1

On remarque que ces deux vecteurs sont libres et donc forment une base de R2. Essayons de changer la
base de A dont on a deux facon:

deux vecteurs propres:

1. On peut calculer les coordonnées de f(v1) et f(v2) dans la base {vi,v2}, on a:

f(U1)=31}1:3'U1+0'1}2
f(UQ)ZQUQZO'U1+2'U2

Et alors Mat,, (f) = [|f(v1), f(v2)llo; = B g]

2. On peut calculer la matrice P = P,.,_,,, de passage d'une base {e;} vers la base {v;} et en déduire la
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matrice de f dans la nouvelle base. On a:

1 1
= =1. +0- =
" <O> “ “ <0> @5

i

-1 1 1 -1
Vg = =—1l.-e14+1-€e9 =
2 1 1 2 1 |

donc P = [(1) _11} et P71 = [é ﬂ (vous pouvez vérifier le calcul). Et donc:
;oo 1ap_ |1 1( {3 11 —-1| |1 1}{3 =2 (3 O
e A A e o O P R
—
AP

Et voila, la magie, on a trouvé la matrice diagonale.

Ensuite, généralisons ce qu’on a fait.

Definition 3.10. Soit A € K, on note:
Ey:={veE| f(v)= v}

FE\ est un espace vectoriel de E dit espace propre correspondant a \.

Remark 3.11. 1. Si A n’est pas valeur propre de f, donc E) = {0}

2. Si A est valeur propre, alors:

E, = { vecteurs propres associés & A} U {0} et dim E\ > 1

Proposition 3.12. Soient Ay, ..., A, des scalaires deux & deux distincts. Alors les espaces propres Ey,, ..., Ey,
sont en somme directe. Autrement dit, si By, ..., B, sont des bases de E, ..., Ey,, la famille {By,...,B,}
est libre (mais pas nécessairement génératrice de F).

Proof. Soient Ey,, ..., E\, les espaces propres associés aux valeurs propres Ay, ..., A, d’un endomorphisme
f d’un espace vectoriel E. Nous devons montrer que ces sous-espaces sont en somme directe, c’est-a-dire
que si un vecteur appartient a leur intersection, alors il est nul.

Prenons un élément v appartenant a leur somme, c’est-a-dire qu’il peut s’écrire sous la forme :

V=01 +V2F -+ Uy

avec v; € E, pour tout i.
Puisque chaque v; est un vecteur propre pour f associé & \;, on a :

fvi) = N
Appliquons f & la somme :
f) = flor+va+---+vp) = for) + fo2) +--- + f(up)-
En utilisant la linéarité de f, cela donne :

fv) = A1+ Aava + -+ 4+ Apvp.
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Or, v est aussi une combinaison de ces mémes vecteurs :
V=01 +vU2+ "+ Up.
Donc, en réarrangeant :
(AMvr + Avg + -+ Apup) — (V1 +v2 + -+ v,) = 0.

Ce qui donne :
()\1 — ].)’1)1 + ()\2 - ].)’UQ + -+ ()‘p - 1)Up =0.

Factorisons chaque terme :
M= ANvr+ (A2 = Ava+ -+ Ay — A)v, = 0.

Or, les \; sont supposés deux & deux distincts. On en déduit que les coefficients sont différents, et que la
somme est nulle uniquement si tous les v; sont nuls (puisque les espaces propres sont en général en somme
directe).

Ainsi, v = 0, ce qui prouve que les espaces propres sont en somme directe. O

Ainsi, les espaces propres sont toujours en sommes directe, mais pas necessairement égale & E:

E)\IEB...EBE)\ng

ce qu’on a si:
dim Ey, +... +dimE) <dimFE

Theorem 3.13. Soit f un endomorphisme dans E et A,..., A, ses valeurs propres, alors les propriétés
suivantes sont équivalentes:

1. f est diagonalisable
2. I est somme directe de ses espaces propres: = Ey, @...® E)

P

3. dimEy, +...+dimE), = dim E

Corollary 3.14. Si f est un endomorphisme de E avec dim E = n et f admet n valeurs propres deux a
deux distinctes, alors f est diagonalisable.

Mais comme les valeurs propres sont les racines du polynome caracteristique (voir prop 3.4) on a:

Proposition 3.15. Soit f un endomorphisme dans E et A une valeur propre d’ordre « (i.e « est une racine
de P¢(\) d’ordre a, i.e Pr(A) = (X — X)*Q(X)). Alors:

dimF), < «

Theorem 3.16. Soit f un endomorphisme dans E avec dim E = n. Alors f est diagonalisable si et
seulement si:

1. Pr(X) est scindé, i.e:
Py(X) = (~1)"(X = M)™ .- (X = Ap)°

(A; sont les racines donc les valeurs propres) et aq +. ..+, = n. Alors, si la somme des multiplicités
des racines est égale a la dimension de 1’éspace vectoriel.

2. Les dimensions des espaces propres sont maximales, i.e Vi € {1,...,p}

dim E)\I. = Oy
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Intuition. Ce n’est pas toujours facile de comprendre ’idée par les polynomes caracteristiques, alors une autre
facon de voir ¢a est:

1. On trouve les valeurs propres: Ai,..., A,
2. Puis on trouve les espaces propres: Ey, = ker(f — A1)
3. On somme les dimension: dim Ey, + ...+ dim E), =: d.

e Sid=dim F i.e si la somme des dimension est égale & la dimension de I'espace F, les espaces propres
engendrent F et donc f est diagonalisable (car sa matrice peut s’écrire dans la base de ces vecteurs
propres).

e Sinon le nombre de vecteurs propres libres ne suffit pas pour engendrer F.

3.6 Les applications

3.6.1 Calcul de la puissance

Alors, on est revenu la, ol on a commencé, je vous rappele 'exercice du début du chapitre:

bl =B A3

15 fois

Exercise. Calculer

On rappelle, que les vecteurs propres de A sont:

SORSE)

qui sont libres et engendrent R? alors forment une base de R?, alors on peut écrire & dans cette nouvelle
base et comme on a déja trouvé:

I N I R

dans la base (v1,v2) avec la matrice de passage:

o o 1
P—[o 1}%1) _[0 1]

De plus, en multipliant A’ avec A’, on a:
A A = (PlAP)(P714P) = P71A%P = A"

d’ou
A" =plAPP = pAmPTL = ppiAPPPT = AP

Cela nous donne la possibilité de calculer d’abord la puissance de A’:
s _[3 0] _ 3 013 0][3 01" _[3 0o][3 0] _[3® o
10 21 T (o 2/|0 2/|0 2] T |0 22{|0 2| "~ |0 2¥
Voila, beaucoup plus facile, que calculer A'5 directement, alors il nous reste & revenir en base canonique:
p[3° O0lpa_[1 -1 0] 1] _[3% 3121
0 21 |0 1 0 2|0 1| |0 215

Ce qui est trés utile dans les matrices diagonales, c’est que la puissance de telle matrice égale & la méme matrice
avec les éléments diagonaux pris a la puissance, i.e:

n

M OO .0 N OO .0 AP0 ... 0

0 X ... 0 0 X ... 0 0 A ... 0
A = oA = - ?

0 0 ... A\, 0 0 ... A\, 0 0 ... A
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Généralisons: Si A € M,,(K) est diagonalisable (i.e il existe P et A’ telles que A’ = P~1AP), alors:

AP0 ... 0

0O X ... O
Ar=pAmPLt=p| . 2 | pt

0 0 ... A

n

3.6.2 Résolution d’un systéme de suites récurrentes
Soit (un)nen et (vn)nen deux suites telles que:

{un-i-l = Un — Un (31)

Upt1 = 2uy + 4o,

n

avec ug = 2 et v, = 1. On pose X,, = C}L ), alors le systéme 3.1 s’écrit:

n

1 -1
Xnt1 =AX,, avec A= (2 4 )

par récurrence on obtient:

X, =A"Xy avec Xy= <%)

Alors, on est ramené au calcul de la puissance d’une matrice: A™ ce qu’on a vu a la section 3.6.1. Vous
pouvez vérifiez qu’il existe P € GL2(R) tq

(-1 1 (2 0\ 4
P_<1 _2) avec A—P(O 3>P
et alors
n_ 2" 0 4 (-1 1 2" 0 -2 -1\ 2.2" - 3" 2" — 3"
A P(o S")P <1 —2)(0 3"> <—1 —1)<—2-2"+2-3" —2"+2-3">
Un\ 2.2" — 3" 2™ — 3n 2\ 4.2 —2.3" 42" - 3"
v, \—=2.2"4+2.3" 24 2.3 1) \—4.2"4+4.3" —2" 4+2.3"

Up =5-2" —3-3"
Up =—5-2"4+6-3"

D’ou

c’est-a-dire:

3.6.3 Résolution des equations différentielles

Soit a résoudre le systéme différentiel

dl’l
o nt T+t Ty
dx,,
o dm + o F Gy

avec a;; € R et x; : R — R dérivables.

Sous forme matricielle le systéme s’écrit :

Z1
% = AX, ou A = (aij)7 X = (32)

Tn
Supposons A diagonalisable. Il existe alors A" matrice diagonale et P matrice inversible telles que :

A =P 1AP.
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Si on considére A comme la matrice d’'un endomorphisme dans la base canonique, A’ est la matrice de f dans
la base de vecteurs propres {v;}.
De méme X est la matrice d’'un vecteur & dans la base canonique et X’ = M (Z),,, est liée & X par

X' =rP'X

Note. Attention! Dans cette section X’ ne décrit pas la dérivé, mais un vecteur noté X’!

En dérivant cette relation :

X’ — p—ldix

dt dt
(car A étant a coefficients constants, P sera aussi a coefficients constants). Donc :
ax’
dt

=P 'AX = (PT'AP) X' = A'X’

Le systéme 3.2 est donc équivalent au systéme

dXx’
=A'X'
dt
Ce systéme s’intégre facilement, car A’ est diagonale.
Ainsi, on peut résoudre le systéme % = AX de la maniére suivante :

a) On diagonalise A. Soit A’ = P~' AP une matrice diagonale semblable & A;

BHUIN N dxX’ _ Aryt.
b) on intégre le systeme %5~ = A’ X";

c) on revient & X par X = PX'.

Exemple
Soit le systéme
dx
a =Y
dy
— =2 4
7 x+ 4y
2 0 1 1
! __ —
Ona A = <0 3) et P= <_1 _2>
Le systéme dd—}i' = A’ X' gécrit : /
dx
= =97
it
dy’
DA Pyl
at —

qui donne immédiatement

' = Che*
y/ — 026325
et donc, en revenant & X par X = PX':
z\ (1 1 Cre?t\ [ C1e?t + Coe™
y)  \—1 —2)\Cye?) — \ —Cre?* — 20,3

x = Che?t 4+ Cyedt
y = —Cre? — 205>

c’est-a-dire :
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3.7 'Trigonalisation

Une matrice A € M,,(K) est dite triangulaire supérieure si elle est de la forme:

a1 a2 e a1,n
0 as 2
A =
: . An—1,n
0 . 0 Qnn
respectivement triangulaire inférieure:
a1,1 0 e 0
a2,1 022
A= ) )
0
Qn,1 e Gnn—1 QAnn

Remark 3.17. Toute matrice A triangulaire supérieure est semblable & une matrice triangulaire inférieure.

Proof. Soit A une matrice triangulaire supérieure et f 'endomorphisme de K™ qui dans la base {e1,...,e,}
est représentée par la matrice A, alors:

fle1) =ai1e1 a1 G122 ... Q1
fle2) = a1 2e1 + azzez
o= | 0 a2
B Ap—1,n
flen) = ainer +aznea+ ...+ appen 0 ... 0 Qn.n

Considérons la base

€1 =€n, &2=E€n_1, ey, Ep=€1
alors, on a:
f( €1 ) == Q1,;n &n +a2,n En—1+...+ Qp.n €1
~— ~— —~— ~—
€n ey ez €n
flea)==a1n-1 €n +...FAn_1n-1 €2
~— ~— ~—
en—1 el €n—1
f(en ):al,l En
€1 €1
donc
O 0
, An—1,n An—1,n—1 0
Al =M(f)e, =
a1,n . 1,1
O
3.7.1 L’intuition géométrique de la diagonalisation
Rappellons la diagonalisation. La matrice A représentative de I’endomorphisme f dans K™ = Vect(ey,...,e,)
ést diagonalisable, 8’1l existe suffisament de sous-espaces vectoriels {F1, ..., F,,} de dimension 1 chaqun, tel que

Kr=F®..0oF, etVie{l,...,n}, f(F;) C F; (un vecteur aprés 'application de f reste dans l’espace). Ce
qu’on peut voir géométriquement:
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Eigenvector Transformation

Y
4 1
V!
F2 2 2 1
V2
y Ap——
-2 2 4 R
_2 1

On sait déja que tel endomorphisme est trés utile mais ¢a n’arrive pas souvent qu’on peut le diagonaliser, alors,
ca serait utile d’avoir quelque chose plus général mais encore semblable & la diagonalisation.

3.7.2 L’intuition géométrique de la trigonalisation

La géométrie de 'endomorphisme trigonalisable est similaire mais quand méme différente. Soit A une matrice
représentative de ’endomorphisme f dans K™. 1l est trigonalisable s’il existe une base {vi,...,v,} de K",
notons F; = Vect(v1), Fo = Vect(v1,v2), ..., F, = Vect(vy,va,...,v,) tels que

FHCFC...CF,

et
Vie{l,...,n}, f(F;) C F;

Voyez-vous la similarité? L’endomorphisme est stable par le sous-espace! Le vecteur appliqué & f ne quite
jamais son sous-espace. Prennons pour I’exemple la matrice suivante:

110
A=1{0 2 1| =Mat(f).,
00 3
44
z
2 |
—1

Comme on a de 'intuition de I’endomorphisme trigonalisable, revenons sur les maths pures.
3.7.3 Théorie

Theorem 3.18. Un endomorphisme est trigonalisable dans K si et seulement si son polyéme caractéristique
est scindé dans K.
Ca veut dire que le polyndme caractéristique admet exactement n racine ot n = dim(E) et dont s’écrit:

Pp(X) = (=D)"(X = A)% - (X = Ap)™
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avec a1 + ...+ ap =n

Proof. -
(=) Supposons ’endomorphisme f est trigonalisable et soit une base {ey,...,e,} telle que
ai,1 *
0 aze
M(f)ei = ..
0 0 ann
On a:
ail — X *
0 a2 — X
Py(X) = det : . =(a11—X) - (ann — X)
0 ... 0 ann—X

Donc Py(X) est bien scindé (on peut remarquer que ses racines sont les valeurs propres de f).

(<) Supposons P;(X) scindé et montrons par récurrence que f trigonalisable.
Pour n =1 triviale.

Supposons que le résultat est vrai & ordre n — 1. Or Py(X) est scindé il admet au moins une racine

A1 € K et donc un vecteur propre ¢; € Ey,. Complétons {1} en une base {e1,...,e,}, donc on a:
N by ... by
0
A=M(fle,=| . 5 , ow:B € M,_(K)
0

Soit F' = Vect(es,...,e,) et g : F — F P'unique endomorphisme de F' tel que M(g)e,,...., = B, on
a:

Pr(X) =det(A— XI,) = (\; — X)det(B — XI,_1) = (A — X)P,(X)

Or Pf(X) est scindé, Py(X) l'est aussi et d’aprés ’hypothése de récurrence B est trigonalisable,
donc il existe une base {vs, ..., v,} dans laquelle M(g)y,,... v, est triangulaire et donc la matrice de
f dans la base {€1,va,...,v,} est triangulaire donc f est trigonalisable.

O

Corollary 3.19. Toute matrice A € M,,(C) est semblable & une matrice triangulaire de M,,(C).

Intuition. D’aprés le cours d’algébre abstrait, tout polydme dans C est scindé.

Remark 3.20. -

1. Si A est trigonalisable et A’ triangulaire semblable & A, donc A’ a des valeurs prorpes sur les
diagonales.

2. Toute matrice A € M, (K) est trigonalisable sur la cloture K’ de K. (e.g: A € M,(R) est
trigonalisable sur C).

CHAPTER 3. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES 37



Corollary 3.21. Soit A € M,,(K) est {A1,...,\,} ses valeurs propres, donc
Tr(A) =X +...+ A\

Proof. On A’ € M,,(K') triangulaire semblable & A (reappel: cloture K’ sur K), donc les valeurs prorpes sont
sur les diagonales de A’. Or les matrices semblables ont les méme traces et détérminant, donc Tr(A) = Tr(A4’) =
A+ ...+ Ay et det(A) =det(A) = A1 - A O

On va montrer le processus de la trigonalisation avec ’exemple suivant:

Example 3.22. Soit la matrice

-4 0 -2
A=10 1 0
5 1 3

On a le polynéme caractéristique Pa(X) = —(X —1)%(X +2) qui est scindé dans R, donc A est trigonalisable
(d’aprés le théoréme 3.18), alors si on regarde A comme un endomorphisme dans la base canonique, on
sait qu’il existe une base {v;} de R? telle que:

1 a b
M(f)o, =10 1 ¢
0 0 -2
je rappelle que cela signifie:
fo1) =
f(v2) = avy + v9 (3.3)

fvs) = buy + cvs — 2v3

Commengons par la recherche de v;. On sait que v; est un vecteur propre correspondant a la valeur
propre A; = 1, i.e (f —Id)v; = 0, donc calculons (A—1T)v; = 0 (autrement dire, on cherche v; qui engendre
ker(A —1)) :

e
—5p—9 =
4-1{y| e 0T — 2z 0
> dbr+y+2z =0
2 2
Alors, on peut prendre v1 = | 0 | (autrement dire ker(A — I) = Vect(|[ 0 |)).
-5 -5

Ensuite, cherchons v,, d’aprés 3.3,

f(v2) = avy + vo
= f(v) — vy = avy
=(f — Dve = avy
=(A - Ivy = avq

Donc on a:

x 2
—51 — 2z =2
A-D(y]| =al 0|l Pr-2=20
5 _5 x4+ y+ 2z = —bHa

Alors, en prennant ¢ = 1, on a

—b5r — 2z =2
5 +y + 22 =—5
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—2
donc vo = | =3 | (juste résolution du systéme).
4
Pour le v3 on a deux choix:

1. soit procéder pareil avec la résolution du systéme

2. soit remarquer qu’il existe un vecteur propre de A correspondant a la valeur propre —2, i.e Jvs € R?
tq f(vs) = —2vs, alors on peut prendre ce vecteur vz et donc mettre b = ¢ = 0.

Remark 3.23. Pourquoi on peut faire comme c¢a? Parce que pour toute valeur propre de f il existe
toujours un espace propre de multiplicité au moins 1, donc pour la valeur propre —2 aussi.

Alors cherchons le vs:

—2x—22=0
(A+2Dws =04 %
3y=20
1
donc on peut prendre vz = | 0
-1
Par conséquent, la matrice A est semblable &
1 1 0
A =M(f)y,=[0 1 0
0 0 -2
avec la matrice de passage:
2 -2 1
P= ||111,’U2,’03|| = 0 -3 0
-5 4 -1

3.8 Polyndémes annulateurs

Dans les sections précédentes, on a appris que pour savoir si une matrice est diagonalisable, il faut étudier
les espaces propres, ce qui n’est pas toujours trés facile et n’est pas la fagon la plus vite. Alors, dans cette
section on va voir une des autres méthodes d’études de diagonalisabilité, 'une de ces méthodes est 1’étude des
polynéme annulateurs.

Remark 3.24. Dans cette section j’écris pas la plupart des preuves mais plutot 'intuition pourquoi c’est
vrai et pourquoi ¢a marche.

Definition 3.25. Soit f € K" un endomorphisme. Un polynéme Q(X) € K[X] est un polynéme annu-
lateur de f si Q(f) =0.

Example 3.26. Soit f une projection, alors, on sait que f? = f, d’ott f2 — f =0, donc Q(X) = X2 - X =
X (X — 1) est un polynéme annulateur de f.

Ce qui est important, c’est que les polynémes annulateurs sont trés liés aux valeurs propres:

Proposition 3.27. Soit Q(X) est un polynéme annulateur de f, alors les valeurs propres de f figurent
parmis les racines de Q), i.e:

Sp(f) C Rac(Q)
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Proof. Soit Q(X) = a, X™ + a,_1 X" ! + ... + ag un polynéme annulateur de f et A une valeur propre
de f. Donc 3v # 0 € E tq f(v) = v, de plus:

QUf) =anf" +an1f" ' +...+ald=0
Or f(v) = M, donc f2(v) = f(\) = Av, d'out f¥(v) = Ao Vk € N, alors:
Q(f() =0=(anf "+ an_1f" ' 4... +aoId)v = (an\" + an 1 A" 4 ... + agId)v = 0

Or v # 0, donc ap A" + a1 A" L +...4+a9Id = 0 d’oit X est une racine de Q. O

Note. Par contre, 'égalité n’est vrai en général, par exemple Id* = Id, donc Q(X) = X2 - X = X(X —1)
annule Id avec les racines 0 et 1, mais 0 n’est pas une valeur propre de Id.

Theorem 3.28. de Cayley-Hamilton. Soit f € K™ un endomorphisme et Py(X) son polynéme carac-
téristique, alors

Pr(f) =0

Autrement dit, le polynéme caractéristique d’un endomorphisme est son polynéme annulateur.

Intuition. Le polynoéme caractéristique nous décrit la structure de f, i.e quelles operations il faut faire pour
perdre au moins une dimension, si on obtient des facteurs de la forme (X —\)™ donc il faut appliquer f(v)—Av) =
vr, et puis au résultat v, encore, i.e f(v.) — Av,., et on répéte n fois (¢a arrive dans les cas des matrices
trigonalisables)

Le théoréme reste vrai méme dans les cas ol 'endomorphisme n’est pas trigonalisables car on peut choisir
la cloture K’ de corp K dans lequel est notre endomorphisme et il devient trigonalisables (e.g C pour R).

De plus, polynéme caractéristique nous donne ker(P(X)) = E, i.e les vecteurs qui deviennent nuls sous
laction de Pr(f), le fait intéressant, c’est que tous les vecteurs de E appartiennent & ce kernel, et donc Vv € E,

ps(f)v =0, d’ott ps(f) = 0.

Definition 3.29. Soit () un polynoéme scindé:

Le polynéme
Q=X-a) (X —a)

est appelé radical de @ (i.e polynome scindé (le méme polynéme mais sans puissances a coté des paran-
théses).
De plus, @1 | Q i.e radical d’un polynome divise le polynéme lui-méme.

Proposition 3.30. Soit f est un endomorphisme et
Pp(X) = (=1)™"(X = A)™ - (X = Ap)*P
est son polyndéme caractéristique. Alors, si f est diagonalisable, le radical ()1 annule f aussi, i.e

Quf) = =M)---(f=A) =0

Intuition. Je donne l'intuition de la preuve. Si f est diagonalisable avec un polynéme caractéristique
Pr(X) = (=1)"(X =A™ - (X = Ap)™

avec r := q; > 1 cela ne signifie pas qu’il faut appliquer (f — A;Id) r fois pour réduire la dimesion comme
dans le cas des matrices trigonalisables, mais cela signifie que E), I'espace propre de valeur propre A; est de
dimension «; = r et donc Yv € Ey,, f(v) = A\wv.
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Comme £ = Ey, @ ...® Ey,, siv € E, donc 3i € {1,...,p} tq v € Ej, et donc f(v) — \jv = 0 ie
(f —Aild)(v) = 0. D’ou le radical de Py annule f.

3.9 Le Lemme des noyaux

Lemma 3.31. des noyaux Soit f € K™ un endomorphisme et
Q(X) = Q1(X) - Qp(X)
un polynome factorisé en produit de polyndomes deux a deux premiers entre eux. Si Q(f) = 0 alors:

E=KerQ:(f) ®... ©KerQy(f)

Intuition. Comme Q(f) =0, donc Vv € E,Q(f)(v) =0 donc Ker(Q(f)) = E. Jv1,...,vp tqv =0v1+...+v,.
Or tous les polynomes sont deux & deux premiers, alors c’est seulement 'un qui annule v; donc v; € Ker Q;(f)
et cela reste vrai pour tous les vy, ..., v,. Et comme les polynomes sont premiers, donc si k # j et Qi (vi) = 0,
donc Q;(v;) # 0 car Q; et Q sont différents. Alors, Vi, j Ker Q; N Ker @; = {0}.

Remark 3.32. Revenons sur 'exemple de f qui est une projection, donc f2 — f =0et Q(X) = X2 - X =
X(X —1) annule f. Or X et X — 1 sont premiers entre eux, alors

E =Ker f @ Ker(f —Id)
Pour étre plus générale, soit f un endomorphisme et Q(X) = (X — A1) --- (X — Ap) tq Q(f) =0, on a:

E=Ker(f-MId)&...dKer(f — A, Id)
———— —_—

Ey Ex

1 P

Bien sur, A\; # A;. Et alors f est diagonalisable car somme directe de ces espaces propres.

Corollary 3.33. Un endomorphisme f est diagonalisable si et seulement s’il existe un polynéme annulateur
Q@ de f scindé et n’ayant que des racines simples ¢

ascindé: (X — ;) - X est & la puissance 1! racines simples: si a; = 1 aussi i.e les facteurs (X — X) sont a la puissance 1!

3.10 Recherche des polynémes annulateurs. Polynéme minimal

Definition 3.34. On appelle un polynéme minimal de f noté ms(X) - le polynéme normalisé * qui

annule f de degré le plus petit.

%.e de coefficient 1 du terme du plus haut degré, i.e: 1% X" +a,_1 X" 1 +...+ao

Proposition 3.35. Les polynomes annulateurs de f sont le polynomes de la forme:
Q(X) =AX)ms(X) avec A(X)e K[X]

i.e my(X) divise Q(X).

Proposition 3.36. Les racines du polydme minimal m ;(X) sont exactement les racines du polynéme car-
actéristique Py(X), c’est-a-dire les valeurs propres.
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Proof. On sait que P¢(X) = A(X)ms(X) donc si A est une racine de mys(X), alors elle est racine de
P;(X) aussi. Réciproquement, si A est une racine de Py(X) alors elle une valeur propre, or m(X) annule
f, donc X est aussi une racine de m(X). O

Theorem 3.37. Un endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si son polynome minimal est scindé
et il a toutes ses racines simples.

Example 3.38. 1. A= 1 -1 1 |. Pa(X)=—(X—1)(X+2)2, donc on a deux possibilité:

e mu(X)=(X—1)(X+2) - donc A diagonalisable
o mu(X)= (X —1)(X +2)? - donc A pas diagonalisable

Calculons:
-2 1 1 1 1 1 0 0 O
A-DHA+2)=1 1 -2 1 1 1 1]=1(10 0 0
1 1 -2 1 1 1 0 0 O

Donc, my(X) = (X — 1)(X + 2) et donc A est diagonalisable.

3 -1 1
2.A=1[2 0 1].0na: Ps(X)=—(X—1)(X —2)? donc:
1 -1 2
X —1)(X —2) ie A diagonalisable
ma(X) = ( ) )2 ! o '
(X —1)(X —2)* ie A pas diagonalisable
Calculons:
2 -1 1\ /1 -1 1 1 -2 1 0 0 O
A-DA-2D0=2 -1 1|2 =2 1|=(1 =2 1|#[0 0 0
1 -1 1/ \1 -1 0 0 -2 2 0 0 O

D’ou ma(X) # (X — 1)(X — 2) et donc A n’est pas diagonalisable.

CHAPTER 3. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES 42



Appendices

43



| A
APPENDIX

RAPPELS DES CONCEPTS D’ALGEBRE LINEAIRE

A.1 Matrices

A.1.1 Multiplication des matrices
Definition A.1. Soit A € M,,,(R) et B € M,, ;(R) tels que A = (a;,;) et B = (b 1), alors:

AB = C= (Cj7k = Zajﬂ'bi,k)
i=1

A.1.2 La trace

Definition A.2. La trace de la n X n matrice carée A, notée tr(A), est la somme des éléments diagonales

n
tr(A) = a11 + a2+ -+ app = Zaii
i=1

ou a;; sont des éléments diagonales de la matrice A.

Property. de la trace.

e Linéarité:

tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

tr(cA) = ctr(A), c€R (ouC)

e Transposé:
tr(A) = tr(AT)

e Multiplication des matrices:

tr(AB) = tr(BA), (si A et B sont de taille n x n)

Cependant, la trace n’est pas distributive sur la multiplication :
tr(ABC) # tr(A)tr(BC)

e Valeurs propres:

ou A; sont les valeurs propres de A. Cela fait de la trace un outil important en analyse spectrale.

44



e Trace de la Matrice Identité

tr(l,) =n
puisque tous les éléments diagonaux valent 1.
Example A.3. Pour
3 2 1
A=14 5 6
7 8 9

la trace est :

tr(A) =3+5+9=17

Example A.4. Si
2 1 4 2
s=i o] -1 3]
alors

6 3

tr(B+C) =tr [1 3

} =6+8=14
ce qui correspond bien a

tr(B) +tr(C)=(2+3)+(4+5) =14

confirmant ainsi la linéarité.
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