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Анотацiя

Це конспекти, зробленi на курсi OLMA251 - Аналiз та Геометрiя, викладеному професором Крiстiаном
Жераром. Цi конспекти мiстять iнформацiю, отриману пiд час лекцiй, а також мою думку, розумiння та
речi, вивченi поза цим курсом.

Цi конспекти перекладено українською та англiйською мовами за допомогою iнструменту sci-trans-git
[3]
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Роздiл 1
Вступ

1.1 Простори Rd

Визначення 1.1.

Rd = {X = (x1, . . . , xd), xi ∈ R}

x1, . . . , xd декартовi координати X

Приклад 1.2. d = 2 полярнi координати:

x = r cos θ

y = r sin θ

0 ≤ r ≤ ∞ θ ∈ [0, 2π[

−1 1 2 3

−1

1

2

3

v⃗

r

θ x

y

Визначення 1.3. Rd є векторним простором над R

X⃗ + Y⃗ = (x1 + y1, . . . , xd + yd)

λX = (λx1, . . . , λxd) λ ∈ R

0⃗d = 0⃗ = (0, . . . , 0)

Визначення 1.4. Скалярний добуток:

X · Y = x1y1 + x2y2 + . . . xdyd = ∥X∥∥Y ∥ cos(θ) (де θ є кут мiж X та Y )

Iнтуїцiя. Цей добуток говорить нам how closely the vectors point in the same direction (косинус прямує до
1, коли θ прямує до 0º, i косинус прямує до 0, коли θ прямує до 90º). I цей добуток дозволяє нам отримати
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проекцiю X на Y за формулою:

Proj(X) =
X · Y
∥Y ∥

· Y

∥Y ∥
X · Y дає longeur X i Y разом, подiливши цю longeur на ∥Y ∥ (longeur Y ), ми отримуємо longeur X на Y,
нам залишається помножити цю longeur на одиничний вектор (longeur 1), який вказує в тому ж напрямку,
що й Y , (ми отримуємо його за допомогою Y

∥Y ∥ )

A
B

C

X⃗

Y⃗

Proj(X)

Твердження 1.5. Скалярний добуток задовольняє такi властивостi:

1. бiлiнiйнiсть λ ∈ R

(а) (X + Y ) · Z = X · Z + Y · Z
(б) (λX) · Z = λ(X · Z)

(в) Z · (X + Y ) = Z ·X + Z · Y
(г) Z · (λX) = λ(Z ·X)

2. симетрiя X · Y = Y ·X

3. додатно визначений: X ·X ≥ 0 та X ·X = 0 ⇔ X = 0d

Твердження 1.6. Кошi-Шварца:

|X · Y | ≤ (X ·X)
1
2 (Y · Y )

1
2

Визначення 1.7. Евклiдова норма вектора X позначається:

∥X∥ =

(
d∑

n=1

x2
i

) 1
2

=
√
x2
1 + . . .+ x2

d = (X ·X)
1
2

часто позначається ∥X∥2

Iнтуїцiя. За теоремою Пiфагора, це довжина цього вектора.

Твердження 1.8. Норма має такi властивостi:

1. ∥λX∥ = |λ|∥X∥X ∈ Rd, λ ∈ R

2. ∥X + Y ∥ ≤ ∥X∥+ ∥Y ∥ (нерiвнiсть трикутника)

3. ∥X∥ ≥ 0 et ∥X∥ = 0 ⇔ X = 0d

Доведення. З (2)

∥X + Y ∥2 = (X + Y ) · (X + Y ) = X · (X + Y ) + Y · (X + Y ) = X ·X +X · Y + Y ·X + Y · Y
= ∥X∥2 + 2X · Y + ∥Y ∥2 ≤ ∥X∥2 + 2∥X∥∥Y ∥+ ∥Y ∥2 = (∥X∥+ ∥Y ∥)2

Роздiл 1. ВСТУП 4



Визначення 1.9. Норма на Rd це вiдображення N : Rd → R таке що:

1. N(λX) = |λ|N(X)

2. N(X + Y ) ≤ N(X) +N(Y )

3. N(X) ≥ 0 i N(X) = 0 ⇔ X = 0d

Приклад 1.10.

∥X∥1 =

d∑
n=1

|xi|

∥X∥∞ = max
1≤i≤n

|xi|

1.2 Простiр

Твердження 1.13. .

1. (X|Y ) є "лiнiйним вiдносно Y"

• (Z|X + Y ) = (Z|X) + (Z|Y )

• (Z|λX) = λ(Z|X) λ ∈
• (Z|λX + µY ) = λ(Z|X) + µ(Z|Y )

• (X + Y |Z) = (X|Z) + (Y |Z)

• (λX|Z) = λ(X|Z) λ ∈
• (λX + µY |Z) = λ(X|Z) + µ(Y |Z)

2. (Y |X) = (X|Y )

3. (X|X) =
∑d

n=1 xixi =
∑d

n=1 |xi|2
(X|X) ≥ 0 i (X|X) = 0 ⇔ X = 0d

Доведення. Маємо Кошi-Шварц:

(X|Y ) ≤ (X|X)
1
2 (Y |Y )

1
2

те саме доведення, що й ранiше

Покладемо:

∥X∥(або ∥X∥2)

= (X|X)
1
2 =

(
d∑

n=1

|xi|2
) 1

2

гiльбертова норма
∥X∥2

∈

Роздiл 1. ВСТУП 5



Лема 1.14.

∥X∥ = sup|(X|Y )|
∥Y ∥≤1

Доведення. |(X|Y )| ≤ ∥X∥∥Y ∥ ≤ ∥X∥ якщо ∥Y ∥ ≤ 1

sup|(X|Y )|
∥Y ∥≤1

Iнше значення:

X ̸= 0 Y =
X

∥X∥
= λX λ =

1

∥X∥

∥Y ∥ = |λ|∥X∥ =
1

∥X∥
∥X∥ = 1

(X|Y ) = (X| X

∥X∥
) =

1

∥X∥
(X|X) = ∥X∥

sup{|(X|Y )| : ∥Y ∥ ≤ 1}

∥X∥ ≤ sup{|(X|Y )| : ∥Y ∥ ≤ 1} (взяти Y =
X

∥X∥
)

Iншi норми на

∥X∥1 =
∑d

n=1 |xi| X ∈

∥X∥∞ = sup
1≤i≤d

|xi|

1.3 Вiдстань на Rd

Ми забуваємо про норму та скалярний добуток. Ми вводимо вiдстань

Визначення 1.15. Вiдстань — це вiдображення:

d : Rd −→ R
(X,Y ) 7−→ d((X,Y ))

яке задовольняє наступнi властивостi:

1. d(X,Y ) = d(Y,X) (симетрiя)

2. d(X,Y ) ≤ d(X,Z) + d(Z, Y ) (нерiвнiсть трикутника) ∀X,Y, Z

3. d(X,Y ) ≥ 0 ∀X,Y та d(X,Y ) = 0 ⇔ X = Y

Визначення 1.16. Евклiдова вiдстань

d(X,Y ) = ∥X − Y ∥ =

√√√√ d∑
n=1

(xi − yi)2

Приклад 1.17. Вiдстанi

Роздiл 1. ВСТУП 6



1. d2(X,Y ) = ∥X − Y ∥2 (евклiдова вiдстань на Rd)

2. d1(X,Y ) = ∥X − Y ∥1
d∞(X,Y ) = ∥X − Y ∥∞

3. логарифмiчна вiдстань на R+: d(a, b) = |b− a|

log10(a) =
log(a)

log(10)

x, y ∈]0,+∞[
dlog(x, y) = | log10(

y
x )|

i є вiдстань на ]0,+∞[
dlog(100, 110) = log10(1, 1)

4. вiдстань SNCF

X Y

Y1
Y2

d(X,Y ) звичайна вiдстань у R2 покладемо:

δ(X,Y ) =

{
d(X,Y ) якщо X, 0, Y вирiвнянi
d(X, 0) + d(0, Y ) iнакше

Твердження 1.18. Нехай E метричний простiр i двi метрики d1 та d2. Метрики називаються еквi-
валентними якщо ∃a, b ∈ R такими, що:

∀x, y ∈ E, a · d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ b · d1(x, y)

Роздiл 1. ВСТУП 7



Роздiл 2
Метричнi простори

Визначення 2.1. E, оснащений функцiєю вiдстанi d (див. Визначення 1.15), позначається (E, d):
метричний простiр

Примiтка 2.2. якщо d1 ̸= d2 (E, d1) не має нiчого спiльного з (E, d2)

Примiтка 2.3. Запам’ятайте наступну версiю нерiвностi трикутника:

|d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y)

Примiтка 2.4. Iндуктована вiдстань:
Якщо (E, d) метричний простiр i U ⊂ E. Я можу restreidnre d на U×U : (U, d) також є éspace metrique.

2.1 Кулi у метричному просторi

Визначення 2.5. (E, d) метричний простiр. Нехай x0 ∈ E та r ≥ 0

1. B(x0, r) = {x ∈ E : d(x0, x) < r } вiдкрита куля з центром x0, радiусом r

2. Bf (x0, r) = {x ∈ E : d(x0, x) ≤ r} замкнена куля з центром x0, радiусом r

−1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5

−1

1

x0 r x

y

(а) вiдкритi кулi (тобто d(x0, x) < r)

−1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5

−1

1

x0 r x

y

(б) замкненi кулi (тобто d(x0, x) ≤ r)
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Лема 2.6. .

1. B(x0, 0) = ∅ (тому що неможливо мати точки, вiдстань до яких строго менша за 0)

2. Bf (x0, 0) = {x0}

3. B(x0, r1) ⊂ Bf (x0, r1) ⊂ B(x0, r2) якщо r1 < r2

4. B(x1, r1) ⊂ B(x0, r) якщо d(x0, x1) + r1 ≤ r

x0

r

x1

r1

Рис. 2.2: Лемa 4

Доведення. Я припускаю, що d(x0, x1) ≤ r
Нехай x ∈ B(x1, r1) тому d(x1, x) < r1 показати: x ∈ B(x0, r) (тобто d(x0, x) < r?)
Нерiвнiсть трикутника говорить менi:

d(x0, x) ≤ d(x0, x1) + d(x1, x)

< d(x0, x1) + r1 ≤ r

⇒ x ∈ B(x0, r)

Приклад 2.7. 1. E = R, d(x, y) = |x− y|

B(x0, r) =]x0 − r, x0 + r[

2. E = Rd, d = 2, 3, X = (x1, . . . , xd)

∥X∥2 =

(
d∑

i=1

x2
i

) 1
2

∥X∥1 =

d∑
i=1

xi

∥X∥∞ = макс
1≤i≤d

|xi|

d2(X,Y ) = ∥Y −X∥2 = ∥X⃗Y ∥2
d1(X,Y ), d∞(X,Y )

Властивiсть. У Rn

• d∞(X,Y ) ≤ d1(X,Y ) ≤ nd∞(X,Y )

• d∞(X,Y ) ≤ d2(X,Y ) ≤
√
nd∞(X,Y )

Роздiл 2. МЕТРИЧНI ПРОСТОРИ 9



2.2 Обмеженi пiдмножини (E, d)

Визначення 2.8. Нехай A ⊂ E. A є обмеженою якщо ∃R > 0 i ∃x0 ∈ E таке що

A ⊂ B(x0, R)

A

x0

R

x′
0

x

y

r

Рис. 2.3: Приклад обмеженої множини

Лема 2.9. Наступнi властивостi є еквiвалентними:

1. A є обмеженою

2. ∀x0 ∈ E,∃r > 0 такий що A ⊂ B(x0, r)

3. ∃r > 0 такий що ∀x, y ∈ A виконується d(x, y) < r

Доведення. леми

• (1) ⇒ (2) :
Гiпотеза: ∃x1 ∈ E,∃r1 ∈ E така що A ⊂ B(x1, r1)
Нехай x0 ∈ E. Мета: знайти r такий що A ⊂ B(x0, r) якщо x ∈ A, маємо: d(x1, x) < r1
Я хочу: d(x0, x) < r

d(x0, x) ≤ d(x0, x1) + d(x1, x) ≤ d(x0, x1) + r1 < r якщо r > d(x0, x1) + r1

Властивiсть. 1. Будь-яка скiнченна частина є обмеженою

2. Якщо A обмежена i B ⊂ A тодi B обмежена

3. Об’єднання скiнченного числа обмежених є обмеженим

Роздiл 2. МЕТРИЧНI ПРОСТОРИ 10



Доведення. з (3).
A1, . . . , An є обмеженими. Я фiксую x0 ∈ E, Ai обмежений (1 ≤ i ≤ n), отже ∃ri > 0 такий що
Ai ⊂ B(x0, ri) якщо r = max

1≤i≤n
ri

Ai ⊂ B(x0, r), ∀i ⇒
n⋃

i=1

Ai ⊂ B(x0, r)

2.3 Обмеженi функцiї

Визначення 2.10. Нехай B — множина. Функцiя F : B → E є обмеженою якщо F (B) = {F (b) : b ∈
B} ⊂ E є обмеженим.

2.4 Вiдстань мiж множинами

Визначення 2.11. Вiдстань мiж двома множинами A,B становить:

d(A,B) := inf
x∈A,y∈B

d(x, y)

Iнтуїтивно, ми шукаємо двi точки x i y такi, що вiдстань є найменшою можливою.

Визначення 2.12. Вiдстань мiж точкою x та множиною B становить:

d(x,B) := inf
y∈B

d(x, y)

Та сама iнтуїцiя.

Властивiсть. ∀x ∈ A, y ∈ B, d(x, y) ≥ d(A,B) i ∀ε > 0,∃x ∈ A, y ∈ B така що d(x, y) ≤ d(A,B) + ε

A

B

Рис. 2.4: Вiдстань мiж множинами

2.5 Топологiя метричних просторiв
вiдстань d(x, y) −→ кулi B(x0, r) −→ вiдкритi множини
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Визначення 2.13. Нехай (E, d) метричний простiр.

1. U ⊂ E є вiдкритою, якщо ∀x0 ∈ U, ∃r > 0 r(x0) такий, що B(x0, r) ⊂ U

2. F ⊂ E є замкненою, якщо E \ F є вiдкритою

∅ є вiдкритою i E є вiдкритою. ∅ є замкненою i E є замкненою.

F E \ F

B(x0, δ)

(а) Закрита множина
На межi неможливо знайти кулi, якi належать
F , оскiльки неможливо мати вiдкриту кулю радi-
уса r = 0. Приклад: темно-синiй круг
Для кожної точки в E \ F можна знайти вiдкри-
ту кулю

2.993

B(2.993, δ)

0,0

U
E

(б) Вiдкрита множина
для кожної точки поблизу межi можна знайти
кулю нескiнченно малу з точками навколо цiєї то-
чки, включеними в U .

Рис. 2.5: Демонстрацiя вiдкритих i закритих просторiв

Примiтка 2.14. в R вiдкритi iнтервали є вiдкритими (те саме для замкнених)

Примiтка 2.15. Вiдстань мiж двома вiдкритими множинами завжди iснує, i вона є iнфiмумом (який
нiколи не досягається)

Лема 2.16. 1. B(x0, r0) є вiдкритою.

2. Bf (x0, r0) є замкненою.

Доведення. 1. Нехай x1 ∈ B(x0, r0) (d(x0, x1) < r0).
Мета: знайти r1 > 0 таке що B(x1, r1) ⊂ B(x0, r0)?

x ∈ B(x1, r1) : d(x1, x) < r1

x ∈ B(x0, r0) якщо d(x0, x) < r0
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легко:

d(x0, x) ≤ d(x0, x1) + d(x1, x)

≤ d(x0, x1) + r1

< r0 якщо

r1 < r0 − d(x0, x1) > 0

Приклад 2.17. дивно.
Нехай E = R, d(x, y) = |y − x|, A =]0, 1[ вiдкритий, не замкнений в R.

] [
0 1

Я розглядаю A як частину (A, d). Оскiльки A\A = ∅ є вiдкритим, то A є замкненим в A. Натомiсть,
межi нiколи не досягаються, тому A є вiдкритим в (A, d).

Теорема 2.18. .

1. Нехай Ui, i ∈ I колекцiя вiдкритих множин. Тодi, ∪i∈I Ui є вiдкритою.
Переклад: Будь-яке об’єднання вiдкритих множин є вiдкритою.

2. Якщо U1, . . . , Un є вiдкритими
n⋂

i=1

Ui є вiдкритою.

Переклад: скiнченний перетин вiдкритих множин є вiдкритою.

1. Нехай Ui, i ∈ I колекцiя замкнених множин. Тодi, ∪i∈I Ui є замкненою.
Переклад: Будь-яке об’єднання замкнених множин є замкненою.

2. Якщо U1, . . . , Un є замкненими
n⋂

i=1

Ui є замкненою.

Переклад: скiнченний перетин замкнених множин є замкненою.

Доведення. .

1. Нехай x ∈ U :=
⋃
i∈I

Ui. Iснує i позначений i0 такий, що x ∈ Ui0 , Ui0 є вiдкритою, тому ∃r > 0

такий, що B(x, r) ⊂ Ui0 ⊂ U :=
⋃
i∈I

Ui.

2. Нехай x ∈ U :=
⋂

1≤i≤n

Ui.

Зафiксуємо i. x ∈ Ui, Ui вiдкритою, тому ∃ri > 0 такий, що B(x, r) ⊂ Ui, 1 ≤ i ≤ n, тому
B(x, r) ⊂ U :=

⋂
1≤i≤n

Ui
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2.6 Алгоритми для доведення, що множина є вiдкритою/замкне-
ною

Показати, що множина є вiдкритою Показати, що множина є замкненою

• Використовувати визначення :

∀x ∈ U ,∃r > 0 таке що B(x, r) ⊂ U

• Показати, що E \ U є замкненою.

• Показати, що U є прообразом вiдкритої мно-
жини при неперервному вiдображеннi.

• Виразити U як вiдкриту кулю.

• Записати U як :

– об’єднання вiдкритих множин ;

– скiнченний перетин вiдкритих множин.

• U = Int(U).

• Записати U = I1 × · · · × In з Ii вiдкритою.

• Використовувати визначення : E \ V є
вiдкритою.

• Послiдовнiсна характеристика : Будь-
яка збiжна послiдовнiсть у V , її границя та-
кож знаходиться в V .

• Показати, що V є прообразом замкненої
множини при неперервному вiдображеннi.

• Показати, що V є компактною.

2.7 Внутрiшнiсть, замикання, межа

2.7.1 Внутрiшнiсть

Визначення 2.19. Нехай A ⊂ E.

1. x0 ∈ E є внутрiшньою до A якщо ∃ δ > 0 таке що:

B(x0, δ) ⊂ A

2. Int(A) (внутрiшнiсть A) = усi внутрiшнi точки A. (також позначається A)

Iнтуїцiя. Int(A) є множиною, яка повнiстю знаходиться в A i яка знаходиться далеко вiд країв A.

Твердження 2.20. Int(A) є найбiльшою вiдкритою множиною, що мiститься в A. Еквiвалентно,
Int(A) — це об’єднання всiх вiдкритих множин, що мiстяться в A.

Доведення. 1. Int(A) ⊂ A: зрозумiло

2. Int(A) є вiдкритою:
Нехай x0 ∈ Int(A).

Мета: знайти δ0 таке що B(x0, δ0) ⊂ Int(A). Знайти δ0 таке що якщо d(x0, x) < δ0 тодi x ∈
Int(A) ?

Гiпотеза: x0 ∈ Int(A). ∃δ1 > 0 таке що B(x0, δ1) ⊂ A. Ми бачили, що B(x0, δ1) є вiдкритою. Я
стверджую, що B(x0, δ1) ⊂ Int(A).

Доведення: Нехай x ∈ B(x0, δ1). B(x0, δ1) вiдкрита, отже ∃δ2 > 0 таке що B(x, δ2) ⊂ B(x0, δ1) ⊂
A. Отже x ∈ Int(A), отже B(x0, δ1) ⊂ Int(A).

Int(A) є вiдкритою.

3. Якщо U є вiдкритою i U ⊂ A тодi U ⊂ Int(A)?
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x2

x1

x0

x1, x2 ∈ Int(A)
x0 ̸∈ Int(A)

Рис. 2.6: Приклад iнтер’єру

x0 ∈ U . U вiдкрита ⇒ ∃δ таке що B(x0, δ) ⊂ U ⊂ A ⇒ x0 ∈ Int(A)

2.7.2 Учасник

Визначення 2.21. Нехай A ⊂ E.

1. x0 ∈ E є прилягаючою точкою до A, якщо ∀δ > 0, B(x0, δ) перетинає A. (еквiвалентно d(x0, A) =
0)

2. Adh(A) (замикання або замикання A) = множина точок, прилягаючих до A (також позначає-
ться A)

Iнтуїцiя. Замикання допомагає доповнювати множини. Якщо A є вiдкритою, то її межi не належать до
A, але вони належать до Adh(A) .

x

A

B(x, r)

x1

B(x1, r)

Рис. 2.7: Дотична точка

Твердження 2.22. Adh(A) є найменшою замкненою множиною, що мiстить A (перетин усiх замкне-
них множин, що мiстять A)

Доведення. 1. A ⊂ Adh(A) очевидно

2. Adh(A) є замкненою?

Покажемо, що E \Adh(A) є вiдкритою.
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x0 ∈ Adh(A) ⇔ ∀δ > 0, B(x0, δ) ∩A ̸= ∅
x0 ̸∈ Adh(A) ⇔ ∃δ0 > 0 така що B(x0, δ0) ∩ A = ∅ ⇔ ∃δ0 > 0 така що B(x0, δ0) ⊂ E \ A ⇔
x0 ∈ Int(E \A)

Тодi:

E \Adh(A) = Int(E \A)

Adh(A) = (Int( Ac︸︷︷︸
=E\A

))c

Визначення 2.23. Нехай A ⊂ B. Кажуть, що A є щiльним у B якщо B ⊂ Adh(A)
Нехай x0 ∈ B, ∀ε > 0 ∃xε ∈ A такий що d(x0, xε) < ε

Приклад 2.24.
Q2 = {(x, y) : x, y ∈ Q} щiльна в R2

Визначення 2.25. альтернатива щiльностi. Нехай A ⊂ B. A є щiльним у B якщо кожна вiдкрита
куля з B мiстить щонайменше один елемент з A.

2.7.3 Межа

Визначення 2.26. Нехай A ⊂ E. Межа A (або край A), що позначається Fr(A) або ∂A, це:

Adh(A) ∩Adh(E \A)

Приклад 2.27. в R

1. Int(Q) = ∅

2. Int(R \Q) = ∅

3. Adh(Q) = R

4. Adh(R \Q) = R

5. Fr(Q) = R

6. Fr(R \Q) = R

Приклад 2.28. E = {a, b, c} Покладемо:

• d(a, a) = d(b, b) = d(c, c) = 0

• d(a, b) = d(b, a) = d(b, c) = d(b, c) = 1

• d(a, c) = d(c, a) = 2

B(a, 2) = {a, b} = Adh(B(a, 2))

Bf (a, 2) = {a, b, c}
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Твердження 2.29. 1. Int(A) ⊂ A ⊂ Adh(A)

2. E = Int(E \A) ∪ Fr(A) ∪ Int(A) (диз’юнктне об’єднання)

3. E \ Int(A) = Adh(E \A)

4. E \Adh(A) = Int(E \A)

5. Fr(A) = Adh(A) \ Int(A)

Твердження 2.30. 1. A вiдкрита ⇔ A = Int(A)

2. A замкнена ⇔ A = Adh(A)

3. x ∈ Adh(A) ⇔ d(x,A) = 0

4. x ∈ Int(A) ⇔ d(x,E \A) > 0

2.8 Послiдовнiсть у метричному просторi

Визначення 2.31. E множина. Послiдовнiсть в E: позначена (un)n∈N це функцiя u : N → E, де u(n)
позначається un i є n-тим членом послiдовностi (un)n∈N.

Якщо E = Rd

Rd ∋ Xn = (x1,n, . . . , xd,n)

де (xi,n)n∈N послiдовностi в R

Визначення 2.32. Нехай (xn) послiдовнiсть у E i x ∈ E. Кажуть, що limn→∞ xn = x якщо limn→∞ d(xn, x) =
0.

(∀ε > 0, ∃N ∈ N така що якщо n ≥ N, d(xn, x) < ε)

Твердження 2.33. (xn)n∈N є обмеженою, якщо {xn : n ∈ N}(⊂ E) є обмеженою множиною.

Примiтка 2.34. в Rd з d2 (евклiдова вiдстань)

Xn = (x1,n, . . . , xd,n)

X = (x1, . . . , xd)

lim
n→∞

Xn = X ⇔ lim
n→∞

xi,n = xi (1 ≤ i ≤ d)

Твердження 2.35. межа збiжної послiдовностi є унiкальною.

Доведення.
Якщо Xn −−−−→

n→∞
X i Xn −−−−→

n→∞
X ′

d(X,X ′) ≤ d(X,Xn)︸ ︷︷ ︸
→0

+ d(Xn, X
′)︸ ︷︷ ︸

→0

⇒ d(X,X ′) = 0 ⇒ X = X ′
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Твердження 2.36. (зв’язок iз замиканням)

1. x ∈ Adh(A) тодi й лише тодi, якщо iснує послiдовнiсть (xn) елементiв з A така що limn→∞ xn = x

2. A є замкненою тодi й лише тодi, якщо для будь-якої послiдовностi (xn) елементiв з A, що
збiгається до x ∈ E, ми маємо x ∈ A

Iнтуїцiя. 1. Якщо (xn)n∈N складається з елементiв A (∀n ∈ N, xn ∈ A), то вона збiгається до елемента
x, який може бути або в A, або на межi елементiв A, тобто на кордонi.

2. Якщо границя будь-якої послiдовностi (xn)n∈N елементiв A також знаходиться в A, тодi межа A
включена в A. Тому що одна з послiдовностей прямує до межi.

Доведення. Доведення Проп. 2.36

1. (⇐) Нехай (xn) з xn ∈ A ∀n ∈ N i limn→∞ xn = x.

Маю d(xn, x) −−−−→
n→∞

0 i xn ∈ A, тому

infy∈A(d(x, y)) = 0 = d(x,A)

d(x,A) = 0 ⇔ x ∈ Adh(A)

(⇒) Нехай x ∈ Adh(A)

⇔d(x,A) = 0

⇔∀ε > 0, ∃xε ∈ A такий що d(x, xε) < ε

Вiзьмемо ε = 1
n , покладемо un = x 1

n
. un ∈ A d(x, un) <

1
n , тому limn→∞ un = x

2. (⇒) Нехай A замкнена, тому
A = Adh(A)

Якщо (xn) послiдовнiсть в A, що збiгається до x.

x ∈ Adh(A) = A

(⇐) Кажуть, що Adh(A) ⊂ A. Оскiльки A ⊂ Adh(A), тому A = Adh(A)

2.9 Послiдовностi Кошi

Визначення 2.37. (xn)n∈N послiдовнiсть в E є Кошi якщо:

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N таке що ∀n, p ≥ N(ε), d(xn, xp) ≤ ε

Iнтуїцiя. Послiдовнiсть Кошi — це нiби ми вимiрюємо точку i локалiзуємо її, тобто:

1. Ми кажемо, що вона знаходиться мiж 0 та 1.

2. Потiм ми уточнюємо i кажемо, що вона знаходиться мiж 0.5 та 0.6.

3. Далi, мiж 0.55 та 0.56

Ми можемо нескiнченно збiльшувати рiвень точностi. Це i є iдея послiдовностi Кошi.
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Твердження 2.38. 1. Будь-яка послiдовнiсть Кошi є обмеженою.

2. Будь-яка збiжна послiдовнiсть є послiдовнiстю Кошi

Доведення. 1. Нехай (xn)n∈N послiдовнiсть Кошi. Тодi, за визначенням

∀ε > 0, ∃N ∈ N така що ∀n, p ≥ N, d(xn, xp) < ε

Нехай ε = 1. Отже ∃N ∈ N така що ∀n, p ≥ N, d(xn, xp) < 1, отже ∀n ≥ N , d(xn, xN ) < 1. Тодi
маємо:

∀n ∈ N, d(xn, xN ) < 1 +

=:r0︷ ︸︸ ︷
sup

1≤i≤N
d(xn, xN )

Тодi ∀n ∈ N, xn ∈ B(xN , 1 + r0) отже (xn)n∈N обмежена.

2. Нехай (xn) послiдовнiсть з limn→∞ xn = x з x ∈ E.

• Гiпотеза: ε
2 > 0 ∃N( ε2 ) ∈ N така що ∀n ≥ N( ε2 ), d(xn, x) ≤ ε/2

• Довести: ε > 0 ∃M(ε) ∈ N така що ∀n, p ≥ M(ε), d(xn, xp) ≤ ε

d(xn, xp) < d(xn, x) + d(x, xp) якщо n, p ≥ N(
ε

2
) d(xn, xp) ≤ 2

ε

2
= ε

Визначення 2.39. (E, d) є повним, якщо будь-яка послiдовнiсть Кошi в E є збiжною.

Визначення 2.40. Метричний простiр (E, d) є повним якщо будь-яка послiдовнiсть (xn)n∈N елемен-
тiв з E збiгається до границi x яка також належить до E.

Iнтуїцiя. Не дуже коректно говорити, але можна сказати, що послiдовнiсть Кошi (xn)n∈N завжди збiгає-
ться, оскiльки iснує момент N ∈ N, пiсля якого елементи дуже близькi, але границя не завжди належить
множинi, в якiй ця послiдовнiсть є послiдовнiстю Кошi.

Наприклад, послiдовнiсть (un)n∈N зi значеннями в Q, яка збiгається до
√
2 в R. В R вона є збiжною

та Кошi, але в Q вона є Кошi, але не збiжною, оскiльки границя
√
2 ̸∈ Q.

Приклад 2.41. Метричний простiр (]0, 1], d) з d евклiдовою вiдстанню не є повним, оскiльки нехай
послiдовнiсть: xn = 1

n границя якої дорiвнює 0. Однак, 0 ̸∈]0, 1]. Отже, цей простiр не є повним.

x
]

0

]

1

Рис. 2.8: (]0, 1], d) не є повним

Приклад 2.42. Простiр (Q, d) не є повним. Бо можна взяти послiдовнiсть xn яка прямує до
√
2 ̸∈ Q.
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0 1
√
2

x

un trou dans un éspaces

Рис. 2.9: Q неповний

Твердження 2.43. Rd зi звичайною вiдстанню є повним.

Доведення.
Xn = (x1,n, . . . , xd,n)

|xi − yi| ≤ d(X,Y ) = ∥X − Y ∥2 ∀1 ≤ i ≤ d

дiйснi послiдовностi (xi,n)n∈N є Кошi якщо (Xn) є Кошi.

Властивiсть. R є повним

Доведення. (Випливає з властивостi верхньої межi)
Iснує xi ∈ R з 1 ≤ i ≤ d таке що |xi,n − xi| −−−−→

n→∞
0

d(X,Y ) ≤
√
dmax
1≤i≤d

|xi − yi|

тому Xn −−−−→
n→∞

X, X = (x1, . . . , xd)

2.10 Пiдпослiдовностi

Визначення 2.44. Нехай (xn)n∈N послiдовнiсть у E. Послiдовнiсть

(yn)n∈N з yn = xϕ(n)

де ϕ : N → N є строго зростаючою називається пiдпослiдовнiстю послiдовностi (xn).

Приклад 2.45. Нехай функцiя ϕ : N → N така що ϕ(n) = 2n. Тому (xn)ϕ(n) є пiдпослiдовнiстю
(xn)n∈N i:

(xn)ϕ(n) = {x0, x2, x4, . . .}

Твердження 2.46. 1. Будь-яка пiдпослiдовнiсть збiжної послiдовностi збiгається до границi цiєї
послiдовностi.

Це означає, що, ∀(xn)n∈N така що ∃x ∈ E, limn→∞ xn = x

∀ϕ : N → N строго зростаюча, lim
n→∞

xϕ(n) = x

2. Якщо (xn) є послiдовнiстю Кошi i має пiдпослiдовнiсть, яка збiгається до X, то (xn) збiгається
до x.
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Доведення. 1. Нехай (xn) з limxn = x

∀ε > 0 ∃M(ε) таке що якщо n ≥ N(ε), d(xn, x) ≤ ε

Нехай yn = xϕ(n) пiдпослiдовнiсть.

• Мета: Нехай ε > 0, знайти N(ε) таке що якщо n ≥ N(ε), d( yn︸︷︷︸
:=xϕ(n)

, x) ≤ ε

Я обираю N(ε) таке що якщо n ≥ N(ε) тодi ϕ(n) ≥ M(ε), тому d(yn, x)d(xϕ(n), x) ≤ ε. Це
можливо, оскiльки ϕ(n) −−−−→

n→∞
∞, N(ε) = M(ε)

2. • Гiпотеза1: ∀ε > 0 ∃M(ε) таке що якщо n, p ≥ M(ε) d(xn, xp) ≤ ε

• Гiпотеза2: ∀ε > 0 ∃P (ε) таке що якщо p ≥ P (ε), d(yp, x) ≤ ε, d(yp, x) = d(xϕ(p), x)

d(xn, x) ≤ d(xn, xϕ(p)) + d(xϕ(p), x) за нерiвнiстю трикутника

d(xn, xϕ(p)) ≤ ε якщо n ≥ M(ε) та ϕ(p) ≥ M(ε)

d(xϕ(p), x) ≤ ε якщо p ≥ P (ε)

Якщо n ≥ M(ε), я обираю p такий що ϕ(p) ≥ M(ε) та p ≥ P (ε). Я фiксую це p!

якщо n ≥ M(ε) тодi d(xn, x) ≤ 2ε

2.11 Процес побудови внутрiшнього та замикання
Я маю A ⊂ R або R2 (або R3). Я маю знайти Int(A) та Adh(A)

1. Я малюю A на аркушi

2. Я думаю, що Int(A) = C (C має бути включеним в A!)

(а) Я показую, що C є вiдкритою (легко), тому

C ⊂ Int(A)

бо Int(A) є найбiльшою вiдкритою множиною, включеною в A.

(б) Я показую, що Int(A) ⊂ C, тобто я показую, що точки в A, але не в C, не належать Int(A):
я беру X ∈ A,X ̸∈ C, я показую, що X ̸∈ Int(A) Я будую послiдовнiсть (Xn) з Xn ̸∈ A але
Xn → X.

3. Я думаю, що Adh(A) = B (потрiбно, щоб A ⊂ B)

(а) Я показую, що B є замкненою (легко)

тому Adh(A) ⊂ B

(б) Ми показуємо, що B ⊂ Adh(A): Ми фiксуємо X ∈ B, ми шукаємо послiдовнiсть (Xn) з Xn ∈ A
i Xn −−−−→

n→∞
X. Ми розглядаємо лише X ∈ B,X ̸∈ A

Приклад 2.47.
A = {(x, y) ∈ R2 | 2x+ 3y ≤ 4, x ̸= y}
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2x+ 3y = 4 2x+ 3y = 4

C

Рис. 2.10: Приклад iнтер’єру

.

• Я припускаю, що Int(A) = C = {(x, y) | 2x+ 3y < 4, x ̸= y}

• Опукле: {(x, y) | 2x+ 3y < 4, x < y} ∪ {(x, y) | 2x+ 3y < 4, x > y}

Я будую послiдовнiсть (Xn) з Xn ̸∈ A але Xn → X. Нехай X ∈ A,X ̸∈ C, X = (x, y) отже: 2x+ 3y =
4 x ̸= y

Xn = (x, y +
1

n
)

2xn + 3yn = 2x+ 3y +
3

n
= 4 +

3

n
> 4

Xn ̸∈ A але Xn → X

Приклад 2.48.
A = {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y = x−1}

Int(A) = ∅? C = ∅
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A

Xn

X

Рис. 2.11: Приклад внутрiшньої частини гiперболи

∅ вiдкрита, тому C ⊂ Int(A)
Нехай X ∈ A X ̸∈ C, тому X ∈ A.

Xn := (x, y +
1

n
) Xn ̸∈ A

xnyn = xy +
x

n
= 1 +

x

n
̸= 1

Xn −−−−→
n→∞

X тому X ̸∈ Int(A)

Int(A) = ∅

Приклад 2.49.
A = {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y = x−1}

Adh(A) =?
Я думаю, що Adh(A) = A (B = A). Достатньо показати, що A є замкненою.

x > 0 y ≤ 1

x
y ≥ 1

x

Якщо Xn = (xn, yn) Xn ∈ A i Xn → X, тодi X ∈ A

X = (x, y) xn→x
yn→y

xn→x
1

xn
→y (xn > 0)

тому x > 0 i y = 1
x тому X ∈ A

A є замкненою

Приклад 2.50.
A = {(x, y) ∈ R2 | 2x+ 3y ≤ 4, x ̸= y}
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2x+ 3y = 4 2x+ 3y = 4

A B

Рис. 2.12: example-adherence

.

1. B є замкнений (легко), тому Adh(A) ⊂ B

2. Нехай X ∈ B. Показуємо, що X ∈ Adh(A) (шукаємо Xn ∈ A з Xn → X)

Я просто дивлюся на X ∈ B,X ̸∈ A

Xn = (xn, yn) ∈ A xn → x i yn → y

xn = x+
1

n
, yn = y = x

Xn → X i 2xn + 3yn = 2x+ 3y − 2

n
≤ 4ixn ̸= yn

тому Xn ∈ A

Приклад 2.51.
A = {(x, y) | |x| ≤ 1, |y| < 1}

Int(A) = {(x, y) | |x| < 1, |y| < 1}

Adh(A) = {(x, y) | |x| ≤ 1, |y| ≤ 1}

Приклад 2.52.

A = {(x, y) | x > 0, y = sin(
1

n
)}

Adh(A) = A ∪ {(0, y) | −1 ≤ y ≤ 1} Int(A) =

fdsf fds fds

2.12 Компактнiсть

Визначення 2.53. Нехай F ⊂ E. Вiдкрите покриття F — це сукупнiсть (Ui)i∈I де Ui є вiдкритими
множинами i F ⊂ ∪i∈IUi ("множини Ui покривають F")
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F

Рис. 2.13: вiдкрите покриття

Приклад 2.54. • Ux = B(x, 1
2 )

•
⋃

x∈F Ux мiстить F

• (Ux)x∈F вiдкрите покриття F

Визначення 2.55. K ⊂ E є компактною, якщо з будь-якого вiдкритого покриття (Ui)i∈I множини F
можна видiлити скiнченне пiдпокриття: я можу вибрати i1, . . . , in ∈ I такi що

F ⊂ Ui1 ∪ Ui2 ∪ . . . ∪ Uin

Властивiсть. Скiнченна множина є компактною.

F = {a1, . . . , ap} aj ∈ E

(Ui)i∈I покриває F . Я обираю aj (точка з F ), iснує i ∈ I позначений як i(j) такий, що

aj ∈ Ui(j) F ⊂ Ui(1) ∪ . . . ∪ Ui(p)

Теорема 2.56. Характеристика за допомогою послiдовностей.
K ⊂ E є компактною тодi i тiльки тодi, якщо кожна послiдовнiсть елементiв з K має пiдпослi-

довнiсть, що збiгається до елемента з K.
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x

Рис. 2.14: Компактнiсть з послiдовностями

Приклад 2.57. • E = R2

• F = B(x0, r) не компактна

• xn ∈ F , xn → x, x ̸∈ F

• якщо yn = xϕ(n), yn → x але x ̸∈ F

Рис. 2.15: suite-sans-sous-suite-convergente

Приклад 2.58.

F = {(x, y) : x ≥ 0,− 1

x
≤ y ≤ 1

x
}

un = (n, 0) (un) послiдовнiсть в F без збiжної пiдпослiдовностi.

Твердження 2.59. 1. K компактний ⇒K замкнений i обмежений. (обернене твердження є хибним
загалом!)

2. Якщо K компактний i F замкнений, тодi K ∩ F є компактним.

3. Якщо K компактний, будь-яка послiдовнiсть Кошi в K збiгається в K

Доведення. 1. Нехай K компакт. K замкнений якщо (un) послiдовнiсть в K, яка збiгається до u,
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тодi u ∈ K.

зрозумiло: (un) має пiдпослiдовнiсть vn = uϕ(n) з vn → v ∈ K, un → u, тому vn → u ⇒ u = v ⇒
u ∈ K

K обмежений:

Нехай Ux =
⋃

x∈K B(x, 1) вiдкрите покриття K. Однак K компактний, тому iснують x1, . . . , xn ∈
K, такi що K ⊂

⋃
i=1,...,n B(xi, 1), тому K обмежений.

2. K компактний i F замкнений. (un) послiдовнiсть в K∩F . un ∈ K. ∃ пiдпослiдовнiсть vn = uϕ(n)

з vn → x ∈ K. vn ∈ F, vn → x, F замкнений тому x ∈ F , x ∈ K ∩ F .

3. Нехай (un) послiдовнiсть Кошi в K. (un) має пiдпослiдовнiсть vn = uϕ(n), яка збiгається до
x ∈ K. un → x ∈ K

2.12.1 Компактнiсть у Rn зi звичайною вiдстанню

Теорема 2.60. (Borel-Lebesgue)
в Rn зi звичайною вiдстанню K є компактною тодi i тiльки тодi, якщо K є замкненою та обме-

женою

Твердження 2.61. Замкненi кулi Bf (x0, r) є компактними в Rn.

• Тягне за собою теорему: Нехай K замкнений та обмежений. K обмежений, отже K ⊂ Bf (0, r) з r
великим, отже K = K ∩Bf (0, r). Отже K компактний.

Доведення. до проп. 2.61

1. n = 1. Показати: [a, b] є компактним.

Нехай (Ui)i∈I вiдкрите покриття для [a, b]. Нехай F : множина x ∈ [a, b] такi що [a, x] покриває-
ться скiнченною кiлькiстю Ui.

Мета: показати, що b ∈ F ! (якщо x ∈ F , i x′ ≤ x x′ ∈ F )

(а) F ̸= ∅: a ∈ F [a, a] = {a}
(б) c = sup(F ). Показуємо, що c = b

Припустимо, що c < b.

• c належить одному з Ui позначений Ui0

• Ui0 є вiдкритим, c ∈ Ui0 отже ∃δ0 > 0 такий що ]c− δ0, c+ δ0[⊂ Ui0

• c = sup(F ): ∀δ > 0, ∃xδ ∈ F з c− δ < xδ ≤ c

δ = δ0,2 ∃xδ0 ∈ F, c− δ0,2 < xδ0

[a, xδ0 ] покривається Ui1 ∪ . . . ∪ Uin i ]c− δ0, c+ δ0[⊂ Ui0 отже [a, c+ δ0,2] покривається
Ui0 ∪ Ui1 ∪ . . . ∪ Uin , отже c+ δ0,2 ∈ F суперечить тому, що c = sup(F ). Отже c = b.
F це [a, b[ або [a, b]. b ∈ F ∃Ui1 , . . . , Uin такi що [a, b] ⊂ Ui1 ∪ . . .∪Uin , [a, b] компактний.

2.13 Межi та неперервнiсть

2.13.1 Межi
Я беру (E1, d1), (E2, d2) два метричнi простори i F : E1 → E2. x0 ∈ E1, l ∈ E2.
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Визначення 2.62. .

1. Границя:
lim

x→x0

F (x) = l

якщо ∀ε > 0,∃δ > 0 така що якщо d1(x0, x) < δ тодi d2(l, F (x)) < ε

2. F неперервна в x0 якщо limx→x0
F (x) = F (x0)

3. F є неперервною (на E) якщо вона неперервна в кожнiй x0 з E

Твердження 2.63. Наступнi властивостi є еквiвалентними:

1. F : (E1, d1) → (E2, d2) є неперервною.

2. ∀U2 ⊂ E2 вiдкритою, F−1(U2) є вiдкритою в E1.

3. ∀F2 ⊂ E2 замкненою, F−1(F2) ⊂ E1 є замкненою.

4. ∀(xn) послiдовнiсть в E1 з limn→∞ xn = x маємо:

lim
n→∞

F (xn) = F (x)

E1
E2

F

U
F−1(U)

F−1

Рис. 2.16: топологiчна неперервнiсть

Приклад 2.64.
U = {(x, y) ∈ R2 : x sin(y)− ex > 1}

F : R2 −→ R
(x, y) 7−→ F ((x, y)) = x sin(y)− ex

очевидно неперервна.
U = F−1( ]1,+∞[︸ ︷︷ ︸

вiдкрита множина в R

)

Доведення. 1 ⇒ 2 ⇒ 3 ⇒ 4 ⇒ 1

1 ⇒ 2: Гiпотеза: F неперервна i U2 ⊂ E2 є вiдкритою.

Висновок: U1 = F−1(U2) є вiдкритою?
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Я фiксую x0 ∈ U1 (F (x0) ∈ U2).

1. U2 вiдкрита ⇒ ∃ε0 > 0 така що B2(F (x0), ε0) ⊂ U2

2. F неперервна в x0:

∀ε > 0, ∃δ > 0 така що d1(x0, x) < δ ⇒ d2(F (x0), F (x)) < ε

x ∈ B1(x0, δ) ⇒ F (x) ∈ B2(F (x0), ε)

δ0 = той δ що працює для ε0

x ∈ B1(x0, δ0) ⇒ F (x) ∈ B2(F (x0), ε0)

Отже B1(x0, δ0) ⊂ F−1(U2). Отже F−1(U2) вiдкрита.

2 ⇒ 3: : F−1(U2)
c = F−1(U c

2 )

Приклад 2.65. результат цiєї пропозицiї. Вiзьмемо функцiю: f(x) = x2. f−1(]4, 9[) = {x ∈ R | 4 <
x2 < 9} =] − 3,−2[∪]2, 3[. Iншими словами, неперервнiсть f (очевидно) дає, що U =]4, 9[ вiдкритий,
тодi f−1(U) також вiдкритий.

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

4

9

][ []
x

f(x) = x2

Рис. 2.17: Приклад для f(x) = x2
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Роздiл 3
Функцiї багатьох змiнних

3.1 Вступ
Основа:Rn,Rp D ⊂ Rn

F : D → Rp

на Rn, Rp звичайнi вiдстанi, на D вiдстань успадкована вiд Rn.
з декартовими координатами

F (x1, . . . , xn) = (F1(x1, . . . , xn), F2(x1, . . . , xn), . . . , Fp(x1, . . . , xn))

де Fi : D → R

F : D → Rp continue

ми знаємо:

Лема 3.1.
F : D → Rpiiii, :

кожне Fi : D → R є неперервним

Доведення. Yn = (Y1,n, . . . , Yp,n) послiдовнiсть Rp. Yn → Y тодi i тiльки тодi, коли Yi,n → Yi (1 ≤ i ≤
p)

Твердження 3.2. Нехай f, g : D → R неперервнi.

• f + g, f × g є неперервними на D

• якщо g(X) ̸= 0, ∀X ∈ D, f
g неперервна на D

• якщо f(D) ⊂ I iнтервал i ϕ : I → R неперервна, тодi ϕ ◦ f : D → R є неперервною.

•
P : X →

∑
α1+...+αn≤d

aα1,...,αn
xα1 . . . xαn

aα1,...,αn
∈ R, d = степiнь P .

P : Rn → R неперервна.

3.2 Як показати, що множина є вiдкритою або замкненою
Згiдно з пропозицiєю 2.63, якщо f : D → Q є неперервною i K ⊂ Q вiдкрита i Kf ⊂ Q замкнена, тому:

• f−1(K) також є вiдкритою
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• f−1(Kf ) також є замкнутою

Це дозволяє нам спростити докази того, що множина є замкнутою або вiдкритою. Ось кiлька прикладiв:

Приклад 3.3.
D = {(x1, x2, x3) : x

2
1 + 2x2x

2
3 < 2, sin(x1x2) > 0}

D = D1 ∩D2

D1 = f−1
1 (]−∞, 2[) f1(x) = x2

1 + 2x2x
2
3

D2 = f−1
2 (]0,+∞[) f2(x) = sin(x1x2)

D1, D2 вiдкритi, тому D вiдкритий.

Приклад 3.4.

D = {(x1, x2) :
ex1−2x2

2

x2
1 + 3x4

2

≥ 1}

D = f−1([1,+∞[) f(x) =
ex1−2x2

2

x2
1 + 3x4

2

[1,+∞[ є замкненим у R, тодi D також є замкненим, оскiльки f неперервна на [1,+∞[

3.3 Зв’язок iз компактнiстю

Теорема 3.5. Нехай F : Rn → Rp неперервна i K ⊂ Rn компактна. Тодi, F (K) є компактним у Rp

Примiтка 3.6. Можна замiнити Rn,Rp на E,F метричнi простори.

Примiтка 3.7. U вiдкритий, f неперервна ̸⇒ f(U) вiдкритий:

Приклад 3.8.
f(]0, 1[) = [−1, 1]

f(x) = sin(2πx)

Роздiл 3. ФУНКЦIЇ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ 31



0 1

1

−1

y = 1

y = −1

Рис. 3.1: Приклад, що образ вiдкритої множини не є вiдкритою

Приклад 3.9.

f : R −→ R
x 7−→ f(x) = arctanx.

f( ]− π

2
,
π

2
[︸ ︷︷ ︸

некомпактний

) = R︸︷︷︸
некомпактний

Доведення. Нехай (vn)n∈N послiдовнiсть в F (K). Маємо: vn = F (un) де un ∈ K. (un)n∈N послiдов-
нiсть в K, K компакт, отже: ∃ пiдпослiдовнiсть (uϕ(n))n∈N з

uϕn
−−−−−→
n→+∞

u ∈ K

F неперервна: отже F (uϕ(n)) = vϕ(n) → F (u) ∈ K. (vn) має пiдпослiдовнiсть (vϕ(n)) яка збiгається до
F (u) ∈ F (K), отже F (K) компактна!

Теорема 3.10. Нехай F : Rn → R неперервна i K ⊂ Rn компактна. Тодi f є обмеженою на K i
досягає своїх меж. Тобто, Q := f(K) є обмеженою i досягає меж.

Доведення. Weierstrass: f : R → R K = [a, b].
Я беру (E, d) замiсть Rn. f обмежена на K: ∃c1, c2 такi що

c1 ≤ f(x) ≤ c2,∀x ∈ K ⇔ f(K) ⊂ [c1, c2]

Це зрозумiло, оскiльки f(K) є компактною в R, тому обмежена.

m = inf
x∈K

f(x) = inf f(K) M = sup
x∈K

f(x) = sup f(K)

Потрiбно показати: ∃x ∈ K такий що f(x) = m i ∃x′ ∈ K такий що f(x′) = M
m = inf f(K), це означає, що

1. f(K) ⊂ [m,+∞[ (m мiноранта для f(K))

2. ∀ε > 0,∃y ∈ f(K) такий що y ≤ m+ ε
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ε = 1
n дає послiдовнiсть yn ∈ f(K) таку що yn → m

yn = f(xn) xn ∈ K

K компактна: ∃ пiдпослiдовнiсть xϕ(n) така що

xϕ(n) −−−−→
n→∞

x ∈ K

f : E → R неперервна, тому
f(xϕ(n)) = yϕ(n) → f(x)

Але, yn → m, тому yϕ(n) → m i yϕ(n) → f(x), тому m = f(x), m досягається.
Щоб показати, що M досягається, доказ iдентичний.

3.4 Часткова неперервнiсть (непотрiбно)

D ⊂ Rn f : D → R неперервна D вiдкрита

Нехай A = (a1, . . . , an) ∈ D, iснують вiдкритi iнтервали I1, . . . , In з ai ∈ Ii такi що I1 × . . .× In ⊂ D
Я можу покласти

fi(t) = f(a1, . . . , ai−1, t, ai+1, . . . , an) t ∈ Ii

Приклад 3.11.
n = 2 f1(t) = f(t, a2) f2(t) = f(a1, t)

A

f1

f2

Рис. 3.2: f є неперервною в A = (a1, a2)

Визначення 3.12. f є частково неперервною в A = (a1, . . . , an) якщо fi(t) є неперервними в ai (1 ≤
i ≤ n)

• неперервнiсть: f(x1, x2) −−−−−−−−−−→
(x1,x2)→(a1,a2)

f(a1, a1)

• часткова: f(x1, a2) −−−−→
x1→a1

f(a1, a2) та f(a1, x2) −−−−→
x2→a2

f(a1, a2)

• Гарне поняття: неперервнiсть передбачає часткову неперервнiсть (зворотне хибне)

Роздiл 3. ФУНКЦIЇ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ 33



Приклад 3.13.

f(x1, x2) =

{
x1x2

x2
1+x2

2
якщо (x1, x2) ̸= (0, 0)

0 якщо (x1, x2) = (0, 0)

неперервна на R2 \ {(0, 0)}

•• частково неперервна в (0, 0)

f(x1, 0) =

{
0 якщо x1 = 0

0 якщо x1 ̸= 0

f(0, x2) = 0∀x2

• не є неперервною в (0, 0):
x1 = r cos(θ) x2 = r sin(θ)

f(r cos(θ), r sin(θ)) =

{
0 якщо r = 0
r2 cos(θ) sin(θ)

r2 = cos(θ) sin(θ) якщо r ̸= 0

lim
r→0

f(r cos(θ), r sin(θ)) = cos(θ) sin(θ) ̸= 0 якщо θ ̸= 0, π,
π

2
, . . .
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Роздiл 4
Диференцiювання функцiй вiд кiлькох змiнних

4.1 Вступ
n = 1: як визначити f ′(x0)?

1. f ′(x0) = limx→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

2. DL: f(x) = f(x0) + a1(x− x0) + (x− x0)ε(x) де a1 = f ′(x0)

f : D → R D вiдкритий X0 ∈ D D ⊂ Rn

Визначення 4.1. f диференцiйовна в X0 у напрямку u⃗ ( ̸= 0⃗) якщо функцiя

g : R −→ R
t 7−→ g(t) = f(X0 + tu⃗).

диференцiйовна в t = 0

Iнакше кажучи, похiдна за напрямком (у напрямку вектора u⃗) задається так:

Duf(X0) = lim
t→0

f(X0 + tu⃗)− f(X0)

t
(4.1)

У випадку R ми мали визначення похiдної:

f ′(x0) = lim
t→0

f(x0 + t)− f(x0)

t

Напрямок був завжди той самий (вiсь x), це можна розглядати як взяття вектора u = (1) i використання
лише осi x як напрямку, i ми отримуємо рiвняння ( 4.1)

X0

u⃗

D

Рис. 4.1: Напрямна похiдна

e⃗1, . . . , e⃗n канонiчна база Rn, f має частиннi похiднi в X0, якщо f диференцiйовна в X0 за напрямками
e⃗1, . . . , e⃗n.

d

dt
f(X0 + te⃗i) |t=0

позначається
∂f

∂xi
(X0)

Натомiсть функцiя може бути диференцiйовною вусi напрямкив однiй точцi, алене бутипродовжується в
цiй точцi, ось
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Приклад 4.2.

f(x1, x2) =

{
1 якщо x2 = x2

1 i (x1, x2) ̸= (0, 0)

0 iнакше

11

0
0

0

00

0 u

Рис. 4.2: Приклад диференцiйовної, але не неперервної функцiї

f((0, 0) + tu⃗) = f(tu⃗) = 0

якщо t ̸= 0 i t малий, маємо, що f диференцiйовна в усiх напрямках.
Але, f не є неперервною в (0, 0):

Xn = (
1

n
,
1

n2
) Xn → (0, 0)

∀n, f(Xn) = 1 f(Xn) ̸−−−−→
n→∞

f(0, 0)

Визначення 4.3. Нехай D ⊂ Rn вiдкрита та X0 ∈ D, функцiя f : D → R є диференцiйовною в X0

якщо iснує вектор u⃗ ∈ Rn такий, що

f(X0 + X⃗) = f(X0) + u⃗ · X⃗ + ∥X⃗∥ε(X⃗)

де limX⃗→0⃗ ε(X⃗) = 0

Iнтуїцiя. Пропоную помiркувати над тим, що означає це визначення. Нагадаємо, що iнтуїтивно означає
похiдна у випадку Rn = R (n = 1). Iнтуїтивно, якщо збiльшити функцiю, яку ми диференцiюємо, вона
поводиться i виглядає як лiнiя. У випадку Rn = R2, якщо збiльшити функцiю, вона виглядає як площина.
Дiйсно, це i є iдея похiдної: якщо зробити маленький-маленький крок мурашки, перемiщення також буде
маленьким i рiвномiрним. Зi збiльшенням n, похiдна дає скаляри для побудови пiдпростору розмiрностi
n− 1 простору Rn.

Примiтка. Щоб показати, що функцiя диференцiйовна, достатньо показати, що її частиннi похiднi
неперервнi.

4.2 Обмежений Розклад першого порядку
Ця репрезентацiя похiдної як пiдпростору при збiльшеннi зображена за допомогою DL першого порядку.
З визначення 4.3, цей вектор u⃗ позначається ∇⃗f(X0) (градiєнт f в X0)

Твердження 4.4. f диференцiйовна в X0 ⇒ f диференцiйовна за всiма напрямками в X0, i тодi:

∇⃗f(X0) =

 ∂f
∂x1

f(X0)

. . .
∂f
∂xn

f(X0)


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у базисi e⃗1, . . . , e⃗n

Доведення. f є неперервною в X0 |u⃗ ·X| ≤ |u⃗||X|

1. неперервнiсть

|f(X0 +X)− f(X0)| ≤ |u⃗ ·X|+ ∥X∥|ε(X)|
≤ ∥X∥ (∥u⃗∥+ |ε(x)|) ≤ c∥X∥

отже: f(X0 +X) −−−→
X→0⃗

f(X0)

2. .

g(t) = f(X0 + tv⃗) = f(X0) + ∇⃗f(X0) · tv⃗ + ∥tv⃗∥ · ε(tv⃗)

= f(X0) + t∇⃗f(X0) · v⃗ + |t|∥v⃗∥ε1(t)

= f(X0) + t∇⃗f(X0) · v⃗

отже:
d

dt
f(X0 + tv⃗) |t=0= ∇⃗f(X0) · v⃗

(взяти v⃗ = e⃗1, . . . , e⃗n для координат ∇⃗f(X0))

Визначення 4.5.
D ⊂ Rn D вiдкрита f : D → R є C1 на D

Нехай D ⊂ Rn вiдкрита, тодi функцiя f : D → R є класу C1 на D якщо f є диференцiйовною в
кожнiй X ∈ D i функцiя

: D −→ Rn

X 7−→ ∇⃗f(X)

є неперервною.

Теорема 4.6. f класу C1 на D тодi i лише тодi, якщо f має неперервнi частиннi похiднi у кожнiй
точцi D.

Приклад 4.7.
f(X) = f(X0) + ∇⃗f(X0) · (X −X0) + ∥X −X0∥ε(X −X0)

лiнiйний
У R3: f(x, y, z)

S = {(x, y, z) : f(x, y, z) = 0}

S: поверхня в R3, X0 ∈ S дотична площина до S у X0, площина рiвняння:

f(X0) + ∇⃗f(X0) ·X = 0
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∇⃗f(X0)

x0

Рис. 4.3: Приклад диференцiйовної поверхнi

4.3 Екстремуми та критичнi точки

Визначення 4.8. Екстремум (локальний) f — це мiнiмум або максимум (локальний) f

• X0 є локальним максимумом f , якщо: ∃δ > 0 таке що

∀X ∈ D, f(X) ≤ f(X0) з d(X,X0) ≤ δ

• X0 є локальним мiнiмумом f , якщо: ∃δ > 0 таке що

∀X ∈ D, f(X) ≥ f(X0) з d(X,X0) ≤ δ

Визначення 4.9. Нехай f : D → R та X0 ∈ D, тодi якщо

∇⃗f(X0) = 0⃗

тому X0 є критичною точкою.

Iнтуїцiя. Зв’язок мiж екстремумами та критичною точкою:

1. щоб iснував екстремум, необхiдно, щоб iснувала хоча б одна критична точка – це необхiдний але не достатнiй
критерiй.

2. кожен локальний екстремум є критичною точкою

Критичнi точки falicites пошук локальних екстремумiв.

Теорема 4.10. Нехай f : D −→ R диференцiйовна, D вiдкрита i X0 ∈ D (iнакше, якщо D не вiдкрита,
потрiбно X0 ∈ Int(D)) тодi:

X0 локальний екстремум ⇒ X0 критична точка

Приклад 4.11. Не кожна критична точка є локальним екстремумом
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[ ]

1 ∈ [0, 1], 1 ̸∈]0, 1[
0 1

Рис. 4.4: Критична точка, яка не є локальним екстремумом

4.4 Частковi похiднi порядку ≥ 2

Визначення 4.12. Нехай D, тодi f : D → R є Ck якщо f : D → R є C1 i ∂xi
f : D → R є Ck−1

Визначення 4.13. Нехай α = (α1, . . . , αn) αi ∈ N. Покладемо

∂α
x f =

∂α1

∂xα1
1

· . . . · ∂αn

∂xαn
n

це позначення для похiдної вищого порядку.

∂

∂x1

∂

∂x2

∂

∂x1
f

?
=

∂2

∂x2
1

∂

∂x2
f

Теорема 4.14. Лема Шварца
Якщо f ∈ C2(D) тодi

∂2f

∂xi∂xj
(X) =

∂2f

∂xj∂xi
(X) ∀X ∈ D,∀i, j

Приклад 4.15. де функцiя має частковi похiднi вищого порядку, але
∂2f

∂xi∂xj
(X) ̸= ∂2f

∂xj∂xi
(X)

f(x1, x2) =

{
x1x2

x2
1−x2

2

x2
1+x2

2
якщо (x1, x2) ̸= (0, 0)

0 якщо (x1, x2) = 0

r2 sin(θ) cos(θ) cos(2θ) =
1

4
r2 sin(4θ)

Обчислимо
∂2f

∂x1
∂x2

(0, 0)? Це
∂

∂x1
g(x1) у x1 = 0 для g(x1) =

∂f

∂x2
(x1, x2)|x2=0. Обчислення g(x1):

1. якщо x1 ̸= 0 ∂f
∂x2

(x1, x2) = x1
x2
1−x2

2

x2
1+x2

2
, отже якщо x1 ̸= 0 ∂f

∂x2
(x1, 0) = x1

2. якщо x1 = 0 f(0, x2) = 0

Висновок:
∂f

∂x2
(x1, 0) = x1 ∀x1

отже:
∂

∂x1

∂

∂x2
f(0, 0) = 1
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∂

∂x2

∂

∂x1
f(0, 0) =?. Бачимо, що, f(x2, x1) = −f(x1, x2) отже

∂

∂x2

∂

∂x1
f(0, 0) = − ∂

∂x1

∂

∂x2
f(0, 0) = −1

4.5 Формула Тейлора другого порядку

Визначення 4.16. Нехай f ∈ C2(D). Гессiанна матриця: матриця n× n

Hf (X0) =
[

∂2

∂xi∂xj
(X0)

]
1 ≤ i, j ≤ n

Лема 4.14 дає нам, що Hf (X0) є симетричною якщо f ∈ C2(D)

Нагадаємо:

∇⃗f(X0) =


∂f
∂x1

(X0)
...

∂f
∂xn

(X0)



Теорема 4.17. Теорема Тейлора другого порядку
Нехай f ∈ C2(D), X0 ∈ D. Тодi

f(X0 + X⃗) = f(X0) + ∇⃗f(X0) · X⃗ +
1

2
X⃗ ·Hf (X0)X⃗

приклад у R1

f(x0 + x) = f(x0) + f ′(x0)x+
1

2
f ′′(x0)x

2 + . . .

Iнтуїцiя. Отже, гессiанська матриця слугує для обчислення похiдної другого порядку.

4.6 Нагадування з лiнiйної алгебри та зв’язок з аналiзом

X⃗ ·AX⃗ =
∑

1≤i,j≤n

xiai,jxj

Якщо X⃗ =

x1

...
xn

 A =
[
ai,j
]

маємо: X 7→ X ·AX для вивчення. Якщо A = AT , A ∈ Mn(R)

"A допускає ортонормований базис власних векторiв"

Iснує базис u⃗1, . . . , u⃗n з Rn з u⃗i ·u⃗j = δi,j (1 якщо i = j i 0 в iншому випадку) та дiйснi числа λ1, . . . , λn(λi =
λj можливо) такi, що

Au⃗i = λiu⃗i

X⃗ =

n∑
j=1

yj u⃗j

X⃗ · u⃗i =

n∑
j=1

yj u⃗j u⃗i = yi
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∥X⃗∥2 = X⃗ · X⃗ =

 n∑
j=1

yj u⃗j

 ·

(
n∑

i=1

yiu⃗i

)

=

n∑
j=1

n∑
i=1

yjyiu⃗j · u⃗i

=

n∑
j=1

y2j

AX⃗ = A

n∑
j=1

yj u⃗j =

n∑
j=1

yjAu⃗j =

n∑
j=1

λjyj u⃗j

X⃗ ·AX⃗ =

n∑
i=1

λiy
2
i

1. якщо λi > 0 (1 ≤ i ≤ n)
C = minλi > 0

X ·AX ≥ C

n∑
i=1

y2i = C∥X∥2

2. якщо λi < 0 (1 ≤ i ≤ n)
−C = maxλi < 0

X ·AX ≤ −C∥X∥2

Приклад 4.18. n = 2
f(y1, y2) = −y21 + 3y22

λ1 = −1 λ2 = 3

f(y1, 0) < f(0, 0) < f(0, y2)

4.7 Природа критичних точок

Теорема 4.19. (Природа критичних точок)
Нехай f ∈ C2(D), X0 ∈ D, D вiдкрита i ∇⃗f(X0) = 0⃗

1. якщо всi власнi значення Hf (X0) є > 0 (вiдп. < 0) X0 є мiнiмумом (вiдп. максимумом) локаль-
ним.

2. якщо всi власнi значення Hf (X0) є ненульовими але не одного знаку, X0 не є локальним екс-
тремумом: X0 є сiдловою точкою (точкою перегину).

3. якщо 0 власних значень Hf (X0), висновок неможливий, (X0 вироджена критична точка) тобто
нiчого не можна зробити висновок

Доведення. Доказ теореми 4.19

f(X0 +X)− f(X0) =
1

2
X ·Hf (X0)X + ∥X∥2ε(X)

.

1. якщо λi > 0 1
2X ·Hf (X0)X ≥ C∥X∥2 C > 0

f(X0 +X)− f(X0) ≥ ∥X∥2(C + ε(X)) ≥ C

2
∥X∥2 якщо ∥X∥ досить малий
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⇒ X0 локальний мiнiмум

2. якщо λ1 < 0 i λ2 > 0
Hf (X0)u⃗i = λiu⃗i

f(X0 + tu⃗i) = f(X0) +
1

2
λit

2 + t2ε(t)

ε(tu⃗i) = ε(t)

f(X0 + tu⃗i)− f(X0) = t2(
1

2
λi + ε(t))

якщо i = 1 < 0 |t| малий, i = 2 > 0 |t| малий, тодi X0 не є локальним екстремумом

Приклад 4.20.

f(x, y) =
1

2
(x2 − y2)

Hf (0, 0) =

(
1 0
0 −1

)
If = {(x, y, z) : z =

1

2
(x2 − y2)}

z

x

y

UN COL

Рис. 4.5: Приклад сiдлової точки.

Червонi лiнiї представляють частковi похiднi, i ми бачимо, що однi зростають, а iншi спадають,
тому ця точка не є нi мiнiмумом, нi максимумом

Приклад 4.21. n = 2

A =

(
a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

)
(a1,2 = a2,1)
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Власнi значення: коренi характеристичного пол.:

P (λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣a1,1 − λ a1,2
a2,1 a2,2 − λ

∣∣∣∣ = (λ− a1,1)(λ− a2,2)− a1,2a2,1

λ2 − (a1,1 + a2,2)λ+ a1,1a2,2 − a2,1a1,2

a1,1 + a2,2 = Tr(A)

a1,1a2,2 − a2,1a1,2 = det(A)

x2 − Sx+ P = x2 − (λ1 + λ2)x+ λ1λ2

det(A) = добуток власних значень
Tr(A) = сума власних значень

A = Hf (X0)

1. якщо det(A) < 0, X0 сiдлова точка

2. якщо det(A) > 0

(а) Tr(A) > 0, X0 мiнiмум

(б) Tr(A) < 0, X0 максимум

3. det(A) = 0, X0 вироджена критична точка

4.8 Ланцюгове правило диференцiювання

Визначення 4.22. Нехай f : Rn → R неперервна функцiя, що диференцiюється, та функцiї g1 : R →
R, . . ., gn : R → R диференцiйовнi та неперервнi функцiї, i

h : R −→ R
t 7−→ h(t) = f(g1(t), g2(t), . . . , gn(t))

тодi

h′(t) =
∂g1
∂h

g′1(t) +
∂g2
∂h

g′2(t) + . . .+
∂gn
∂h

g′n(t)

Визначення 4.23. Нехай f : Rn → R неперервна диференцiйовна функцiя та функцiї g1 : Rp → R,
. . ., gn : Rp → R диференцiйовнi функцiї тобто

∀i ∈ {1, . . . , n}, gi : Rp −→ R
(t1, . . . , tn) 7−→ gi(t1, . . . , tn)

та

h : Rn −→ R
(x1, . . . , xn) 7−→ h(g1(t1, . . . , tp), . . . , gn(t1, . . . , tp)).

тодi
∂h

∂ti
=

∂h

∂x1

∂g1
∂ti

+ . . .+
∂h

∂xn

∂gn
∂ti
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Роздiл 5
Нормованi векторнi простори

5.1 Вступ

Визначення 5.1. Нехай E — K-векторний простiр i λ ∈ R, норма на E є вiдображенням N : E → R+

з:

1. N(λu) = |λ|N(u) u ∈ E

2. N(u+ v) ≤ N(u) +N(v)

3. N(u) = 0 ⇔ u = 0E

напiвнорма: 1 i 2 тiльки.

Ми можемо iнтерпретувати 2 як:
|N(u)−N(v)| ≤ N(u− v)

Твердження 5.2. Iндуктована норма: Якщо F ⊂ E є векторним пiдпростором, я обмежую N до
F , тодi (F,N) є нормованим векторним простором.

Приклад 5.3. E = Kn з x = (x1, . . . , xn) ∈ E

• ∥x∥1 =
∑n

i=1 |xi|

• ∥x∥2 =
(∑n

i=1 |xi|2
) 1

2

• ∥x∥∞ = max1≤i≤n |xi|

• ∥x∥p = (
∑n

i=1 |xi|p)
1
p з 1 ≤ p < ∞

Твердження 5.4. Трикутна нерiвнiсть для p > 2 називається нерiвнiсть Мiнковського:(
n∑

i=1

|xi + yi|p
) 1

p

≤

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

+

(
n∑

i=1

|yi|p
) 1

p

Визначення 5.5. Нехай U множина та E = {f : U → K обмежена}

∥f∥∞ = sup
x∈U

|f(x)| норма на E
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Визначення 5.6. R([a, b],K) = { тi f : [a, b] → K iнтегровнi за Рiманома }
аФункцiя є iнтегровною за Рiманом (не обов’язково неперервна), якщо можна обчислити площу, використовуючи

iнтегрування за сумами Рiмана. Тодi, якщо f розривна, вона є iнтегровною за Рiманом, якщо розрив є незначним.

Приклад 5.7.

∥f∥p =

(∫ b

a

|f(x)|p dx

) 1
p

з 1 ≤ p < ∞

∥.∥p є напiвнормою на R([a, b],K) (нерiвнiсть Мiнковського). ∥f∥p = 0 не означає, що f = 0 (напр.:
[a, b] = [−1, 1], f(x) = x, p = 3).

∥u+ v∥p ≤ ∥u∥p + ∥v∥p

На E = C([a, b],K), ∥.∥p є нормою: якщо f : [a, b] → K неперервна i
∫ b

a
|f(x)|p dx = 0 тодi f(x) = 0∀x ∈

[a, b]

Приклад 5.8. E = KN множина послiдовностей u зi значеннями в K

u = (u1, u2, . . . , un, . . .)

для 1 ≤ p < ∞
lp(N,K) = {(un) :

∑
n∈N

|un|p є збiжною }

∥u∥p =

( ∞∑
n=0

|un|p
) 1

p

є нормою на lp(N,K)
p = ∞ l∞(N,K) = {u обмежена }

∥u∥∞ = sup
n∈N

|un|

5.2 Топологiя нормованих векторних просторiв

Твердження 5.9. Нехай (E, ∥.∥) нормований векторний простiр з

d(u, v) = ∥u− v∥

вiдстань на E (iндукована ∥.∥), тодi (E, d) є метричним простором.

Визначення 5.10. Повний нормований векторний простiр називається банаховим простором.

Випадок скiнченної вимiрностi:

1. Будь-який нормований векторний простiр скiнченної розмiрностi є повним (нагадування: пропозицiя
2.43) (див. нижче)

2. Якщо E скiнченновимiрного:

K компактний ⇔ K замкнений та обмежений
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Лема 5.11.
(C([0, 1],R), ∥.∥1)

не є повним.

Доведення. Побудуємо послiдовнiсть неперервних функцiй (fn)n∈N на [0, 1], яка сходиться за нормою
∥ · ∥1 до розривної функцiї f . Це покаже, що границя цiєї послiдовностi за нормою ∥ · ∥1 не належить
до C([0, 1],R), отже, цей простiр не є повним.

0

1

1
1
2

1
2 − 1

n
1
2 + 1

n

f
fn

Рис. 5.1: Лема з неповним простором

Визначення послiдовностi (fn) : для кожного n ∈ N визначимо fn : [0, 1] → R як

fn(x) =


0 якщо x ≤ 1

2 − 1
2n ,

2n
(
x− 1

2 + 1
2n

)
якщо 1

2 − 1
2n < x < 1

2 + 1
2n ,

1 якщо x ≥ 1
2 + 1

2n .

Кожна fn є неперервною на [0, 1], оскiльки вона є кусково-афiнною з неперервними з’єднаннями.

Визначення граничної функцiї : покладемо

f(x) =


0 якщо x < 1

2 ,

1 якщо x > 1
2 ,

довiльне значення якщо x = 1
2 .

Тодi f є розривною в x = 1
2 , отже f /∈ C([0, 1],R).

Збiжнiсть (fn) до f за нормою ∥ · ∥1 :
Маємо

∥fn − f∥1 =

∫ 1

0

|fn(x)− f(x)| dx.

Але fn(x) = f(x) скрiзь, крiм iнтервалу
[
1
2 − 1

2n ,
1
2 + 1

2n

]
довжиною 1

n , i на цьому iнтервалi |fn(x)−
f(x)| ≤ 1, тому :

∥fn − f∥1 ≤
∫ 1

2+
1
2n

1
2−

1
2n

1 dx =
1

n
−−−−→
n→∞

0.
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Таким чином, fn → f за нормою ∥ · ∥1.

Наслiдок : послiдовнiсть (fn) є послiдовнiстю Кошi в (C([0, 1],R), ∥ · ∥1), оскiльки :

∥fn − fp∥1 ≤ ∥fn − f∥1 + ∥f − fp∥1 ≤ 1

n
+

1

p
−−−−−→
n,p→∞

0.

Однак, границя f не є неперервною, отже f /∈ C([0, 1],R).

Висновок : Iснує послiдовнiсть Кошi в (C([0, 1],R), ∥ · ∥1), яка не сходиться в цьому просторi.
Отже, цей простiр не є повним.

Лема 5.12. У E = l1(N,R) з

∥u∥1 =

∞∑
n=0

|un|

Bf (0, 1) не є компактним.

Доведення. Побудуємо послiдовнiсть елементiв з Bf (0, 1) без збiжної пiдпослiдовностi.

u ∈ E u : N → R

Я позначаю u(p) замiсть up послiдовнiсть у E позначена (un), un ∈ E. un(p) p-й член un. Я покладаю

un(p) = δn,p =

{
1 якщо n = p

0 iнакше

∥un∥1 =

∞∑
p=0

|un(p)| = |un(n)| = 1

Отже un ∈ Bf (0, 1)∀n.
Якщо v ∈ l1(N,R)

|v(p)| ≤
∞∑
p=0

|v(p)| = ∥v∥1

якщо ∥vn− v∥1 −−−−→
n→∞

0 тодi ∀p, vn(p) → v(p). Припустимо, що (vn) = (uϕ(n)) є пiдпослiдовнiстю (un),
яка збiгається до v для ∥.∥. Я фiксую p ∈ N, vn(p) = uϕ(n)(p) −−−−→

n→∞
v(p), але vn(p) −−−−→

n→∞
0, отже

v(p) = 0∀p. v: нульова послiдовнiсть, також

∥vn∥1 = 1∀n та ∥vn∥1 −−−−→
n→∞

∥v∥1

протирiччя

5.3 Еквiвалентнi норми

Визначення 5.13. Двi норми N1 та N2 на E є еквiвалентними (N1 ∼ N2) якщо ∃c1, c2 > 0 такi що

• N1(u) ≤ c1N2(u) ∀u ∈ E

• N2(u) ≤ c2N1(u) ∀u ∈ E

∃c > 0 така що
cN1(u) ≤ N2(u) ≤ cN1(u)
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Примiтка 5.14. Якщо N1 ∼ N2 i N2 ∼ N3, тодi N1 ∼ N3

Визначення 5.15. Норми N1 i N2 є топологiчно еквiвалентними, якщо вони визначають однi й
тi ж вiдкритi множини.

Теорема 5.16. Нехай N1, N2 двi норми, тодi:

N1, N2 топологiчно еквiвалентнi ⇔ N1, N2 еквiвалентнi

Приклад 5.17. 1. E = C([0, 1],R)

2. ∥f∥∞ = supx∈[0,1] |f(x)|

3. ∥f∥1 =
∫ 1

0
|f(x)| dx

Зауважимо, що ∥f∥1 ≤ ∥f∥∞. Чи ∃c > 0 така що

∥f∥∞ ≤ c∥f1∥∀f ∈ E

? Щоб це побачити, побудуємо послiдовнiсть (fn) в E така що ∥fn∥1 → 0 але ∥fn∥∞ ̸→ 0

Теорема 5.18. Нехай E простiр скiнченної вимiрностi. Тодi всi норми на E є еквiвалентними.

Доведення. Оскiльки E є скiнченновимiрним, iснує базис E i, отже, лiнiйний iзоморфiзм мiж E та
Rn (або Cn). Як наслiдок, ми можемо звести задачу до вивчення норм на Rn.

Розглянемо норму ∥ · ∥1 на E та визначимо вiдповiдну одиничну сферу:

S = {x ∈ E : ∥x∥1 = 1}.

У скiнченновимiрному просторi одинична сфера S є компактною (це базується на тому фактi, що в
Rn замкнутi та обмеженi множини є компактними).

Функцiя
f : S → R, f(x) = ∥x∥2

є неперервною, оскiльки ∥·∥2 є нормою (а отже, неперервною функцiєю). За теоремою Вейєрштрасса,
f досягає своїх границь на S. Отже, iснує:

• Мiнiмум m = minx∈S f(x) > 0 (строгiсть m > 0 пояснюється тим, що x ̸= 0 для x ∈ S).

• Максимум M = maxx∈S f(x).

Нехай x ∈ E довiльний, x ̸= 0. Запишемо x = ∥x∥1 y, де y = x
∥x∥1

належить S. Тодi,

∥x∥2 = ∥x∥1 ∥y∥2.

Однак, оскiльки y ∈ S, ми маємо
m ≤ ∥y∥2 ≤ M.

Отже,
m ∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ M ∥x∥1.

Поклавши c = m та C = M , ми отримуємо саме еквiвалентнiсть норм.
Для x = 0 нерiвнiсть є тривiальною, оскiльки ∥0∥1 = ∥0∥2 = 0.
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5.4 Доповнення до нормованих векторних просторiв

5.4.1 Послiдовностi функцiй
X множина (X ⊂ R), fn : X → R(C) та (fn)n∈N. Корисно для подальшого роздiлу: B(X,R) позначає
множину функцiй f : X → Rобмеженi

5.4.2 Збiжнiсть проста:

Визначення 5.19. (fn)n∈N просто збiгається до f якщо ∀x0 ∈ X, fn(x0) −−−−→
n→∞

f(x0) (не походить вiд
норми).

5.4.3 Рiвномiрна збiжнiсть:

Визначення 5.20. f ∈ B(X,R) якщо supx∈X |f(x)| = ∥f∥∞ < ∞ (f обмежена на X).
Рiвномiрна збiжнiсть: ∀ε > 0,∃N ∈ N така що ∀n ≥ N∀x ∈ X|fn(x)− f(x)| < ε еквiвалентно

∀ε > 0∃N ∈ N така що ∀n ≥ N, ∥fn − f∥∞ < ε

fn → f в (B(X,R), ∥ · ∥∞)

Визначення 5.21. Рiвномiрна границя неперервних функцiй: X = [a, b], C([a, b],R) ⊂ B([a, b],R)(пiдпростори
векторiв). C([a, b],R) є замкненим у (B([a, b],R), ∥ · ∥∞)

5.4.4 Ряди зi значеннями у нормованому векторному просторi.

Визначення 5.22. Нехай (E, ∥·∥∞) н.в.п.а, (un)n∈N послiдовнiсть в E. Ряд
∑

un збiгається в (E, ∥·∥),
якщо послiдовнiсть SN =

∑N
n=0 un збiгається в (E, ∥ · ∥). limN→∞ SN , що позначається

∑∞
n=0 un(∈ E)

анормований векторний простiр

Примiтка 5.23. Якщо
∑

un i
∑

vn сходяться, тодi

•
∑

un + vn сходиться i
∑

λun сходиться

•
∑∞

n=0 un + vn =
∑∞

n=0 un +
∑∞

n=0 vn

•
∑∞

n=0 λun = λ
∑∞

n=0 un

5.4.5 Нормальна збiжнiсть

Визначення 5.24.
∑

un нормально збiгається в (E, ∥ · ∥) якщо
∑

∥un∥ збiгається в R.

Приклад 5.25. E = R, ∥x∥ = |x|. Нормальна збiжнiсть = абсолютна збiжнiсть (
∑

un збiгається)

Приклад 5.26.
∑

un може збiгатися, не збiгаючись нормально, як: un = (−1)n

n
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Теорема 5.27. Якщо (E, ∥ · ∥) є повним, будь-який нормально збiжний ряд є збiжним i

∥
∞∑

n=0

un∥ ≤
∞∑

n=0

∥un∥

Доведення. Sn =
∑n

k=0 uk i Tn =
∑n

k=0 ∥uk∥

n > p ∥Sn − Sp∥ = ∥
n∑

k=p+1

uk∥ ≤
n∑

k=p+1

∥uk∥ = Tn − Tp = |Tn − Tp|

(Tn) збiгається в R, тому (Tn) є Кошi:

∀ε > 0,∃N така що ∀n > p ≥ N |Tn − Tp| ≤ ε

тому (Sn) є Кошi в (E, ∥ · ∥). E повний: (Sn) збiгається до S ∈ E.

5.5 Неперервнi лiнiйнi вiдображення
Для будь-якої секцiї BE позначає кулюзакритий!

Нехай E,F два нормованi векторнi простори з ∥ · ∥E та ∥ · ∥F вiдповiдними нормами,

• A ∈ L(E,F )

• λA ∈ L(E,F ) i λAx = λ(Ax)

• A+B ∈ L(E,F ) i (A+B)x = Ax+Bx

• 0x = 0F ∀x ∈ E

L(E) = L(E,E)

• (AB)x = A(Bx) де AB = A ◦B

• (λA)B = λ(AB)

• A(B + C) = AB +AC

• (A+B)C = AC +BC

• 0A = 0

• AB ̸= BA (загалом)

• A(BC) = (AB)C

Теорема 5.28. Нехай A ∈ L(E,F ). Наступнi властивостi є еквiвалентними:

1. A : E → F є неперервною

2. A є неперервною в 0E

3. ∃C ≥ 0 таке що
∥Ax∥F ≤ C∥x∥E ∀x ∈ E

це називається, що A є обмеженою

4. A є обмеженою на BE(0, R) ∀R > 0

Кажуть, що A є обмеженою (якщо A є неперервною та лiнiйною)
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Доведення. • 1) ⇒ 2) : очевидно

• 2) ⇒ 3) :

– Гiпотеза: ∀ε > 0,∃δ > 0 таке що ∥x− 0E∥E ≤ δ ⇒ ∥Ax−A0E∥F ≤ ε ∥x∥E ≤ δ ⇒ ∥Ax∥F ≤ ε

– ε = 1∃δ > 0 таке що ∥x∥E ≤ δ ⇒ ∥Ax∥F ≤ 1

– Нехай x ∈ E i x ̸= 0E

– y = δ
∥x∥E

x тому ∥y∥E = δ ⇒ ∥Ay∥F ≤ 1

– Ay = δ
∥x∥E

Ax i A лiнiйне

– ∥Ay∥F = δ
∥x∥E

∥Ax∥F ≤ 1 ⇒ ∥Ax∥F ≤ 1
δ ∥x∥E

• 3) ⇒ 1)

– Я фiксую x0 ∈ E. потрiбно перевiрити: A неперервне в x0?

– ∥Ax−Ax0∥F = ∥A(x− x0)∥F ≤ C∥x− x0∥E
– Отже, якщо ∥x− x0∥E ≤ ε

c = δ(ε), ∥Ax−Ax0∥F ≤ ε

Позначення.
B(E,F ) = {A ∈ L(E,F ) : A неперервна }

B(E,E) = B(E)

Лема 5.29. Якщо E є скiнченновимiрним, то

L(E,F ) = B(E,F )

Це неправда, якщо dimE = ∞

Доведення. (e1, . . . , en) база для E. На E всi норми є еквiвалентними.

• ∥x∥E задана норма.

• ∥x∥∞ = max1≤i≤n |xi|

де x =
∑n

i=1 xiei

∥Ax∥F = ∥
n∑

i=1

xiAei∥ =

n∑
i=1

|xi|∥Aei∥F

∥Ax∥F ≤ ∥x∥∞ ×
n∑

i=1

∥Aei∥F = C∥x∥∞

(∥x∥∞∥ ≤ C ′∥x∥E). Отже: ∥Ax∥F ≤ CC ′∥x∥E . Тодi: A ∈ B(E,F )

5.5.1 Норма на B(E,F )

Теорема 5.30. Нехай A ∈ B(E,F ), покладемо ∥A∥ = sup
x∈E,∥x∥E≤1

∥Ax∥F = sup
x∈BE(0,1)

∥Ax∥F

1. ∥ · ∥ є нормою на B(E,F ) називається рiвномiрною нормою.

2. Маємо: ∥Ax∥F ≤ ∥A∥∥x∥E ∀x ∈ E

3. ∥A∥ = найменша константа C така що ∥Ax∥F ≤ C∥x∥E ∀x ∈ E
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Примiтка 5.31. 1. Можна записати ∥A∥B(E,F ) замiсть ∥A∥

2. Iнодi зустрiчається |||A||| для ∥A∥

3. Нехай I+ = множина C ≥ 0 така що ∥Ax∥F ≤ C∥x∥E ∀x ∈ E.
I+ ̸= ∅ (оскiльки A ∈ B(E,F )) та I+ ⊂ [0,+∞[. (2) та (3) говорять, що ∥A∥ є найменшим
елементом I+

inf I+ = min I+ = ∥A∥

Доведення. 1. A ∈ B(E,F ) ⇔ supx∈BE(0,1) ∥Ax∥F < ∞ ⇔ ∥A∥ добре визначена.

∥(A+B)x∥F = ∥Ax+Bx∥F ≤ ∥Ax∥F + ∥Bx∥F
⇒ sup

x∈BE(0,1)

∥(A+B)x∥F ≤ sup
x∈BE(0,1)

∥Ax∥F + sup
x∈BE(0,1)

∥Bx∥F

∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥ та A,B ∈ B(E,F ) ⇒ A+B також

∥λA∥ = |λ|∥A∥ та A ∈ B(E,F ) ⇒ λA також

Якщо ∥A∥ = 0, тодi ∥Ax∥F = 0∀x ∈ BE(0, 1) ⇒ Ax = 0F∀x ∈ BE(0, 1)

Ax = ∥x∥EA
x

∥x∥E

Ax = 0F∀x ∈ E ⇒ A = 0L(E,F )

C ∈ I+ якщо ∥Ax∥F ≤ C∥x∥E ∀x ∈ E

∥A∥ ∈ I+ ⇒ ∥Ax∥F ≤ ∥A∥∥x∥E∀x

• Очевидно, якщо x = 0E .

• Якщо x ̸= 0E , y = x
∥x∥E

∈ BE(0, 1) тому

∥Ay∥F =
1

∥x∥E
∥Ax∥F ≤ ∥A∥ ⇒ ∥Ax∥F ≤ ∥A∥∥x∥E

Нехай C ∈ I+ тому
∥Ax∥F ≤ C∥x∥E

тому ∥Ax∥F ≤ C ∀x ∈ BE(0, 1), тому ∥A∥ ≤ C, тодi

∥A∥ = min I+ = "найкраща константа C"

Приклад 5.32. E = C([a, b],R), ∥f∥∞ = supx∈[a,b] |f(x)|, F = R, u ∈ C([a, b],R)

A : E −→ F

f 7−→ A(f) =

∫ b

a

f(x)u(x) dx.

A обмежений: потрiбно показати: ∃C ≥ 0 такий що∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)u(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ C sup
x∈[a,b]

|f(x)|

? ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)u(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)||u(x)| dx ≤
∫ b

a

∥f∥∞|u(x)| dx= ∥f∥∞
∫ b

a

|u(x)| dx
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C =

∫ b

a

|u(x)| dx пiдходить

(Насправдi ∥A∥ =
∫ b

a
|u(x)| dx). E = C1([0, 1],R) оснащений ∥f∥∞, F = R, Af = f ′(0) лiнiйний, але не

неперервний. Побудуємо послiдовнiсть (fn) в E така що ∥fn∥E −−−−→
n→∞

0 але ∥Afn∥F ̸→ 0

fn(x) =
1

n
sin(nx)

Твердження 5.33. Нехай A ∈ B(E,F ) та ∥A∥ = sup∥x∥E≤1 ∥A∥F рiвномiрна норма. ∥A∥ = найменший
c такий що

∥Ax∥F ≤ c∥x∥E ∀x ∈ E

Доведення. E = C([a, b],R) i ∥f∥1 =
∫ b

a
|f(x)| dx норма на C([a, b],R). Зафiксуємо m ∈ C([a, b],R) i

A : f → mf . Af(x) = m(x)f(x).

• A ∈ L(E) очевидно

• A ∈ B(E)?

Знайти c ≥ 0 таку що
∥Af∥1 ≤ c∥f∥1 ∀f ∈ E

∥Af∥1 =

∫ b

a

|m(x)f(x)| dx

|m(x)f(x)| ≤ |m(x)||f(x)| ≤ ∥m∥∞|f(x)|

∥m∥∞ = sup
x∈[a,b]

|m(x)|

∫ b

a

|m(x)f(x)| dx ≤ ∥m∥∞
∫ b

a

|f(x)| dx = ∥m∥∞∥f∥1

c = ∥m∥∞
Маємо: A ∈ B(E) i ∥A∥ ≤ ∥m∥∞. Покажемо, що ∥A∥ = ∥m∥∞

∥A∥ = sup
∥f∥1≤1

∥Af∥1
?
= ∥m∥∞ = sup I з I = {∥Af∥1 : ∥f∥1 ≤ 1}

Позначимо α = sup I

1. α верхня межа для I

2. ∃(an) an ∈ I з an −−−−→
n→∞

α

У нашому випадку:

• Мета: знайти послiдовнiсть fn ∈ E ∥fn∥1 ≤ 1 i ∥Afn∥1 → ∥m∥∞

an = ∥Afn∥1 ∥m∥∞ = sup функцiї |m| на [a, b].

• |m| неперервна: ∃x0 ∈ [a, b] такий, що ∥m∥∞ = |m|(x0)

|m|(x) = |m(x)|
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a bx0

fn

|m|

cn

1
n

Рис. 5.2: fn

|m(x)fn(x)| = |Af(x)| близько до |m(x0)||fn(x)|

∥fn∥1 = 1 якщо cn ≤ 2n

fn(x) =


0 якщо a ≤ x ≤ x0 − 1

2n

2n(1− n|x− x0|) якщо |x− x0| ≤ 1
2n

0 якщо x0 +
1
2n ≤ x ≤ b

−1 1
x0 − 1

n x0 +
1
n

0 x0

Рис. 5.3: fn

|m(x)fn(x)−m(x0)fn(x)| ≤ |m(x)−m(x0)||fn(x)| ≤ εn|fn(x)|

Там, де fn(x) ̸= 0 |x− x0| ≤ 1
n отже

|m(x)−m(x0)| ≤ εn εn −−−−→
n→∞

0

тодi m неперервна в x0.

∥Afn∥1 =

∫ b

a

|m(x)fn(x)| dx ≤
∫ b

a

|m(x)−m(x0)||fn(x)| dx+

∫ b

a

|m(x0)||fn(x)| dx

• 1 член: ≤ εn∥fn∥1 = εn

• 2 член: := ∥m∥∞∥fn∥1 = ∥m∥∞

Тодi:

∥fn∥1 = 1

∥Afn∥1 → ∥m∥∞
отже ∥A∥ = ∥m∥∞
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Твердження 5.34. Випадок B(E):
Якщо A,B ∈ B(E), A ◦B (позначений AB) ∈ B(E) i

∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥

(дуже корисно)

Доведення.

∥A Bx︸︷︷︸
Y

∥E ≤ ∥A∥∥Bx∥E ≤
c︷ ︸︸ ︷

∥A∥∥B∥ ·∥x∥E

отже ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥

Теорема 5.35. Якщо N1, N2 є двi норми на E. N1 i N2 топологiчно еквiвалентнi ⇔ N1 i N2 еквiва-
лентнi.

Доведення. E1 це (E,N1), E2 = (E,N2).
N1 i N2 топологiчно еквiвалентнi означає саме:

1. Id : E1 → E2 є неперервними

2. i Id : E2 → E1

Отже:

1. Ω вiдкрита щодо N2 ⇒ Ω вiдкрита щодо N1

2. Ω вiдкрита щодо N1 ⇒ Ω вiдкрита щодо N2

1. ⇔ N2(Id u)(= N2(u)) ≤ c1N1(u)

2. ⇔ N1(Id u)(= N1(u)) ≤ c2N2(u)

оскiльки Id неперервне i лiнiйне, тому обмежене ∃c таке що Id u︸︷︷︸
∈E2

≤ c u︸︷︷︸
E1

отже N2(Id u) ≤ cN1(u)

(1) i (2) ⇔ N1 i N2 еквiвалентнi.

5.6 Норма матриць
A ∈ Mn(C) ототожнений з A ∈ L(Cn)(Ax)i =

n∑
j=1

ai,jxj

 x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn

• (x|y) =
∑n

i=1 xiyi

• ∥x∥ = (x|x) 1
2 =

(∑n
i=1 |xi|2

) 1
2

Сумiжна матриця A∗ (A∗)i,j = (A)j,i

(x|Ay) = (A∗x|y) ∀x, y

5.6.1 Гарна норма на L(Cn) (або на Mn(C) )

∥A∥ рiвномiрна норма на L(Cn) (= B(Cn)) отримана з ∥ · ∥2
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Лема 5.36.

∥A∥ = ∥A∗∥ = ∥A∗A∥ 1
2

Доведення. ∥x∥2 = sup∥y∥2≤1 |(y|x)|. Отже:

∥A∥ = sup
∥x∥2≤1

∥Ax∥2 = sup
∥x∥2≤1,∥y∥2≤1

|(y|Ax)|

(y|Ax) = (A∗y|x) = (x|A∗y)

тому |(y|Ax)| = |(x|A∗y)|
∥A∥ = sup

∥x∥≤1,∥y∥≤1

|(x|A∗y)| = ∥A∗∥

∥A∗A∥ ≤ ∥A∗∥∥A∥ = ∥A∥2 = sup
∥x∥≤1

∥Ax∥2

∥Ax∥2 = (Ax|Ax) = (x|A∗Ax) ≤ ∥x∥∥A∗Ax∥ (Кошi-Буняковського)

≤ ∥x∥∥A∗A∥∥x∥ = ∥A∗A∥∥x∥2

∥Ax∥2 ≤ ∥A∗A∥∥x∥2

∥Ax∥2 ≤ ∥A∗A∥ 1
2 ∥x∥2 ⇒ ∥A∥2 ≤ ∥A∗A∥ 1

2

∥A∥ = ∥A∗A∥ 1
2

5.6.2 Як "обчислити"∥A∥?

Теорема 5.37. ∥A∥ = max1≤i≤n µi причому µi = λ
1
2
i де λ1, . . . , λn ∈ R+ власнi значення A∗A.

Доведення.
∥A∥ = ∥A∗A∥ 1

2

Треба показати: ∥A∗A∥ = max1≤i≤n λi (λi ≥ 0)

(AB)∗ = B∗A∗

(A∗A)∗ = A∗A∗∗ = A∗A

Нехай B = A∗A, B = B∗ i (x|Bx) = (x|A∗Ax) = (Ax|Ax) = ∥Ax∥2 ≥ 0. Отже:

∀x, (x|Bx) ≥ 0

Iснує о.н.б (u1, . . . , un) з Cn i λ1, . . . , λn ∈ R такi, що

Bui = λiui 1 ≤ i ≤ n

λi = (ui|λiui) = (ui|Bui) ≥ 0

Якщо u =
∑n

i=1 xiui ∥u∥2 =
∑n

i=1 |xi|2

Bu =

n∑
i=1

xiBui =

n∑
i=1

λixiui
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∥Bu∥2 =

n∑
i=1

λ2
i |xi|2 ≤ maxλ2

i ·
n∑

i=1

|xi|2 = maxλ2
i ∥u∥2

∥B∥ ≤ max
1≤i≤n

λi

Якщо λ1 = max1≤i≤n λi

∥Be1∥ = ∥λ1e1∥ = λ1∥e1∥ ≤ ∥B∥∥e1∥

тому ∥B∥ ≥ λ1

5.6.3 Як обмежити зверху ∥A∥

Твердження 5.38. Маємо: ∥A∥ ≤ ∥A∥HS де

∥A∥2HS =
∑

1≤i,j≤n

|ai,j |2

Доведення.
Mn(C) ∼ Cn×n

∥ · ∥HS канонiчна норма на Cn×n !

(Ax)i =

n∑
i=1

ai,jxj

(y|Ax) =

n∑
i=1

yi

n∑
j=1

ai,jxj =
∑

1≤i,j≤n

ai,jyixj

Нехай bi,j = yixj

(y|Ax) =
∑
i,j

bi,jai,j

|(y|Ax)| ≤

∑
i,j

|ai,j |2
 1

2

×

∑
i,j

|bi,j |2
 1

2

∑
i,j

|bi,j |2
 1

2

=

 ∑
1≤i,j≤n

|yi|2|xi|2
 1

2

=

 ∑
1≤i≤n

|yi|2
 1

2

×

 ∑
1≤j≤n

|xj |2
 1

2

= ∥y∥∥x∥

|(y|Ax)| ≤ ∥A∥HS∥x∥∥y∥ ⇒ ∥A∥ ≤ ∥A∥HS
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Роздiл 6
Система диференцiальних рiвнянь

(E)


x′
1(t) = a1,1x1(t) + . . .+ a1,nxn(t) + f1(t)

...
x′
n(t) = an,1x1(t) + . . .+ an,nxn(t) + fn(t)

x(t) = (x1, . . . , xn(t)) або

x1(t)
...

xn(t)



A = [ai,j ]1≤i,j≤n f(t) =

f1(t)
...

fn(t)


f : R −→ Cn

A 7−→ f(A) = Mn(C)

x′(t) = Ax(t) + f(t)

(H) x′(t) = Ax(t)

(C)

{
x′(t) = Ax(t) + f(t)

x(0) = x0 ∈ Cn

Розв’язок на I:f : I → Cn з I ⊂ R iнтервал (f вважається неперервною). x : I → Cn класу C1 така що (C)
виконується ∀t ∈ I

• Якщо n = 1 A = a ∈ C. Розв’язок (H): x(t) = etax0 з x0 ∈ C

ea =

∞∑
n=0

an

n!

Але:визначити eA

Теорема 6.1. Нехай A ∈ Mn(C) (A ∈ B(E) де (E, ∥ · ∥) повний!)

1. Ряд
∑

n∈N
An

n! збiгається в (Mn(C), ∥ · ∥), її сума
∑∞

n=0
An

n! позначається eA i називається експо-
нентою A.

2. ∥eA∥ ≤ e∥A∥

3. ∥eA −
∑N

n=0
An

n! ∥ ≤ ∥A∥N+1

(N+1)! e
∥A∥(≤ ∥A∥N+1

HS

(N+1)! e
∥A∥HS )

4. eAeB = eBeA якщо AB = BA
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5. BeA = eAB якщо AB = BA

Доведення. -

1. ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥ (бо ∥ · ∥ рiвномiрна норма!) тому ∥An∥ ≤ ∥A∥n.
∑

n∈N
∥A∥n

n! (числовий ряд!)
збiгається до e∥A∥ тому

∑
n∈N

An

n! збiгається нормально в Mn(C).

Mn(C) є повним (як B(E) якщо E є повним) тому
∑

n∈N
An

n! збiгається в Mn(C).

2. Також ОК

3.

∥eA −
N∑

n=0

An

n!
∥ = ∥

∞∑
n=N+1

An

n!
∥ ≤

∞∑
n=N+1

∥A∥n

n!

Позначимо f(x) = ex

f(x) =

N∑
n=0

f (n)(0)
xn

n!
+

xN+1

(N + 1)!
f (N+1)(y) (y мiж 0 та x)

x = ∥A∥

4.
eAeB = eA+B якщо AB = BA

(A+B)2 = A2 +AB +BA+B2 = A2 + 2AB +B2 ( якщо AB = BA)

(A+B)n =

n∑
p=0

Cp
nA

n−pBp

Такий самий доказ якщо A = a,B = b з a, b ∈ R

5. вправа

Примiтка 6.2.

A =

(
0 1
0 0

)
B =

(
0 0
1 0

)
AB =

(
1 0
0 0

)
BA =

(
0 0
1 0

)
A2 = 0 eA = I +A eB = I +B де I одинична матриця

eA =

(
1 1
0 1

)
eB =

(
1 0
1 1

)
eAeB =

(
2 1
1 1

)
eA+B =? A+B =

(
0 1
1 0

)
(A+B)2 = I

C = A+B C2p = I C2p+1 = C

eC =

∞∑
p=0

C2p

2p!
+

∞∑
p=0

C2p+1

(2p+ 1)!
= I

∞∑
p=0

1

2p!︸ ︷︷ ︸
=ch(1)

+C

∞∑
p=0

1

(2p+ 1)!︸ ︷︷ ︸
=sh(1)

eA+B = ch(1)I + sh(1)C =

(
ch(1) sh(1)
sh(1) ch(1)

)
̸= eA × eB

Роздiл 6. СИСТЕМА ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ 59



Твердження 6.3. A ∈ Mn(C) (або B(E))

1. etAesA = e(s+t)A s, t ∈ R

2. (etA)−1 = e−tA t ∈ R

3. d
dt (e

tA) = AetA t ∈ R

Доведення. -

1. OK, оскiльки tA комутує з sA

2. etAe−tA = e−tAetA = e0A = I тому (etA)−1 = e−tA

3. Обчислити: limε→0
e(t+ε)A−etA

ε =?

etA(
eεA − I

ε
)

eεA − I =

∞∑
n=1

(εA)n

n!
n = 1 + p

= εA×
∞∑
p=0

(εA)p

(p+ 1)!

= εA

(
I + ∥

∞∑
p=1

(εA)p

(p+ 1)!
∥

)
= εA (I +R(ε))

eεA − I
ε

= A+AR(ε)

подивимося: ∥AR(ε)∥ −−−→
ε→0

0 тодi limε→0
eεA−I

ε = A

∥AR(ε)∥ ≤ cε −−−→
ε→0

0

∥R(ε)∥ ≤
∞∑
p=1

εp∥A∥p

(p+ 1)!
= ε

∞∑
p=1

εp−1∥A∥p

(p+ 1)!
≤ εe∥A∥

Якщо |ε| ≤ 1
εp−1∥A∥p

(p+ 1)!
≤ ∥A∥p

p!

6.1 Застосування до систем ОД
(H) x′(t) = Ax(t)

Теорема 6.4. Множина Sol(H) розв’язкiв (H) задається

x(t) = etAx0 x0 ∈ Cn
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Нехай x(t) розв’язок

y(t) = e−tAx(t)

⇒y′(t) = −Ae−tAx(t) + e−tAx′(t)

= −Ae−tAx(t) + e−tAAx(t)

= 0

⇒y(t) = x0 ⇒ x(t) = etA

(E) x′(t) = Ax(t) + f(t)

x(t) = etAx0 +

∫ t

0

e(t−s)Af(s) ds

x(0) = x0

Доведення. Шукати x(t) у виглядi
x(t) = etAy(t)

Я знаходжу, що y′(t) = e−tAf(t)

y(t) = x0 +

∫ t

0

e−sAf(s) ds
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