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Abstract

Ce sont les notes prises en cours OLMA251 - Analyse et Géometrie fait par le professeur Christian Gérard.
Ces notes contient 'information prises pendant les CMs, mais aussi mon opinion, comprehension et les choses
apprises apart ce cours.

Ces notes sont traduites en Ukrainian et Anglais en utilisant Uoutil sci-trans-git [3]



CONTENTS

1 Introduction 3
1.1 Espaces R* C% . . . . . . . 3
1.2 Espace C% . . . . . . )
1.3 Distance sur R? . . . . . . . 6

2 Espaces métriques 8
2.1 Boules dans un espace métrique . . . . . . ... oL oL ool e 8
2.2 Parties bornées de (E,d) . . . . . . .. 9
2.3 Fonctions bornées . . . . . . . . L e e 11
2.4 Distance entre ensembles . . . . . . . . L e e e 11
2.5 Topologie des espaces MEtTiqUES . . . . . . . . . ..o e e 11
2.6 Algorithmes pour montrer qu’un ensemble est ouvert/fermé . . . . . .. ... ... L. 14
2.7 Intérieur, adhérent, frontiére . . . . . . . ..o 14

2.7.1 Intérieur . . . . . . .. e e e 14
2.7.2 Adhérent . . . . .. e 15
2.7.3 Frontiére . . . . . . . e e 16
2.8 Suite dans un éspace métrique . . . . . L. Lo o Lo 17
2.9 Suitesde Cauchy . . . . . . . . L e 18
2.10 Sous-SUItes . . . . .. e 20
2.11 Procédé de construction de Uintérieur et 'adhérence . . . . . . . . . .. ... ... ... .... 21
2.12 Compacité . . . . . . . e 24
2.12.1 Compacité dans R™ avec la distance usuelle . . . . . ... .. .. ... 27
2.13 Limites et continuité . . . . . . . . L L e 27
2.13.1 Limites . . . . . o e e 27

3 Fonctions de plusieurs variables 30
3.1 Imtroduction . . . . . . . . . . e 30
3.2 Comment montrer qu'un ensemble est ouvert ou fermé . . . . . . . .. ... ... ... L. 30
3.3 Lien avec la compacité . . . . . . . . ... 31
3.4 Continuité partielle (inutile) . . . . . . . . . L 32

4 Dérivation des fonctions de plusieurs variables 34
4.1 Introduction . . . . . . . . . . e e e e 34
4.2 DL alordre 1. . . . . . . o e 35
4.3 Extrema et points critiques . . . . . . . ..o 37
4.4 Dérivées partielles d’ordre > 2. . . . . . . L e 38
4.5 Formule de Taylor alordre 2 . . . . . . . .. ... L 39
4.6 Un rappel d’algébre linéaire et le lien avec 'analyse . . . . . . . .. . ... ... ... .. .... 39
4.7 Nature des points critiques . . . . . . . . ... 40
4.8 Larégle de dérivation en chaine . . . . . . . . . . . L oL Lo 42

5 Espaces vectoriels normés 43
5.1 Imtroduction . . . . . . . . . . 43
5.2 Topologie des espaces vectoriels normés . . . . . . . . ... Lo 44
5.3 Normes équivalentes . . . . . . . . L L 46
5.4 Compléments sur les espaces vectoriels normés . . . . . . . . . .. ... ... .. 48

5.4.1 Suites de fonctions . . . . . . . .. e 48



5.4.2 Convergence simple: . . . . . . ... 48

5.4.3 Convergence uniforme: . . . . . ... Lo e e 48
5.4.4 Séries & valeurs dans un espace vectoriel normé. . . . . . . . ... ... ... 48
5.4.5 Convergence normale . . . . . . . ... L e 48

5.5 Applications linéaires continues . . . . . . . . .. Lo 49
55.1 Normesur B(E,F) . . . . .. . 50

5.6 Lamnorme des matrices . . . . . . . . L e e e 54
5.6.1 Bonne norme sur L(C") (ousur M,(C) ) . . . . .. ... . 54
5.6.2 Comment "calculer" ||A|7 . . . . . 55
5.6.3 Comment majorer ||A|| . . . . . . .. 56

6 Systéme d’équation diffeérentielles 57
6.1 Application aux systéme I’ED . . . . . ..o 59

CONTENTS 2



| 1
CHAPTER

INTRODUCTION

1.1 Espaces R? C?

Definition 1.1.
RY = {X = (21,...,2q),%; € R}

Z1,...,xq coordonnées cartésiennes de X

Example 1.2. d = 2 coordonnées polaires:

T =17rcosf
y=rsinf
0<r<oco 0€l0,2n]

3%

Y
2 0]
1l r
4 g5
1 T 2 3
_1 1L

Definition 1.3. R? est un espace vectoriel sur R

X‘F?:(-’El'f'yla"wxd—’—yd)
AX = (Azq,...,Az9) AER
0g=0=(0,...,0)

Definition 1.4. Un produit scalaire:

X Y =z1y1 +xoys + ... zqyq = || X||||Y || cos(#) (ou O est une angle entre X et Y)

Intuition. Ce produit nous dit how closely the vectors point in the same direction (cosinus tend vers 1 quand
6 tend vers 0°, et cosinus tend vers 0 quand 6 tend vers 90°). Et ce produit nous permet d’avoir une projection



de X sur Y par la formule:
XY Y

Proj(X)=— " —
i vl
X -Y donne la longeur de X et Y ensemble, en divisant cette longeur par ||V (la longeur de Y') on obtient la

longeur de X sur Y, il nous reste de multiplier cette longeur par un vecteur unitaire(de longeur 1) qui pointe
dans la méme direction que Y, (on l'obtient par ”);—H)

Proposition 1.5. Produit scalaire respecte ces propriétés:

1. bilinaiarité A€ R

2. symétrie X - Y =Y - X
3. défini positif: X - X >0et X - X =0 X =04

Proposition 1.6. Cauchy-Schwarz:

X Y| < (X -X)3(Y-Y)?

Definition 1.7. La norme euclidienne d’un vecteur X est noté:

d 3
1
| X1 = (Zm?) =4y/zi+... +2%2=(X X)?
n=1

souvent noté || X||2

Intuition. Par le théoréme de Pythogore, c’est une longeur de ce vecteur.

Proposition 1.8. La norme suit ces propriétés:
L IAX]| = MIX]| X eR, AeER
2. | X +Y] < X]|+ Y] (inégalité triangulaire)
3. [|[X|| >0et || X]|=0< X =04

Proof. de (2)

IX+YP=(X+Y)- (X+Y)=X - (X+Y)+Y - (X+Y)=X -X+X-Y+Y -X+Y.Y
= [ XI1P +2X - Y + [V )2 < X2+ 201X Y+ 1Y) = (12X -+ 1Y)
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Definition 1.9. Une norme sur R? est une application N : R? — R tell que:
1. NOAX) = [M\N(X)
2. N(X+Y)<NX)+N(Y)
3. NX)>0et N(X)=0& X =04

Example 1.10.

d
I = 3 e

HMM=Q@MI

1.2 Espace C?

Definition 1.11.
C?={X = (x1,...,24): x; €C}

2€C Z=a—ib Zz=a’+b |z|=\/2_z=\/m
z=a+1b a=Rez, b=1Imz
ReX = (Rexy,...,Rexy) € R?
ImX = (Imz,...,Imzyg) € R

X =ReX+iImX
ecd €Rd4 €R4

C? est un espace vécrotiel sur C (méme formules avec A € C corps des scalaires)

Definition 1.12. Produit scalaire:

d
(X|Y) = Z Tiy; € C

Proposition 1.13. .

1. (X]Y) est "linéaire par rapport a Y"

e (ZIX+Y)=(2]X)+(2]Y)

(ZIAX)=XZ]|X) AeC
(ZIAX + 1Y) = MZ|X) + u(Z]Y)
o (X+Y[2)=(X]2)+(Y]Z)
e \X|Z)=X(X|2Z) XeC
e MNX +puY|Z)=XX|Z)+u(Y|Z)

d — d
ZZn =2 n lwl?
> 06t (X |X)—0<:>X—Od
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Proof. On a Cauchy-Schwarz:
(X1Y)

méme preuve qu’avant

On pose:

< (XIX)3(Y|Y)%

XTI (ou | X]2)

= (X|X)? = <Z m?)l

norme hilbertienne

IX]* = IIRGXII2 +i || Im X2

ecd

Lemma 1.14.

X

Autres normes sur C%

d
o | X[hi=2 x| XecC?

* || Xlloo = sup |zl
1<i<d

1.3 Distance sur R

[ X[ < sup{|(X[Y)[ : [[Y]| <1} (prendre Y =

€Rd

[ X1 = sup|(X|Y)]

Iy <t
Proof. [(X|Y)[ < IX[IIY) < I X si Y] <1
sup|(X|Y)]
ly|<1
Autre sens:
X 1
X#£0 Y= =X A= —
||X|| By
1Y) = AlIX] = X =1
HXII

1
(XJY) = (X m) = m(XlX) =X

sup{|(X[Y)|: Y] <1}

X
=T

On oublie norme et produit scalaire. On introduit la distance

qui suit ces propriétés:

1. d(X,Y) =d(Y, X) (symétrie)

Definition 1.15. Une distance est une application:

d:R*—R
(X,Y) — d((X,Y))

CHAPTER 1. INTRODUCTION 6



2. d(X,Y) <d(X,Z)4+d(Z,Y) (inég. triangulaire) VX,Y, Z
3. d(X,Y)>0 VX,YetdX,Y)=0&X=Y

Definition 1.16. La distance euclidienne

d(X,Y) =X Y| =

Example 1.17. Distances
1. d2(X,Y) = || X — Y2 (distance euclidienne sur R?)

2. dy(X,Y) = ||X - Y|,
doo(X,Y) = | X = Y]l

3. distance logarithmique sur R: d(a,b) = |b— a]

log(a)
1 =_—=
OglO(a’) IOg(IO)
z,y €]0,+00]
drog(#,y) = [10g10(3)]
i est une distance sur ]0, +00]
diog (100, 110) = log;o(1,1)
4. distance SNCF
Y2
YA
X Y

d(X,Y) distance usuelle dans R? on pose:

d(X,Y) si X,0,Y alignés

SXY) = {d(X, 0) + d(0,Y) sinon

Proposition 1.18. Soit E espace métrique et deux distances d; et ds. Les distances sont dites équivalentes
si Ja, b € R tel que:
Vx,yEE, adl(xay)§d2(x7y)§bdl(xvy)
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oHAPTER 2
CHAPTER

ESPACES METRIQUES

Definition 2.1. F muni d’une application de distance d (voir Definition 1.15) se note (F, d): espace métrique

Remark 2.2. si d; # dy (E,dy) n’a rien a faire avec (F,ds)

Remark 2.3. Retenir la version suivante de 'inégalité triangulaire:

ld(z, 2) — d(y, 2)| < d(z,y)

Remark 2.4. Distance induite:
Si (E,d) espace métrique et U C E. Je peux restreidnre d & U x U: (U, d) est aussi un éspace metrique.

2.1 Boules dans un espace métrique

Definition 2.5. (E,d) espace métrique. Soit zg € E et r >0
1. B(zo,7) ={z € E : d(zo,x) < r } boule ouverte de centre x¢, de rayon r

2. Bf(xo,r) = {z € E : d(xo,x) < r} boule fermée de centre z(, de rayon r

L.
2055555825255,
P ey
55525255535552525%5,
P
g
100000000000040000005050000,
£555555555255553525252555555%,
A s
A
15535525250550235257552525255%%,
Ay
153525355252525253555452525555540%,
A A s
5555255555504508052525257252505%2
A s s T T
‘ s A s ‘ ‘ ‘
T VI IIIIV 777777778777 777770777777777
PR A, o
1.5 B 2 s o s ol 1.5 1.5
. A R A s U A3 . .
A s
15255555555254508454242525555555%%
Ay s
A
Ay s
A
A
A
i A
A s
15525255538525555552
1035505045057
43545035555
S

(a) boules ouverte (i.e d(zo,x) <) (b) boules fermée (i.e d(zo,z) <)



Lemma 2.6. .

1. B(zg,0) = (0 (car impossible d’avoir des points qui en distance sont strictement plus petit que 0)
2. Bf(i‘(),O) = {1‘0}
3. B(zo,71) C By(xo,m1) C B(mo,72) si T <72

4. B(x1,71) C B(xo,7) si d(zo,z1) + 71 <7

Figure 2.2: Lemma 4

Proof. Je suppose que d(zg,z1) <r
Soit © € B(x1,r1) donc d(z1,z) < r1 & montrer: x € B(xo,7) (i.e d(xo,z) < r7)
L’inégalité triangulaire me dit:

d(xo, ) < d(xo, 1) + d(21,7)
<d(xzo,x1)+ri <7
=z € B(xg,T)

Example 2.7. 1. E=R, d(z,y)=|z—y]|

B(zo,r) =]zg — 1,20 + 7]

d 3
[ XTl2 = ( xf)
i=1

d
XN = =i
=1

[Xlloo = max |z;|
1<i<d

2. E=RY d=2,3, X=(z1,...,24q)

d(X,Y) = Y = X||2 = | XY |2
d1(X,Y), doo(X,Y)

Property. Dans R"

o doo(X,)Y) < di(X,Y) <ndoo(X,Y)

L4 doo(X7Y) S dQ(XaY) S \/ﬁdoo(Xay)
2.2 Parties bornées de (E,d)

CHAPTER 2. ESPACES METRIQUES 9



Definition 2.8. Soit A C E. A est bornée si AR > 0 et dzg € E tel que

AcC B(CL'07R)

Figure 2.3: Exemple d’un enesemble borné

Lemma 2.9. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
1. A est bornée
2. Vo € E,3r > 0 tel que A C B(xo,r)

3. Ir >0 tel que Vz,y € Aon ad(z,y) <r

Proof. de lemme

e (1)=(2):
Hyp: 3z, € E,3r € Etq A C B(x1,71)
Soit 29 € E. But: trouver r tel que A C B(xo,r) si z € A, on a: d(x1,7) <y
Je veux: d(zg,z) <7

d(xo,z) < d(zo,21) +d(x1,2) < d(xo,21) + 71 <7 sir>d(xg,z1)+711

Property. 1. Toute partie finie est bornée
2. Si A bornée et B C A alors B bornée

3. L’union d’un nombre fini de bornés est borné

Proof. de (3).
A1, ..., A, sont bornés. Je fixe zg € E, A; borné (1 < i < n), donc Ir; > 0 tel que 4, C B(xg, ;) si

CHAPTER 2. ESPACES METRIQUES 10



r = maxr;
1<i<n

A; C B(zo, 1), Vi= U A; C B(zo,)
i=1

2.3 Fonctions bornées

Definition 2.10. Soit B un ensemble. Une fonction F' : B — E est bornée si F(B) = {F(b) :be B} C E
est borné.

2.4 Distance entre ensembles

Definition 2.11. La distance entre deux ensembles A, B est:

d(A,B):= inf d(z,y)
r€A,yeB

Intuitivement, on cherche deux points x et y tel que la distance est la plus petite possible.

Definition 2.12. La distance entre un points z et un ensemble B est:

d(z,B) := zrezéd(m, Y)

La méme intuition.

Property. Ve € A, y € B, d(z,y) > d(A,B) et Ve > 0,3z € A, y € B tq d(z,y) <d(A,B) +¢

Figure 2.4: Distance entre ensembles

2.5 Topologie des espaces métriques

distance d(x,y) — boules B(xg,r) — ensembles ouverts

Definition 2.13. Soit (E, d) espace métrique.
1. U C FE est ouvert si Vzg € U, Ir > 0r(xg) tel que B(zg,r) CU
2. F C F est fermé si E \ F est ouvert

() est ouvert et E est ouvert. () est fermé et E est fermé.

CHAPTER 2. ESPACES METRIQUES 11



*2.993

E\F
B(2.993,0)
L]
0,0
B(wo, 5)
(a) Un ensemble fermé
A la borne, il est impossible de trouver une boules qui
appartient a F', car il est impossible d’avoir une boule (b) Un ensemble ouvert
ouverte de r = 0. Exemple: circle bleu foncé pour tout point pres de la borne on peut trouver une
Pour tout point dans E \ F on peut trouver une boule boule infiniment petite avec des points autour ce point

ouverte inclu dans U.

Figure 2.5: Démonstration des espaces ouverts et fermés

Remark 2.14. dans R les intervalles ouverts sont des ouverts (pareil pour fermés)

Remark 2.15. Une distance entre deux ensembles ouverts toujours existe et elle est infimum (qui n’est
jamais atteint)

Lemma 2.16. 1. B(xg, 7o) est ouvert.

2. By(zo,70) est fermé.

Proof. 1. Soit z1 € B(wg,70) (d(z0,71) < 70)-
But: touver r; > 0 tel que B(z1,71) C B(xo,70)?

x € B(xy1,r1): d(z1,2) <1
x € B(zg,r0) si d(zo,x) < 19

facile:

d(zg,x) < d(zg, 1) + d(z1, )
< d(xo,z1) + 7

< 7T si

r1 < rg—d(zg,x1) >0

CHAPTER 2. ESPACES METRIQUES 12



Example 2.17. bizzare.
Soit E =R, d(z,y) = |y — z|, A =]0, 1] ouvert, pas fermé dans R.

] [
1 [
0 1

Je regarde A comme partie de (A4,d). Comme A\ A = () qui est ouvert, donc A est fermé dans A. Par

contre, les bornes ne sont jamais atteints, alors A est ouvert dans (A, d).

Theorem 2.18. .

1. Soit U;, i € I une collection d’ouverts. Alors, U;c; U; est ouvert.
Translate: Une union quelconque des ensembles ouverts est ouvert.

2. Si Uy,...,U, sont ouverts
n
ﬂ U; est ouvert.
i=1

Translate: intersection finie des ensembles ouverts est ouvert.

1. Soit U;, i € I une collection de fermés. Alors, U;c; U; est fermé.
Translate: Une union quelconque des ensembles fermés est fermé.

2. SiUy,...,U, sont fermés
n
ﬂ U; est fermé.
i=1

Translate: intersection finie des ensembles fermés est fermé.

Proof. .
1. Soit z € U := | U;. 1l existe un ¢ noté ig tel que x € U;,, U;, est ouvert, donc Ir > 0 tel que
i€l
B(z,r)c U, CcU:= | U,.
i€l
2. SoitzeU:= () U.
1<i<n

On fixe i. x € U;, U; ouvert, donc Ir; > 0 tel que B(z,r) C U;, 1 < i < n, donc B(x,r) C U :

N U

1<i<n

CHAPTER 2. ESPACES METRIQUES
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2.6 Algorithmes pour montrer qu’un ensemble est ouvert/fermé

Montrer qu’un ensemble est ouvert

Montrer qu’un ensemble est fermé

e Utiliser la définition :

e Utiliser la définition : £\ V est ouvert.

e Caractérisation séquentielle : Toute suite
convergente dans V', sa limite est aussi dans V.

Ve eU,Ir >0 tel que B(z,r) CU

Montrer que £\ U est fermé. e Montrer que V est I'image réciproque d’un

fermé par une application continue.

Montrer que U est I'image réciproque d’un ou-

vert par une application continue. e Montrer que V est compact

Exprimer &/ comme une boule ouverte.

Ecrire U comme :

— une réunion d’ouverts ;

— une intersection finie d’ouverts.

U =Int(U).

Ecrire Y = I; x --- x I, avec I; ouvert.

2.7 Intérieur, adhérent, frontiére

2.7.1 Intérieur

Definition 2.19. Soit A C E.

1. xp € E est intérieur & A si 39 > 0 tel que:

B(I0,§) C A

2. Int(A) (intérieur de A) = tous les points intériers & A. (aussi noté A)

Intuition. Int(A) est un ensemble qui se trouve totallement dans A et qui est loin des bords de A.

Proposition 2.20. Int(A) est le plus grand ouvert inclus dans A. De maniére équivalente, Int(A) est
I'union de tous les ouverts inclus dans A.

Proof. 1. Int(A) C A: clair

2. Int(A) est ouvert:
Soit zg € Int(A).

But: trouver dy tel que B(xq,dp) C Int(A). Trouver dg tel que si d(xg,x) < &g alors x € Int(A) ?

Hyp: zo € Int(A). 361 > 0 tel que B(zg,d1) C A. On a vu que B(zo,d1) est ouvert. Je dis que
B(l‘o,(sl) C Int(A)

Preuve: Soit © € B(xg,01). B(zg,d1) ouvert, donc 3d2 > 0 tel que B(x,d2) C B(xg,01) C A. Donc
x € Int(A), donc B(zg,01) C Int(A).

Int(A) est ouvert.

3. Si U est ouvert et U C A alors U C Int(A)?
xo € U. U ouvert = 36 tel que B(z0,0) CU C A = xg € Int(A)

CHAPTER 2. ESPACES METRIQUES 14



x1, T € Int(A)
xo & Int(A)

Figure 2.6: Exemple d’un intérieur

2.7.2 Adhérent

Definition 2.21. Soit A C E.
1. zg € E est adhérent a A, si Vo > 0, B(xo,d) intérsecte A. (équivalent & d(zg, A) = 0)

2. Adh(A) (adhérence ou fermeture de A) = ensemble des points adhérents & A (aussi noté A)

Intuition. Adherent aide a completer des ensembles. Si A est ouvert, alors ses bords n’appartiennent pas a
A, mais ils appartiennent a Adh(A) .

Figure 2.7: Adhérent

Proposition 2.22. Adh(A) est le plus petit fermé qui contient A (U'intérsection de tous les fermés qui
contiennent A)

Proof. 1. A C Adh(A) clair

2. Adh(A) est fermeé?
On montre que E \ Adh(A) est ouvert.
zo € Adh(A) & V6 > 0, B(zg,0) NA#0
xo € Adh(A) & 359 > 0 tq B(zo,00) NA =0 < 35y > 0 tq B(wo,00) C E\ A & xo € Int(E\ A)

CHAPTER 2. ESPACES METRIQUES 15



Alors:

Definition 2.23. Soit A C B. On dit que A est dense dans B si B C Adh(A)
Soit xg € B, Ve > 03z, € A tel que d(zg,zc) < €

Example 2.24.
Q% = {(x,y) : x,y € Q} dense dans R?

Definition 2.25. alternative de densité. Soit A C B. A est dense dans B si toute boule ouverte de B
contient au moins un élémens de A.

2.7.3 Frontiére

Definition 2.26. Soit A C E. La frontiére de A (ou le bord de A) noté Fr(A) ou A c'est:

Adh(A) N Adh(E \ A)

Example 2.27. dans R

1. Int(Q) =0

2. Int(R\Q) =0
3. Adh(Q) =R

4. Adh(R\ Q) =R
5. Fr(Q) =R

6. Fr(R\ Q) =R

Example 2.28. E = {a,b, ¢} On pose:

e d(a,a) =d(b,b) =d(c,c) =0
e d(a,b) =d(b,a) =d(b,c) =d(b,c) =1
e d(a,c) =d(c,a) =2

B(a,2) = {a,b} = Adh(B(a,2))
By(a,2) ={a,b,c}

Proposition 2.29. 1. Int(A) C A C Adh(A)
2. E=Int(E\ A)UFr(A)UInt(A) (union disjointe)
3. E\ Int(A) = Adh(E\ A)

CHAPTER 2. ESPACES METRIQUES 16



4. E\ Adh(A) = Int(E \ A)
5. Fr(A) = Adh(A) \ Int(A)

Proposition 2.30. 1. A ouvert & A = Int(A)
2. A fermé & A= Adh(A)
3. € Adh(A) & d(z,A) =0
4. x € Int(A) & d(z, E\ A) >0

2.8 Suite dans un éspace métrique

Definition 2.31. E un ensemble. Une suite dans E: notée (u,)nen c’est une fonction v : N — E ou u(n)
est noté u, est le le n'®™° terme de la suite (U, )nen-
Si £ =R?
RS X, = (T1ny -+ > Tan)

ol (Z; n)nen suites dans R

Definition 2.32. Soit (z,,) une suite dans F et € E. On dit que lim,,_, o T, = x si lim,,_, o d(x,,z) = 0.
(Ve >0,3IN eN tqsin> N, d(zn,z) <€)

Proposition 2.33. (z,,)nen est bornée si {z,, : n € N}(C E) est un ensemble borné.

Remark 2.34. dans R? muni de do (distance euclidienne)

Xn = (xl,n; oo axd,n)
X =(z1,....24)

lim X, =X < lim 2, =2; (1<i<d)

n—oo n—oo
Proposition 2.35. la limite d’une suite convergente est unique.

Proof.
SiX, — XetX, — X'
n— o0

n—oo
AX, X)) <d(X, X)) +d(Xn, X) = d(X,X)=0= X =X’
—_———— ——

—0 —0

Proposition 2.36. (lien aven 1’adhérence)
1. € Adh(A) si et seulement s’il existe une suite (x,,) d’éléments de A telle que lim, o 2, =

2. A est fermé ssi pour toute suite (z,,) d’éléments de A qui converge vers x € Eona z € A
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Intuition. 1. Si (x,)nen est d’éléments de A (Vn € N, z,, € A), donc elle converge vers un éléments = qui
peut étre soit dans A, soit & la borne des éléments de A, alors & la frontiére.

2. Si la limite de toute suite (2, )nen des éléments de A est aussi dans A, alors la frontiére de A est inclu
dans A. Car 'une des suites tend vers la borne.

Proof. de Prop. 2.36
1. (<) Soit (z,) avec x, € A Vn € N et lim,_y00 T, = .
Jai d(zp, ) — 0et z, € A, donc
infyea(d(z,y)) = 0 = d(z, A)
d(z,A) =0 x € Adh(A)
(=) Soit z € Adh(A)

<d(x,A) =0
SVe >0, dz. € A tel que d(z,z:) < ¢

Prendre € = %, je pose u, = 1. up € A d(z,uy) < %, donc lim,,_yo0 Uy, =

1
n

2. (=) Soit A fermé, donc
A = Adh(A)

Si (x,,) suite dans A qui converge vers z.
x € Adh(A) = A

(<) On dit que Adh(A) C A. Comme A C Adh(A), donc A = Adh(A)

2.9 Suites de Cauchy

Definition 2.37. (x,)nen suite dans E est de Cauchy si:

Ve > 03N(e) € N tel que Vn,p > N(e),d(zy,xp) < €

Intuition. Une suite de Cauchy c’est comme on mesure un point et on le localise, i.e:
1. On dit qu’il est entre 0 et 1.
2. Ensuite, on precise plus et on dit qu’il est entre 0.5 et 0.6.
3. Puis, entre 0.55 et 0.56

On peut infiniment augmenter le niveau de précision. C’est ¢a 'idée d’une suite de Cauchy.

Proposition 2.38. 1. Toute suite de Cauchy est bornée.

2. Toute suite convergente est de Cauchy

Proof. 1. Soit (2,)nen une suite de Cauchy. Alors, par définition

Ve >0, 3N e Ntq Vn,p > N,d(z,,z,) <&
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Soit € = 1. Donc AN € N tq Vn,p > N,d(zp,z,) < 1, donc Vn > N, d(x,,zn) < 1. On a donc:
=T

—_—
Vn € N,d(xp,zy) <14+ sup d(zn,zN)
1<i<N

Alors Vn € N, z,, € B(zn, 1+ o) donc (2, )nen bornée.
2. Soit (z,) une suite avec lim,_,o &, = x avec x € E.
e Hyp: § > 03N(5) € N tel que Vn > N(5),d(zn,x) <e/2
e A montrer: e > 03M(e) € N tel que Yn,p > M(e),d(z,,z,) < ¢

d(zy, xp) < d(zp,x) +d(z,xp) sin,p > N(g)d(xn,xp) < 2% =¥

Definition 2.39. (E, d) est complet si toute suite de cauchy dans F est convergente.

Definition 2.40. Un éspace métrique (E, d) est complet si toute suite (z,)ncn d’éléments de E converge
vers une limite x qui appartient aussi & F.

Intuition. Ce n’est pas trés correcte a dire, mais, on peut dire qu'une suite de Cauchy (2,)nen converge
toujours car il existe un moment N € N aprés lequel les éléments sont trés proches mais la limite n’appartient
pas toujours & I’ensemble dans lequel cette suite est de Cauchy.

Par exemple, une suite (u,)nen & valeur dans Q qui converge vers v/2 dans R. Dans R elle est convergente
et de Cauchy, mais dans Q elle est de Cauchy mais pas convergente car la limite /2 ¢ Q.

Example 2.41. Un éspace métrique (]0, 1], d) avec d une distance euclidienne n’est pas complet, car soit
une suite: x, = % dont la limite est 0. Par contre, 0 €]0, 1]. Donc cet éspace n’est pas complet.

Figure 2.8: (]0, 1], d) n’est pas complet

Example 2.42. Un éspace (Q, d) n’est pas complet. Car on peut prendre une suite z,, tendant vers V2 ¢ Q.

/ un trou dans un éspaces

0 1 V2

SN2

Figure 2.9: Q pas complet

Proposition 2.43. R? muni de la distance usuelle est complet.
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Proof.
X = (ml,na ce axd,n)

|zi —yi| <d(X,)Y) =X -Y][2 VI<i<d
les suites réelles (;,)nen sont de Cauchy si (X,,) est de Cauchy. O

Property. R est complet

Proof. (Suit de la propriété de la borne supérieure)
Il existe x; € R avec 1 < i < d tels que |x;,, — z;| —— 0
n—oo

< T — O
d(X,Y) < \/Efgflgdm Yil

donc X,, —— X, X = (z1,...,2q) O
n—oo

2.10 Sous-suites

Definition 2.44. Soit (z,,)nen une suite dans E. Une suite

(yn)nGN avee Yn = Tg(n)

ou ¢ : N — N est strictement croissante est appelée sous-suite de la suite (x,).

Example 2.45. Soit une application ¢ : N — N telle que ¢(n) = 2n. Donc (2,)sn) est une sous-suite de
(x’ﬂ)nEN et:
(Tn)g(n) = {70, T2, 24, ...}

Proposition 2.46. 1. Toute sous-suite d’une suite convergente converge vers la limite de cette suite.

Cela signifie que, V(2 )nen tq Iz € B, limy, o0 T, = &

V¢ : N — N strictement croissante, lim zg4,) =z
n—oo

2. Si (z,,) est de Cauchy et admet une sous-suite qui converge vers X, alors (x,) converge vers .

Proof. 1. Soit (z,) avec limz,, =z
Ve > 03M(e) tqsin > N(e),d(xy,z) <e
Soit yn = Tg(n) une sous-suite.
e But: Soit € > 0, trouver N(g) tqsin > N(e), d( y, ,z)<e
<~
=Eg(n)
Je choisis N () tel que si n > N(g) alors ¢(n) > M(g), donc d(yn, z)d(T4n), ) < . C'est possible
car ¢(n) — o0, N(e) = M(e)
2. e Hypl: Ve > 03M(e) tqsin,p > M(e) d(xn,zp) <e
e Hyp2: Ve > 03P(e) tq sip > P(e),d(yp, x) < ¢, d(yp,z) = d(Ty(p), T)
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d(@n,x) < d(2n, Te(p)) + d(Thp), ) par inégalité triangulaire
d(Zn, Ty(p)) <esin> M(e) et ¢(p) > M(e)

d(zg(p),x) < €sip> Ple)
Sin > M(e), je choisis p tel que ¢(p) > M(e) et p > P(e). Je fixe ce p!

sin > M(e) alors d(z,, ) < 2¢

2.11 Procédé de construction de l'intérieur et ’adhérence

J'ai A C R ou R? (ou R?). Je dois trouver Int(A) et Adh(A)

1. Je dessine A sur une feuille
2. Je pense que Int(A) = C (C dit étre inclu dans A!)
(a) Je montre que C est ouvert (facile), donc
C C Int(A)

car Int(A) est le plus grand ouvert inclu dans A.

(b) Je montre que Int(A) C C, i.e je montre que les points dans A mais pas dans C' ne sont pas dans
Int(A): je prends X € A, X ¢ C, je montre que X ¢ Int(A) Je construit une suite (X,,) avec

X, € A mais X,, > X.
3. Je pense que Adh(A) = B (il faut que A C B)

(a) Je montre que B est fermé (facile)
donc Adh(A) C B

(b) On montre que B C Adh(A): On fixe X € B, on cherche une suite (X,,) avec X,, € Aet X,, —— X.
n—oo

On regarde seulement les X € B, X ¢ A

Example 2.47.
A= {(z,y) eR?| 20+ 3y < 4,z # y}
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2c+3y =4 2x +3y=4

Figure 2.10: Exemple de l'intérieur

e Je dévine que Int(A) = C = {(z,y) | 22 + 3y < 4,2 # y}
e Convect: {(x,y) |22+ 3y <4,z <ytU{(z,y) |22+ 3y <4,z >y}

Je construit une suite (X,) avec X,, ¢ A mais X,, — X. Soit X € A, X ¢ C, X = (x,y) donc:
2r+3y=4 z#y

1
Xn:(a:,y+—)
n

3 3
2xn+3yn:2m+3y+ﬁz4+ﬁ>4

X, € A mais X,, > X

Example 2.48.
A={(z,y) eR?|z>0,y=2""}

Int(A)=0? C =0
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Figure 2.11: Exemple de 'intérieur de ’hyperbole

{0 ouvert, donc C' C Int(A)
Soit X € A X ¢ C, donc X € A.

X,

1

xnyn:xy—i—z:l—l—zyél
n n
X, —— X donc X ¢ Int(A)
n—oQ

Int(A) =0

Example 2.49.
A={(z,y) eR? |z >0,y=a""}
Adh(A) =?
Je pense que Adh(A) = A (B = A). 1l suffit de montrer que A est fermé.
1 1
>0 y<-— y=>-—
5 5

Si X, = (Tn,yn) Xn€Aet X, > X, alors X € A

n—r
X=(zy) %35 L3 (@>0

doncx>Oety:%doncX6A
A est fermé

Example 2.50.
A={(z,y) eR? |20 +3y < 4,z # y}
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20+ 3y =4 2r+ 3y =14

— —
/ /

Figure 2.12: example-adherence

1. B est fermé (facile), donc Adh(A) C B

2. Soit X € B. On montre que X € Adh(A) (on cherche X,, € A avec X,, — X)
Je regarde juste X € B, X ¢ A

Xn=(Tn,n) €A z, > TCtY, >y

Tn =T+ —Yn=y=1
n

2
X, — X et 2z, + 3y, = 2z + 3y — — < detx,, # yn
n

donc X,, € A
Example 2.51.
A=A{(z,y) 2] <1, |y] <1}
Int(A) ={(z,y) | |=| <1,]y| <1}
Adh(A) ={(z,y) | |z| < 1,|y| <1}
Example 2.52.

A={(z,y)|z>0,y= sin(%)}
Adh(A) = AU{(0,y) | -1 <y <1} Int(A) =

2.12 Compacité

Definition 2.53. Soit F' C E. Un recouvrement ouvert de F' est une collection (U;);er ou U; sont des
ouverts et F' C U;erU; ("les U; recouvrent F")
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Figure 2.13: recouvrement-ouvert

Example 2.54. o U, = B(z, 3)
® U,cp Uz contient F

o (U.)zer recouvrement ouvert de F

Definition 2.55. K C E est compact si de tout recouvrement ouvert (U;);c; de F on peut extraire un
sous-recouvrement fini: je peux choisir iy,...,4, € I tels que

FCUZ‘IUUizU...UUin

Property. Un ensemble fini est compact.
F={a,...,ap} a;€FE
(U;)ier recouvre F'. Je choisit a; (point de F'), il existe un ¢ € I noté i(j) tel que

Qj € Uz(g) F C Uz(l) U...u Uz(p)

Theorem 2.56. Caractérisation & ’aide de suites.
K C E est compact ssi toute suite d’éléments de K admet une sous-suite qui converge vers un élément
de K.
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Figure 2.14: Compacité avec les suites

Example 2.57. o E=R2
o "= B(xzg,r) pas compact
e, eF x,—>zx,x¢F

® si Yn = Ty(n), Yn — T mais z ¢ F'

Figure 2.15: suite-sans-sous-suite-convergente

Example 2.58.
F={(v.y):z>0,—

8=
IA
<
IA

8|~
—

un, = (n,0) (uy) suite dans F sans sous-suite convergente.

Proposition 2.59. 1. K compact = K fermé et borné. (réciproque est fausse en général!)
2. Si K compact et F' fermé, alors K N F' est compact.

3. Si K compact, toute suite de Cauchy dans K converge dans K

Proof. 1. Soit K compact. K fermé si (u,) suite dans K qui converge vers u, alors u € K.

clair: (u,) a une suite-suite v,, = Ug(n) aVEC Uy — v € K, up > u, donc v, 2u=u=v=ueck
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K est borné:

Soit Uy = U,cx B(x,1) un recouvrement ouvert de K. Or K est compact, donc il existent
Ty,...,x, € K, tels que K C |J,_, ,, B(x;,1), donc K est borné.

2. K compact et F fermé. (u,) une suite dans KNF. u,, € K. 3 sous-suite v, = Ug(n) AVEC Uy — T € K.
vy € Fyu, > x, Ffermé doncx € F,x € KNF.

3. Soit (u,) suite de Cauchy dans K. (u,) a une sous-suite v, = ug(,) qui converge vers r € K.
U, > €K
O

2.12.1 Compacité dans R"” avec la distance usuelle

Theorem 2.60. (Borel-Lebesgue)
dans R™ avec la distance usuelle K est compact ssi K est fermé et borné

Proposition 2.61. Les boules fermées By (zo,) sont compactes dans R™.

e Implique le théoréme: Soit K fermé et borné. K borné, donc K C By(0,r) avec r grand, donc K =
K N B¢(0,r). Donc K compact.

Proof. de la prop. 2.61

1. n = 1. A montrer: [a,b] est compact.

Soit (U;);er un recouvrement ouvert de [a,b]. Soit F: les x € [a,b] tels que [a,x] est récouvert par
un nombre fini de U;.

But: montrer que b€ Fl (siz € F,et 2’ <z 2’ € F)

(a) F#0: a€F [a,a] = {a}
(b) ¢ = sup(F). On montre que ¢ = b

Supposons que ¢ < b.
e c appartient a un des U; noté Uj,
o U, est ouvert, ¢ € U;, donc 35y > 0 tel que Je — dg, ¢ + do[C Uj,
o c=sup(F): ¥6>0,3zs € Favecc—0 <zs <c

0= 60’2 31‘50 € F c— 60’2 < Zs,
[a, z5,] reouvert par U;, U...UU; et Jc—dg, c+ do[C U;, donc [a, c+ dg 2] est reouvert par

Ui, UU;, U...UU;,, donc ¢+ dp 2 € F contredit que ¢ = sup(F'). Donc ¢ = b.
F c’est [a,b] ou [a,b]. be F AU;,,...,U;, tqla,b] CU;; U...UU; , [a,b] compact.

2.13 Limites et continuité

2.13.1 Limites
Je prends (E1,d), (Ea,ds) deux espaces métriques et F' : Ey — Fy. xg € Eq,1 € Es.

Definition 2.62. .
1. Limite:
lim F(z) =1

Tr—x0
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si Ve > 0,3 > 0 tq si di(zo,z) < 6 alors do(l, F(z)) < e
2. F continue en xg si lim,_,, F(z) = F(z0)

3. F est continue (sur E) si elle est continue en tout zg de E

Proposition 2.63. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
1. F:(E1,d1) — (E2,ds) est continue.
2. YU, C Ej ouvert, F~1(Us,) est ouvert dans E;.
3. VF, C Ey fermé, F~1(Fy) C E; est fermé.

4. V(x,) suite dans F; avec lim,,_,~ @, = = on a:

lim F(z,)= F(x)

n—oo

Figure 2.16: continuite-topologique

Example 2.64.
U= {(z,y) € R?: xsin(y) — e* > 1}
F:R* —R
(@,y) — F((z,y)) = zsin(y) —e*

évidemment continue.
U=F1(]1,400[)

ouvert de R

Proof. 1= 2=3=4=1

1 = 2: Hyp: F continue et Uy C Fs est ouvert.
Conclusion: U; = F~1(Uy) est ouvert?

Je fixe 29 € Uy (F(x0) € Us).

1. Uy ouvert = Jeg > 0 tq Ba(F(x0),g0) C Uz

2. F continue en zq:

Ve >0, 36 > 0 tq di(xo,z) < § = da(F(zg), F(x)) <€
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x € Bi(x0,0) = F(z) € Ba(F(x0),¢)
do = le & qui marche pour &g
x € Bi(x0,00) = F(z) € Ba(F(x0),¢0)
Donc Bi(zo,d0) C F~1(Uz). Donc F~1(Us) ouvert.
2= 3 1 F-L(Uy)® = F-L(US)

Example 2.65. résultat de cette proposition. Prenons la fonction: f(z) = 2%. f71(]4,9) ={z e R |4 <
2?2 < 9} =] — 3, -2[U]2, 3[. Autrement dire, la continuité de f (évident) donne que U =]4,9[ ouvert, alors
f~1(U) aussi ouvert.

I
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
1

@9 s ccooocooococooooooocooes

‘ R
-4 -3 -2 — 12

Figure 2.17: Exemple en f(z) = 22
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GHAPTER
CHAPTER

FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

3.1 Introduction

Cadre: R*,RP D C R"
F:D—RP

sur R", RP distances usuelles, sur D la distance héritée de R".
avec des coordonnées cartésiennes

F(z1,...,2n) = (Fi(x1, .. 20), Fa(x1, ..oy 2p), -, Bz, .o )
ou Fi :D—R
F: D — RP continue

on connait:

Lemma 3.1.
F : D — RP continue ssi:

chaque F; : D — R est continue
Proof. Y, = (Y1,...,Y, ) suitedes RP. V;, =V ssiY;,, = Y, (1 <i<p)

Proposition 3.2. Soit f,g: D — R continue.
e f+ g, f x g sont continues sur D
o sig(X)#0,VX € D,g continue sur D
o si f(D) C I intervalle et ¢ : I — R continue, alors ¢ o f : D — R est continue.

P:X — E Ol poor@ig T o 00 812
ar+...+a, <d

Gay,....a, € R,d = degré de P.
P :R"™ — R continue.

3.2 Comment montrer qu’un ensemble est ouvert ou fermé

D’apres la proposition 2.63, si f: D — @ est continue et K C Q ouvert et Ky C () ferm, donc:
e f7(K) est aussi ouvert

o [T!1(Ky) est aussi fermé

Cela nous permet de simplifier les preuves qu'un ensemble est fermer ou ouvert. Voici quelques exemples:
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Example 3.3.
D = {(z1,x2,23) : :r% + 2z2x§ < 2,sin(z122) > 0}

D =D;N Dy
Dy = fi(] - 00,2]) fi(w) = 2% + 2m203
Dy = f57(]0, +o0) fa(z) = sin(x122)
D1, D5 sont ouverts, donc D ouvert.
Example 3.4.
611—2$§
D= T 2>1
{(z1,22) o }
D . . 6$1_2w§
= (L, +oo]) 1@) = g

[1,+00] est fermé dans R, alors D est aussi fermé car f continue sur [1, +00]

3.3 Lien avec la compacité

Theorem 3.5. Soit F': R™ — R? continue et K C R™ compact. Alors, F(K) est compact dans RP

Remark 3.6. On peut remplacer R, RP par E, F' espaces métriques.

Remark 3.7. U ouvert, f continue # f(U) ouvert:

Example 3.8.
f(0,1) = [-1,1]
f(z) = sin(27x)

Figure 3.1: Exemple qu’une image de ’ouvert n’est pas ouvert
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Example 3.9.

fR—R
x +— f(z) = arctan x.
T
f=-5.5D0= R

pas compact
pas compact

Proof. Soit (vy)nen une suite dans F(K). On a: v, = F(u,) o u, € K. (un)nen suite dans K, K
compact, donc: 3 sous suite (Ug(n))nen avec

up, —u € K

n—-+4oo

F continue: donc F(ug(n)) = vgm) — F(u) € K. (v,) a une sous suite (vy4(n)) qui converge vers
F(u) € F(K), donc F(K) compact! O

Theorem 3.10. Soit F' : R — R continue et K C R™ compact. Alors f est bornée sur K et atteint ses
bornes. Le, @ := f(K) est bornée et atteint les bornes.

Proof. Weierstrass: f: R — R K = [a, b].
Je prends (E,d) a la place de R™. f bornée sur K: Jci, ¢y telles que

a1 < f(x) <e,Ve e K& f(K) C e, el
C’est clair car f(K) est compact dans R, donc bornée.
m = inf f(z) = inf f(K) M = supf(z) = sup f(K)
zeEK zeK

A montrer: 3z € K tel que f(z) = m et 3z’ € K tel que f(a') = M
m =inf f(K), ¢a veut dire que

1. f(K) C [m, oo (m minorant de f(K))
2. Ve >0,y € f(K) tel quey <m+e¢
B= % donne une suite y,, € f(K) telle que y,, — m
Yn = f(zn) Ty € K
K compact: J sous suite z4(,,) telle que

o) S TE K

f+ E — R continue, donc
f@om)) = Yo(my) = f()

Mais, y,, — m, donc ygn) = m et yyn) — f(x), donc m = f(x), m est atteint.
Pour montrer que M est atteint la preuve est identique. O

3.4 Continuité partielle (inutile)

D CR" f:D— R continue D ouvert

Soit A = (ay,...,a,) € D, il existe des intervalles ouverts Iy,..., I, avec a; € I; tels que Iy x ... x I,, C D
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Je peux poser
fi(t):f(al,...,ai,l,t,aiﬂ,...,an) tel;

Example 3.11.
n=2 fi(t) = f(t,a2) fa(t) = flar,?)
f1
A J2
Figure 3.2: f est continue en A = (a1, as)
Definition 3.12. f est partiellement continue en A = (aq, ..., a,) siles f;(t) sont continues en a; (1 < i < n)

e continuité: f(z1,22) ———— f(a1,a1)
(z1,22)—(a1,a2)

e partielle: f(x1,a2) —— f(a1,a2) et f(a1,x2) —— f(a1,a2)
E— Tr1—ai To—raz

e Bonne notion: continuité implique la continuité partielle (réciproque fausse)

Example 3.13.
L1T2 o) (wl,l‘g) 7é (0,0)

— { zitad
fle1,22) {0 si (x1,z2) = (0,0)

continue sur R? \ {(0,0)}

e partiellement continue en (0, 0)
0 si T = 0

f(@1,0) = {o i

f(O, LL'Q) = vag

e pas continue en (0,0):
x1 =rcos(f) xo=rsin(f)
Osir=20
eeH(@F(O) cos(0) sin(f) sir #0

T

f(rcos(),rsin(f)) = {

}i_% f(rcos(0),rsin(f)) = cos(#) sin(f) # 0 si 0 # 0, , g, .
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CHAPTER

DERIVATION DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

4.1 Introduction

n = 1: comment définir f'(z¢)?

L f'(wo) = limy_,, L8=1lr0)

2. DL: f(z) = f(z0) + a1(x — x0) + (x — x0)e(z) ot a1 = f'(x0)

f:D—>R Douvert XoeD DCR"

Definition 4.1. f est dérivable en X, dans la direction @ ( 0) si la fonction

g:R— R
t— g(t) = f(Xo + ta).

est dérivable en t = 0

Autrement dire, la dérivée directionnelle (dans la direction de vecteur @) est donnée par:
f(Xo +ti) — f(Xo)

D, f(Xo) = gl_f)r(l)

Dans le cas R on a eu la définition de la dérivée:

La diréction était toujours la méme (I’axe x), on peut voir ¢a comme prendre un vecteur v = (1) et utiliser
comme la direction seulement 1’axe x et on obtient l'eq. ( 4.1)

Figure 4.1: Dérivée directionnelle

€1, .- .,€n base canonique de R™, f admet des dérivées partielles en X si f dérivable en X dans les directions
€1,...,€En.
L (X0 +167)|
ad AN
dt 0 i) |1t=0
noté

gﬂi (Xo)

Par contre, une fonction peut étre dérivable dans toutes les diréctions en un point mais ne pas étre continue en
ce point, voici
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Example 4.2.
1si @y =22 et (x1,22) # (0,0)
0 sinon

f($17$2)={

Figure 4.2: Exemple dérivable mais pas continue

f((0,0) +ta) = f(td) =0

sit # 0 et t petit, on a f dérivable dans toutes les directions.
Mais, f n’est pas continue en (0,0):

1 1
Xn = (E? ng) Xn — (070)
Vn, f(Xn) =1 f(Xn) m f(O, 0)

Definition 4.3. Soient D C R"™ ouvert et Xg € D, la fonction f : D — R est différentiable en X, s’il
existe un vecteur 4 € R™ tel que

f(Xo+X) = f(Xo) + - X + | X||e(X)

ot limg 5e(X)=0

Intuition. Je propose de réflechir sur ce que cette définition signifie. Rappelons ce que signifie intuitivement
la dérivée au cas R™ = R (n = 1). Intuitivement, si on zoom la fonction qu’'on dérive elle se comporte et a
lair d’étre une ligne. Dans le cas R” = R?, si on zoom la fonction elle a ’air d’étre un plan. En effet, c’est ca
I'idée de la dérivée, que si on fait un petit petit pas d’un fourmit, le deplacement et aussi petit et uniforme. En
augmentant n, la dérivée donne des scalaire pour contruire un sous-éspace de dimension n — 1 de ’espace R”.

Note. Pour montrer qu'une fonction est différentiable il suffit de montrer que ces dérivées partielles sont
continues.

4.2 DL alordre 1

Cette représentation de la dérivée comme un sous-éspace lorsqu’on zoom est représenté par le DL a l'ordre 1.
De la définition 4.3, ce vecteur @ se note V f(Xy) (gradient de f en Xj)

Proposition 4.4. f différentiable en Xy = f dérivable dans toutes les directions en X, et alors:

. oL f(Xo)

VI(Xo) = .
aawj; f(XO)
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dans la base €1, ..., €,

Proof. f est continue en Xy |@ - X| < |4]|X]|
1. continuité

|f(Xo + X) — f(Xo)| < |g- X| + | X[[|e(X)]
< XN (lll + le(@)]) < ell Xl

donc: f(Xo+ X) —— f(Xo)
X—0

2. .
9(t) = f(Xo + t0) = f(Xo) + V (Xo) - t7 + |[t7] - e(t)

= f(Xo) +tV f(Xo) - &+ [¢][5]|ex (£)

= f(Xo) + tV f(Xo) - ¥
donc: ;

7 (Xo +17) izo= VF(Xo) - 7
(prendre 7 = €7, ..., &, pour les coordonnées de V f (X))
O
Definition 4.5.

D CR" Douvert f:D—RestC!surD

Soit D C R™ ouvert, alors la fonction f : D — R est de classe C! sur D si f est différentiable en tout
X € D et la fonction

:D — R"
X — VF(X)

est continue.

Theorem 4.6. f de classe C* sur D ssi f admet des dérivées partielles continues en tout point de D.

Example 4.7. .
f(X) = f(Xo) + Vf(Xo) - (X — Xo) + [| X — Xolle(X — Xo)

linéaire
Dans R3: f(z,y, 2)
S=A{(z,y,2) : f(x,y,2) = 0}

S: surface dans R?, Xy € S plan tangent & S en Xy, plan d’équation:

F(Xo)+VF(Xe)- X =0
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Figure 4.3: Exemple d’une surface differentiable

4.3 Extrema et points critiques

Definition 4.8. Extremum (local) de f est un minimum ou un maximum (local) de f

e X est un maximum local de f si: 3§ > 0 tel que

VX € D, f(X) < f(Xp) avec d(X, Xo) < ¢

e X est un minimum local de f si: 3§ > 0 tel que

VX € D, f(X) > f(Xo) avec d(X, Xo) < o

Definition 4.9. Soit f: D — R et Xy € D, alors si
Vf(Xo) =0

donc X est un point critique.

Intuition. Le lien entre les extremums et le point critique:

1. pour que 'extremum existe, il faut qu’il existe au moins un point critique - c’est un critére nécessaire
mais pas suffisant.

2. tout extremum local est un point critique

Les points critiques falicites la recherche des extremums locaux.

Theorem 4.10. Soit f : D — R différentiable, D ouvert et X, € D (sinon, si D pas ouvert, il faut
Xy € Int(D)) alors:
X extremum local = X point critique

Example 4.11. Pas tout point critique est un extremum local
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]

]

1
€1[0,1], 1 £]0,1]

Figure 4.4: Point critique qui n’est pas un extremum local

4.4 Dérivées partielles d’ordre > 2

Definition 4.12. Soit D, alors f: D - Rest C*si f: D - Rest C' et 8,,f : D — R sont C*~!

Definition 4.13. Soient a = (a,...,a,) «; € N. On pose

oo oo

oy e an
Ox]" 0Ty

% f=

est la notation pour la dérivée d’ordre supérieure.

o 9 0 ,2 0% 0
i LTS

8(E1 8:62 al'l - 8x% 87502

Theorem 4.14. Lemme de Schwarz
Si f € C3(D) alors
0% f 0% f

= X VX € D,Vi,j
8x18xj 8:1:]6351( ) < 0 W)

2
Example 4.15. ou une fonction admet des dérivées partielles d’ordre supérieure mais 88 8f (X) #
L0
o*f
a.%'jaxi
2_.2 |
Flw1, 2) = mlxgﬁ si (z1,x2) # (0,0)
0 si (:Z?l,fﬂg) =0
1
72 sin(#) cos(#) cos(260) = 17”2 sin(46)

0? 0 0
On calcule / (0,0)? Cest ——g(z1) en 21 = 0 pour g(z1) = —f(xl,x2)|w2:0. Calcul de g(x1):

21 O0zq Bxl 81'2

. ) 2_g2 . F)
1.siz #0 8—9{2(371,962) = xlﬁ, done si x1 # 0 a—mj;(ml,O) =z
2. sizy =0 f(0,22) =0

Conclusion: 9
Txfg(xl’o) = 95| VCEl
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donc:

0 0

Oz Oy

0 0

aT:laT;Qf(O’O) =1

£(0,0) =?. On voit que, f(x2,21) = —f(z1,22) donc

0 0 0 0

5728701]”(0,0) = _Tm@f(o’o) ==l

4.5 Formule de Taylor a 'ordre 2

Rappel:

exemple en R!

Definition 4.16. Soit f € C?(D). Matrice hessienne: matrice n x n

Hy(Xo) = [#;wj(Xo)} 1<i4,5<n

Le lemme 4.14 nous donne que H(Xp) est symmetrique si f € C*(D)

5L (Xo)

Theorem 4.17. De Taylor a 'ordre 2
Soit f € C*(D), Xy € D. Alors

—

F(Xo+X) = f(Xo) + Vi(Xo)- X + =X - Hi(X0)X

1
2

Flao+2) = (o) + @)+ 5 f(wo)a + ..

Intuition. Alors, la matrice hessienne sert & calculer la dérivée d’ordre 2.
9

4.6 Un rappel d’algébre linéaire et le lien avec ’analyse

T

X . AX = Z Tii 55

1<i,j<n

SiX=1[:|A= [aiyj] ona: X+ X -AX aétudier. Si A= AT A € M,(R)

Ln

Il existe une base ui, ..

possible) tels que

"A admet une base orthonormée de vecteurs propres"

., Uy de R™ avec wj - u; = 6;; (1 sii = j et 0 sinon) et des réels Aq,...

n
X = yi;
j=1

n
X -u; = E YU = Yi
Jj=1
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n n
S N IR
j=1 i=1
n n

= E E Yyl - Wy
=1 i=1

n

j=1

n

AX =AY ypiy =Yy Auij =
Jj=1

AjY;u;
j=1 1

XoA% =3
i=1

1.siA; >0(1<i<n)
C=min)\; >0

X-AX >CY gl =C|X|?
i=1

2.8\ <0(1<i<n)
—C =max)\; <0

X AX < -C|X|?

Example 4.18. n =2
Fyr,y2) = —yi + 3y3

)\1:—1 )\2:3
f(y1,0) < £(0,0) < £(0,y2)

4.7 Nature des points critiques

Theorem 4.19. (Nature des points critiques)
Soient f € C%(D), Xo € D, D ouvert et ﬁf(Xo) =0

1. si toutes les valeurs propres de Hy(X) sont > 0 (resp < 0) Xy est minimum (resp. maximum) local.

2. si toutes les valeurs propres de H;(X() sont non nulles mais pas de méme signe, X, n’est pas un
extremum local: X est un point selle (un col).

3. si 0 valeurs propres de Hy(Xy), pas de conclusion, (X, point critique dégénéré) i.e on ne peut rien
conclure

Proof. du théoréme 4.19

F(Xo + X) = f(Xo) = 5X - Hy(Xo)X + ]| X|%e(X)

1.siA >0 %X'Hf(XO)X >C|X|*C >0

C : .
f(Xo+ X) = f(Xo) > | X|I*(C + (X)) > 5|le|2 si || X|| assez petit

= X minimum local
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2. 8i A1 <0et XAy >0
Hy(Xo)u; = N\

f(Xo +tui) = f(Xo) + %)\ﬂa + t%e(t)
£(t3) = <(1)
F(Xo + 1) = F(Xo) = (32 +£(2)

sii=1 <0 |t| petit, i =2 > 0 |¢| petit, alors X n’est pas un extremum local

Example 4.20.

UN COL

Figure 4.5: Exemple de point selle.

Les lignes rouges représentent les dérivées partielles et on voit bien que les uns sont croissants et les
autres décroissants, donc ce point n’est ni le minimum ni le maximum

Example 4.21. n =2
A= (G G
az1 a2
(a1,2 = az,1)
Valeurs propres: racines du pol. Caractéristique:

aig — A a2

P() =det(4d—AD) = T/ 77 A2

‘ =A—a11)(A—azz2) —ai12a2,1
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A2 — (a11 + ag2)A + a11022 — az2101 2
a11 +azo =Tr(A)
aiaz22 — ag;1a1,2 = det(A)

22— S+ P=2%— (A1 + X2)z+ Mo

det(A) = produit des valeurs propres

Tr(A) = somme des valeurs propres
A = H¢(Xo)

1. si det(A) < 0, Xy point col

. sidet(4) >0
(a) Tr(A) > 0, Xo minimum
(b) Tr(A) <0, Xy maximum

3. det(A) =0, Xy point critique dégénéré

4.8 La régle de dérivation en chaine

n : R — R des fonctions dérivables et continues et

h:R—R
t— h(t) = f(g1(t), 92(t), ..., gn(t))
alors

0 0 Ogn
W(t) = i)+ 22050 + ..+ g (D)

gn : RP — R des fonctions dérivables i.e
Vie{l,...,n}, ¢ :RP —R
(tl,...,tn) '—>gi(tla-~-,tn)
et
h:R" —R
(xlv"'7xn) '—>h(gl(tla"',tp)a"'agn(t17"',tp))'

donc
Oh _ Oh 0g: Oh 0gp

ot om0t T oy ot
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Definition 4.22. Soit f : R™ — R une fonction continue est différentiable et des fonction g1 : R — R, ...

Definition 4.23. Soit f : R™ — R une fonction continue est différentiable et des fonction ¢g; : R? — R, ..
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CHAPTER

ESPACES VECTORIELS NORMES

5.1 Introduction

Definition 5.1. Soit F un K-espace vectoriel et A € R, la norme sur E est une application N : F — R
avec:

N(Au) =|A|N(u) ueE
2. N(u+v) < N(u) + N(v)
3. Nu)=0& u=0g

semi-norme: 1 et 2 seulement.

On peut interpreter 2 comme:
IN(u) = N(v)| < N(u—v)

Proposition 5.2. Norme induite: Si F' C E un sous-espace vectoriel, je restreins N a F, alors (F, N) est
un espace vectoriel normé.

Example 5.3. E = K" avec z = (21,...,2,) € E
o llzlly =320, |2l

1
o llzfla = (320, |=:f?)”

o ||z|loo = maxi<i<p |2

1
o llzllp = (i a:fP)? avec 1 < p < oo

Proposition 5.4. L’inégalité triangulaire pour p > 2 s’appelle I’inégalité de Minkowski:

(Somvenr)' s (S o (S

=1 =1

Definition 5.5. Soit U un ensemble et E = {f : U — K bornée}

| fllco = sup | f(z)| norme sur E
z€U
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Definition 5.6. R([a,b],K) = { les f : [a,b] — K intégrables au sens de Riemann® }

%La fonction est Riemann intégrable (pas forcément continue) si on peut calculer air en utilisant l'intégration par les
sommes de Riemann. Alors, si f discontinue, elle est Riemann intégrable si la discontinuité est négligable.

Example 5.7.
b »
I fllp = (/ |f(z)|pda:> avec 1 < p < 0o

II.]l, est une semi-norme sur R([a, b],K) (inégalité de Minkowski). ||f|l, = 0 n’entraine pas que f =0 (e.g:
[a7b] = [717 1]3 f($) =T, p= 3)
[u+ollp < flullp + [l

Sur E = C([a,b],K), ||.||, est une norme: si f : [a,b] — K continue et f; |f(z)|P dz = 0 alors f(x) = O0Vz €
[a,b]

Example 5.8. E = K" un ensemble des suites u & valeurs dans K
U= (U1, Uy ..y Up,-..)

pour 1 <p < o0

P(N,K) = {(uy) : Z |un|P est convergente }
neN

el = (i |un|f’>;

n=0

est une norme sur [?(N, K)
p=o0 [®°(N,K)= {u bornée }

|ulloo = sUP |ty
neN

5.2 Topologie des espaces vectoriels normés

Proposition 5.9. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé avec
d(u,v) = |lu— ]|

une distance sur E (induite par ||.||), alors (F,d) est un espace métrique.

Definition 5.10. Un espace vectoriel normé complet s’appelle un espace de Banach.

Cas de dimension finie:
1. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet (rappel: proposition 2.43) (voir plus bas)

2. Si E de dim finie:
K compact & K fermé et borné
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Lemma 5.11.
(C([0,1],R), [I]l)

n’est pas complet.

Proof. On construit une suite de fonctions continues (fy,)nen sur [0, 1] qui converge en norme || - ||; vers
une fonction f discontinue. Cela montrera que la limite de cette suite dans la norme || - ||; n’appartient
pas a C([0, 1], R), donc que cet espace n’est pas complet.

S

—

D=
3=
(SIS
N|—=
_|_
3|

Figure 5.1: Lemma avec un espace pas complet

Définition de la suite (f,) : pour chaque n € N, on définit f, : [0,1] — R par

. 1 1
0 six <5 — 5,
_ 1 1 s 1 1 1 1
fa@=q2(z—3+3;) sig—g <z<z+a,
1 1
1 51z2§+%.

Chaque f, est continue sur [0, 1] car elle est affine par morceaux avec raccords continus.

Définition de la fonction limite : posons

: 1

0 siz < 3,
flz)y=<1 siz > 1,
s 1

valeur quelconque si x = 3.

Alors f est discontinue en z = 3, donc f ¢ C([0,1],R).

Convergence de (f,) vers f dans || - |
On a

1o - flllf/lfn ~ f(@)\ de.
1

Mais fn(z) = f(x) sauf sur I'intervalle [§ — 5, 2 + 5] de longueur 1, et sur cet intervalle, | f, (z)— f(z)| <
1, donc :

3ton 1
anflegﬁ lde == ——0.
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Ainsi, f,, — f dans la norme || - ||;.

Conséquence : la suite (f,,) est de Cauchy dans (C([0,1],R), || - ||1), car :

o = folls < 1= Sl +17 = Sl < 2+ = ——0.

p n,p—o0

Cependant, la limite f n’est pas continue, donc f ¢ C([0, 1], R).

Conclusion : Il existe une suite de Cauchy dans (C([0,1],R), || - |l1) qui ne converge pas dans cet
espace. Par conséquent, cet espace n’est pas complet.
O

Lemma 5.12. Dans E = [}(N,R) muni de

By(0,1) n’est pas compact.

Proof. On construit une suite d’éléments de Bf(0, 1) sans sous-suite convergente.

uel u:N—R

Je note u(p) au lieu de u, suite dans E noté (uy,), u, € E. u,(p) p-iéme terme de u,. Je pose

lsin=p

0 sinon

un(p) =0np = {

lunlls =3~ [un(@)] = lun(n)] =1
p=0

Donc u,, € B¢(0,1)¥n.
Si v € I}(N,R)
o) < o(p)] = [lvlh
p=0

si [l —v|l1 —— 0 alors Vp,v,(p) — v(p). Supposons que (v,,) = (ug(n)) est une sous-suite de (uy,)
n—o0
qui converge vers v pour |.|. Je fixe p € N, v,(p) = ug(n)(p) —— v(p), mais v,(p) —— 0, donc
n— oo

n—oo
v(p) = OVp. v: suite nulle, aussi

[onlly = 1¥n et [[on]ly —— [|v[h
n—o0

contradiction O

5.3 Normes équivalentes

Definition 5.13. Deux normes N et Ny sur E sont équivalentes (N7 ~ N3) si Jeq,ca > 0 telles que
o Ni(u) <c1Nz(u) Yu€eE
o Ny(u) <coNi(u) Yu€eE

de > 0 telle que
¢N1(u) < Nao(u) < eNy(u)
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Remark 5.14. Si N1 ~ NQ et N2 ~ 1\737 alors N1 ~ N3

Definition 5.15. Les normes N; et Ny sont topologiquement équivalentes si elles définissent les mémes
ensembles ouverts.

Theorem 5.16. Soientt N;, No deux normes, alors:

N7, Ny topologiquement équivalentes < N7, Ny équivalentes

Example 5.17. 1. E =C([0,1],R)
2. [[flloo = supgeo,y £ ()]

1
3. |fllr = Jo 1/ ()] de
On remarque que || f|l1 < ||f|lco- Est-ce que Je > 0 telle que

[fllec < cllfallVf € E

? Pour le voir, construire une suite (f,,) dans E telle que || fn|l1 — 0 mais || fr|lcc 7 0

Theorem 5.18. Soit F un espace de dimension finie. Alors toutes normes sur E sont équivalentes.

Proof. Puisque FE est de dimension finie, il existe une base de E et donc un isomorphisme linéaire entre
E et R™ (ou C"). En conséquence, on peut se ramener a I’étude de normes sur R”.
Considérons la norme || - ||; sur E et définissons la sphére unité associée :

S={zeE:|z|=1}

Dans un espace de dimension finie, la sphére unité S est compacte (cela repose sur le fait que dans R”, les
ensembles fermés et bornés sont compacts).

La fonction
f:S—=R, f(z)=|z|2

est continue car || - ||z est une norme (et donc une fonction continue). Par le théoréme de Weierstrass, f
atteint ses bornes sur S. Il existe donc :

e Un minimum m = mingeg f(z) > 0 (la stricteté de m > 0 s’explique par le fait que  # 0 pour
x €S9).

e Un maximum M = max,ecs f(z).

Soit « € E quelconque, x # 0. On écrit = = ||z||; y avec y = W qui appartient a .S. Alors,

lzllz = [zl l[yll2-

Or, puisque y € S, on a
m < [lylla < M.

Ainsi,
m|lz|y < [lzllz < M|z

En posant ¢ = m et C = M, nous obtenons exactement ’équivalence des normes.
Pour = = 0, I'inégalité est triviale car ||0||; = ||0]|2 = 0.
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5.4 Compléments sur les espaces vectoriels normés

5.4.1 Suites de fonctions

X ensemble (X C R), f,, : X = R(C) et (fn)nen. Utile pour la suite du chapitre: B(X,R) désigne un ensemble
des fonctions f: X — R bornées

5.4.2 Convergence simple:

Definition 5.19. (f,,)nen converge simplement vers f si Vag € X, fn(zg) —— f(z0) (ne provient pas
n— o0

d’une norme).

5.4.3 Convergence uniforme:

Definition 5.20. f € B(X,R) si sup,ex |f(2)] = || flloc < 00 (f bornée sur X).

Convergence uniforme: Ve > 0,3IN € N tq Vn > NVz € X|f,(z) — f(x)| < € équivalent a
Ve > 03N e NtqVn > N, || fn — flloo < €

fn = [ dans (B(X,R), || - [lo0)

Definition 5.21. Limite uniforme de fonctions continues: X = [a, b], C([a, b], R) C B([a, b], R)(sous espaces
vectoriels). C([a,b],R) est fermé dans (B([a,b],R), || - [|co)

5.4.4 Séries a valeurs dans un espace vectoriel normé.

Definition 5.22. Soient (E, || - ||oo) €.-v.0%, (un)nen suite dans E. La série > u, converge dans (E, || - ||) si
la suite Sy = Zg:o u,, converge dans (E, || - ). imy_oc Sy notée Y~ u,(€ E)

%espace vectoriel normé

Remark 5.23. Si > u, et Y _ v, convergent, alors
® > u, + v, converge et > Au, converge
o X loUn T =30 U+ 300 0 Vn
o D nto M =AY g un

5.4.5 Convergence normale

Definition 5.24. 3" u,, converge normalement dans (E, || - ||) si D ||un|| converge dans R.

Example 5.25. E =R, ||z|| = |z|. ¢v. normale = cv. absolue (3 u,, converge)

(="

n

Example 5.26. > u,, peut converger sans converger normalement, comme: wu, =

CHAPTER 5. ESPACES VECTORIELS NORMES 48



Theorem 5.27. Si (E, | - ||) est complet, toute série normalement convergente est convergente et

[eS) [eS)
1Y " unll <> [lunll
n=0 n=0

Proof. S, =Y 7 _ouk et T, = > 1 [Jusl|

n

n>p [Sa=Spll =1 D wl < Y lukll =T = T = |Tn ~ T
k=p+1 k=p+1

(T},) converge dans R, donc (T},) de Cauchy:
Ve > 0,dN tqVn>p> N|T,, - T,| <e

donc (S,,) de Cauchy dans (E, || - ||). E complet: (S,) converge vers S € E.

5.5 Applications linéaires continues

Pour toute section By désigne une boule fermé!
Soient E, F' 2 espaces vectoriels normés avec || - ||g et || - || les normes associés,

e Ac L(E,F)
e M e L(E,F) et NMx = \(Ax)
e A+Be L(E,F)et (A+ B)x = Az + Bz
e 0xr=0pVr ek
L(E)=L(E,E)
e (AB)x = A(Bzx) ot AB=AoB
e (M)B = \(AB)
e A(B+C)=AB+ AC
e (A+B)C=AC+ BC
e 0A=0
e AB # BA (en général)
o A(BC)=(AB)C

Theorem 5.28. Soit A € L(FE, F). Les propriétés suivantes sont équivalentes:
1. A: E — F est continue
2. A est continue en Op

3. 3C > 0 telle que
|Az||lr < Cllz|lr Vz € E

cela s’appelle que A est bornée

4. A est bornée sur Bg(0,R) VR >0

On dit que A est bornée (si A est continue et linéaire)
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Proof. e 1)=2): évident
° 2) = 3) :
— Hyp: Ve > 0,30 >0tq ||z — Og||lg <6 = |4z — AOg||lr < ¢ ||lz||lg < d = ||Az||r < ¢
e=136>0tq|lz|p <6 = [|Az[r <1

Soit x € E et z # 0p
_ y:mxdonc ||yHE:5:>||AyHF§1

— Ay = 5 Az et A linéaire
[EP

— 1 4ylr = Gz ll4zllr <1 = |Az|lF < 3lzle

[EP
e 3)=1)
— Je fixe zg € E. a voir: A continue en x¢?
~ 142 — Agollr = | A(@ - 20)llr < Cllz — w0l

— Donc si ||z —zo||g < £ =0(e), [|[Az — Axo|lr < €

Notation.
B(E,F)={A€ L(E,F): A continue }

B(E,E) = B(E)

Lemma 5.29. Si E est de dimension finie, alors
L(E,F)=B(E,F)

C’est faux si dim F = oo

Proof. (e1,...,e,) base de E. Sur E toutes les normes sont équivalentes.
e ||z||g norme donnée.
* |[z]loc = maxi<i<n |74l

onx =Dy Te

n n
1Az = 1Y wides] = |l Aes|
=1 i=1

n
1Az]lF < [l x Y lAeillr = Cllello

i=1

(Izllooll < C'||z||g)- Done: ||Az||r < CC'||z||g. Alors: A € B(E, F)

5.5.1 Norme sur B(E, F)

Theorem 5.30. Soit A € B(E, F), on pose ||[A||= sup |Az||r= sup |Az|F
2€E |zl 5 <1 2€B(0,1)
1. || - || est une norme sur B(E, F') appelée norme uniforme.

2. On a: [|Az||r < [|A||lz||g Vz € E

3. ||A|| = la plus petite constante C telle que ||Az||r < Cllz||p Vx € E
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Remark 5.31. 1. On peut écrire ||A| p(g,r) au lieu de || Al
2. Parfois on trouve [||Al|| pour ||A]|

3. Soit IT = ensemble des C' > 0 telle que ||Az||r < C||lz||g Vz € E.
IT™#0 (car A€ B(E,F)) et I'™ C [0,+00[. (2) et (3) disent que || A est le plus petit élément de I

inf I =min I = || A

Proof. 1. A€ B(E,F) & sup,cp,(0,) lI4z]|F < 0o & [|A]| bien définie.

(A+ B)z|lr = |Az + Bz|r < |[Az||F + || Bz|r

= sup [[(A+B)z|lrp< sup |Az||lp+ sup ||Bz|r
z€Bg(0,1) z€BE(0,1) z€BE(0,1)

|A+ B| < ||A|| + ||B|| et A,B € B(E,F) = A+ B aussi
IANA]| = |A|||All et A € B(E,F) = A\A aussi
Si [JA|| =0, alors ||Az||p = O0Vz € Bg(0,1) = Az = 0pVz € Bg(0,1)
Az = |z s A——
[Ed>
Ar =0pVx € E = A=0p, F)
Celtsi|Az|p <C|z||g Vz € E
IAll € I = [ Az||F < [|A]lllz]l V2
e Clair si x = 0g.
o Siz#0p,y= 5 € Bg(0,1) donc
L

|AyllF =
Izl e

[Az|[r < Al = [[Az]F < [|Alll|z]l&

Soit C € It donc
|Az||F < Cllz||5

donc ||Az||p < C Vz € Bg(0,1), donc ||A| < C, alors

| Al = min I™ = "meilleure constante C"

Example 5.32. F = C([a,8},R), [|flloo = 5upypoy |F(@)l, F = R, u € C([a, ], R)
A:FE—F

b
frs ) = [ fe)ule) do

A est bornée: a voir: IC > 0 telle que

b b b b
/ f(@)u(z) de S/ lf(w)l\U(x)lde/ [1flloo lu(2)] dz= ||f||oo/ |u(z)| dz
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b
C= / |u(z)| dx convient

(En fait ||A|| = f lu(z)| dz). = C1([0,1],R) muni de ||f||e, F = R, Af = f/(0) linéaire mais pas
continue. On construit une suite (fn) dans F telle que || f,|lg — 0 mais ||Af,||r # 0
n oo

Twl@) = %sin(nz)

Proposition 5.33. Soit A € B(E, F) et ||A|| = supj, <1 [|AllF une norme uniforme. |A| = plus petit c

tel que
|Az||p < cl|z||lp Vz€E

Proof. E = C([a,b],R) et || f]l1 = f: | f(z)|dx norme sur C([a, b],R). Je fixe m € C([a,b],R) et A: f — mf.
Af(z) = m(z)f(z).

o A e L(E) évident
o Ac B(E)?

Trouver ¢ > 0 telle que
[Afli <clfl VfeE

IAflL —/ (@) 7()| d

Im(z) f ()] < [m(@)[|f(2)] < [[m]loo] ()]

[m|lc = sup |m(z)|
z€Ja,b]
[ im@ @)1 <l [ 156) @2 = il 11
¢ = ||m|le

On a: A € B(E) et ||A]| < |m|lco. Montrons que ||A|| = ||m|oo

Al = sup |[Af]ls = [|mle = supT avec I = {||Af]l1 : |f]l <1}

[fll<1
Notons o = sup
1. a majorant de [

2. I(an) ay, € I avec a, —— «

n— oo

Dans notre cas:

e But: trouver une suite f,, € E || full1 < 1 et [|[Afnlll = Mmoo
an = ||Afnll1 ||m|lcc = sup de la fonction |m| sur [a, b].

o |m| continue: Ixg € [a,b] tel que ||m||ec = |m|(x0)

Im|(z) = [m(z)|
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Cn

Figure 5.2: f,

[m(z) fn(x)| = |[Af(2)| proche de [m(zo)l[fn(z)|

Ifnlli =1sic, <2n
Osia<z<ao— &
fal@) = { 20(1 = nlz — @o|) si |z — 20| < 2

Osixo—l—%gxgb

‘;IOI

Figure 5.3: f,

[m(a) fn(2) — m(zo) fu(@)] < |m(z) —m(zo)|| fu(2)| < enlfn(x)

La ot fn(z) # 0 |z — 0| < + donc

|m(l‘) - m(x0)| <éep €, ——0
n—o0

alors m continue en xg.

b b b
|Afalls = / () ful)| do < / m() — m(zo)|| ful®)] de + / m(o)||fn )] d

o 1°" terme: < eyu||fnlll =éen
o 2¢€ terme: = ||m||co || frll1 = [|M] 0o

Alors:

[ fnlls =1
[Afnlle = [[mloo

donc [[A]l = [Im

Proposition 5.34. Le cas de B(E):
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Si A,B € B(E), Ao B (noté AB) € B(E) et
IAB| < [[AllllBIl

(trés utile)

Proof.
—_——
14 Bz ll= < |ANIBzls < TANIBT - ].s
Y
donc [|AB|| < [|A]l||B]| -

Theorem 5.35. Si Ny, Ny sont deux normes sur E. Nj et Ny sont topologiquement équivalentes < Nj et
N sont équivalentes.

Proof. E1 c’est (E, Nl), EQ = (E,NQ)
N; et N; topologiquement équivalentes veut exactement dire:

1. Id : E; — E5 sont continue
2. et Id: Es — E
Donc:
1. ©Q ouvert pour Ny = Q ouvert pour N;

2. Q ouvert pour N; = () ouvert pour No

1. & Ng(ldu)(: Ng(u)) < clNl(u)

2. & Nl(ldu)(: Nl(u)) < CQNQ(U)

car Id continue et linéaire, donc bornée 3¢ tq Jdu < c¢_u donc No(Idu) < c¢Np(u)
~~ ~~
€E> E,
(1) et (2) & Ny et Ny équivalentes. O

5.6 La norme des matrices

A € M,,(C) identifie & A € L(C™)
((A.’L‘)l = Zai)jxj T = (.’171, ey Z‘n) eC”
j=1

o (zly) = 2oL Ty

o |l = (z]2)> = (XTI lwl?)
Matrice adjointe A* (A*); ; = (A4);.

1
2

(z[Ay) = (A%zly) Va,y

5.6.1 Bonne norme sur L(C") (ou sur M, (C) )

||A]| norme uniforme sur L(C™) (= B(C"™)) obtenue a partir de || - |2
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Lemma 5.36.

|A]] = (| A"} = [lA™Al|=

Proof. ||z|l2 = sup,,<1 |(y|z)|. Donc:

[All = sup [[Azfz=  sup  [(y|Az)]
lzfl <1 lzll2<1[lyll2<1

(y|Az) = (A"y|z) = (z[|A*y)
donc |(y|Ax)| = |(z]|A*y)|

[All=~ sup  [(z]A"y)| = [|A7]|
[ESNTES
1A% Al < |A* 1Al = [|Al1* = Sup, 1 Az]?

|Az||* = (Az|Ax) = (x|A*Az) < ||z||||A* Az| (Cauchy-Schwarz)
< |zl A* Al ]| = [|A* Al
[Az|* < | A" Afl||=]*
* & * 1
1Azll2 < A" A2 2]l = [A]* < [|A*A]®

w And
Al = A" Az
5.6.2 Comment "calculer" ||A|?
Theorem 5.37. || A|| = maxi<;<n i avec f; = )\i% ot A\i,...,\, € RT valeurs propres de A*A.
Proof. .
Al = A" Az
A montrer: ||A*A|| = maxj<i<n Ai (A; > 0)
(AB)* = B*A*

(ATA)" = A"A™ = A" A
Soit B = A*A, B = B* et (z|Bx) = (z|A*Az) = (Az|Az) = ||Az||?> > 0. Donc:
Ve, (z|Bx)>0
Il existe une b.o.n (uq,...,u,) de C" et A1,..., A, € R tels que
Bu; =X\u; 1<i<n
Ai = (ui|Au;) = (u;|Bug) >0
Siu=3"00 miu flull* =30, |l

n n
Bu = E ZIJZ‘B’U@ = E Azxzuz
i=1 i=1
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n n
1Bull® =Y Aflail* < maxA? - Y faif® = max A7 ul|?

i=1 i=1
|B]l < lfgz?l;(n Ai
Si A =maxi<i<n As
[Bex|| = [[Area]l = Alleall < [|Bllllea |

donc ||B]| > M\

5.6.3 Comment majorer [|A|l

Proposition 5.38. On a: ||A|| < ||Al|gs ou

IAlEs = D lasy

1<ij<n

2

Proof.

|l - | zs norme canonique sur C™*" |

(14.’17)z =S Z A,
i=1

n n
WlAz) =D Ty aiz; = Y, @i
i=1 =1

1<i,j<n

Soit bl"j = YiT;

(y|Az) = Zaai,j
.3

2

(ylAz)] < | D laigl® | x [ D 1bisl?
i

i,J

[N

Nl=
Nl
|

ol

Z |yl || = Z |yl X Z |33j|2

1<ij<n 1<i<n 1<j<n

(ylAz)| < [|Al|msllzlllyll = Al < [[Allzs

> Jbigl?
i
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orapren O
CHAPTER

SYSTEME D’EQUATION DIFFEERENTIELLES

SCll(t) = a171$1(t) + ...+ al,nzn(t) + f1 (t)

(E){:
() = an,1$1(t) +...+ an,nxn(t) + fa(t)

fl(t)

x(t) = (x1,...,2,(¢)) ou
Zn(t)
fi(0)

A =laijh<ij<n  f(t)= :
fa(t)

f:R—C"
Ar— f(A) = Mn(C)

a'(t) = Ax(t) + f(1)

(H) 2'(t) = Ax(t)
' (t) = Az(t) + f(t)
(©) {x(O) =z9€C”

Solution sur I: f : I — C™ avec I C R intervalle (f supposée continue). z : I — C™ de classe C! telle que
(C) vérifiee Vt € T

e Sin=1A=a¢c C. Solution de (H): x(t) = e'xy avec xy € C

a
a3t
n!

n=0

But: définir e#

Theorem 6.1. Soit A € M,,(C) (A € B(E) ou (E,||-||) complet!)

1. Lasérie ), oy An—? converge dans (M,,(C), ||-||), sa somme Y >° % notée e s’appelle I'exponentielle
de A.

N+1

N A ANHY Al
3. fleA =N 4 < ”(N”T),e“f‘”(g s ell4llas)

4. edeB = eBeA si AB = BA
5. BeA =e¢“B si AB= BA
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Proof. -
LA™

—— (série numérique!)

L. |AB|| < ||A[JIB| (car || - || norme uniforme!) donc [[A™|| < [[A[|". >, cn
converge vers el4ll done 3~ ‘:‘L—‘ converge normalement dans M,,(C).

M,,(C) est complet (comme B(FE) si E est complet) donc ) % converge dans M, (C).

2. OK aussi
3.
o A o AN o 4l
A
_ 2 = < il 1
I ’r;) 5 | Hng\/;rl n! = ng\fzﬂ s
On note f(z) = e”
(n) gt (N+1) 0
Zf (N+ ol o (y) (y entre 0 et x)

z = || A
edeP =418 si AB= BA

(A+B)?=A>4+ AB+ BA+ B> = A2+ 2AB + B* (si AB= BA)

(A+B)" =) CRA™PBP
p=0

Meéme preuve si A = a, B =b avec a,b € R

5. exercice

Remark 6.2.
0 1 0 0
a=(6 o) 2=(i o)
1 0 0 0
ooy ) m-(
A2=0 e* =T+ A e =7+ BouZ identité

A (11 5 (1 0\ ap (21
A=) =G =)

eATB =7 A+ B= <0 1

. 0> (A+B)*=1

C=A+B C®=71 c¥*tl=C

o0 02p+ o0 1 o0
ZZp' Z2p+1 ZJT Z 2p+1
P= N—_——
=ch(1) =sh(1)

eATB = ch(1)T + sh(1)C = (ZEEB ZEEB) 4o x B
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Proposition 6.3. A € M,,(C) (ou B(E))
1. etdes4 = e(stt)4 s5,teR
2. (e l=et4 teR

3. L(et)=Ae"r  teR

Proof. -

1. OK car tA commute avec sA

9. etAp—tA _ ,—tA tA _ = 7 donc (et4)~1 = ¢4

N . (t+e)A__tA
3. A calculer: lim._,o &———— =7

a voir: ||AR(e)]| —> 0 alors lim._,g € T _ y

|[AR(e)|| < ce —— 0
e—0

= 51"||A||’° eP” 1HAIV”
IR () Z Z < eelll

p=1 p=1
Sile] <1
P AP < 1Al
p+1)! — p

6.1 Application aux systéme d’ED
(H) 2'(t) = Az(t)

Theorem 6.4. L’ensemble Sol(H) des solutions de (H) est donné par

z(t) = ettzy o e C"
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Soit z(t) une solution

(1) — ety ()
=/ (t) = —Ae () + e 2! (1)
Ae g (t) + e M Az ()
0
=y(t) =x0 = z(t) = 4

Proof. Chercher z(t) sous la forme

Je trouve que y/(t) = e~tA f(t)
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