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Abstract

Ce sont les notes prises aux CMs d’Analyse Numériques avec Python (UE MDD253DU) fait par le professeur
Jean-Baptiste APOUNG KAMGA. Je n’ai rien ajouté dans ces notes. Ce qui est écrit dans ce ficher est ce que
le professeur a écrit sur le tableau pendant les CMs.

Mes notes d’autres matiéres sont accessibles sur mon site: dobbikov.com


https://dobbikov.com/lecture_notes
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| 1
CHAPTER

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1.1 Modéles discrétes

On diésigne par N(¢) la population d’individus a 'instant ¢.
Equation du modéle discret:
N(t+ At)— N(t) = n — m + i — e
—~— —~— ~— —~—

nombre de naissances nombre de décés immigration émigration

variation de la population

sol de migration

1.1.1 Modéle de croissance géométrique
e hypothése:

— solde migration nul: i.et—e=0
— nombre de croissance proportionnel a la taille de la population n = AAtN (¢)
—_————

taux de natalité

— Idem pour le mobre de déces: m = pAtN(t)
e Modéle: On pose N, = N(t,) la taille de la population & l'instant ¢,,.
Npiy1 — Ny = AAEN,, — udtN,
onposer=M\—p
Npt1 = (1 +rAH)N,, n=0
e Solution: N, = (1 +rAt)"Nyg, neN

e Visualisation: At fixé

NO ,’II N() NO
r>0 r=0 r <0
(a) Natalité supérieure (b) Natalité égale (c¢) Natalité inférieure
4 la mortalité a la mortalité a la mortalité
Property. .



N'(t) =rN(t
e Lorsque t — 0, la population semble tendre vers une courbe N (t) = Nye", solution de { (8) = rN(t)

N(0) = Ny

e Sir > 0, la population croit indéfiniment

e Sir <0,ily a extinction de I’éspéce.
Inconvenients:

1. Une croissance infinie n’est pas réaliste

2. Pour étre rigoureux, on devrait écrire E(rN,,) i.e partie entiére.
1.2 Modéles continues
Motivation: L’observation qui prend At proche de 0 aura beaucoup plus d’information.

Remark 1.1. Le modéle de croissance géométrique

N(t+ At) — N(t) = NMAEN (t) — pAtN(t)
éN(t—FAAti_N(t) ZON() — uN ()
en faisant At — 0
N'(t) = AN(t) — uN(t)
D’ou I’équation des modéles continues:
N'(t) = n(t) - m(t) + i(t) — e(t)
vitessemriation vitesse m/aissance vitess?g: décés  vitesse d’immigration  vitesse d’émigration

1.2.1 Modéle de Malthus
e hypothése:
— solde migration nul: i(t) —e(t) =0
— vitesse de naissance proportionnel a la population a U'instant ¢: n(t) = AN(t)

— vitesse de déces: m(t) = uN(t)

N'(t) = (A= )N ()

e Mod¢éle:
N(0) = Ny

L4 m N(t) = Noe(k_ﬂ)t

Property. — Il peut étre si comme limite du modéle de croissance géométrique.
— Lorsque r = A — p > 0 croissance est proportionnel.
— Lorsque » = A — o = 0 la population n’évolue pas.

— Lorsque r = A — p < 0 la population tend vers 0.
e Inconvenients:

— croissance exponentielle pas réaliste. Il faut prendre en compte:

* la limitation des ressources

% l’interaction avec ’environnement

CHAPTER 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 4



1.2.2 Modéle Verhulst

Corrige le modéle de Malthus en prennant en compte la limitation de ressources.

e Idée: limiter la croissance a un seuil K appelé capacité biotique

; prendre cela en compte
N/(t) _ rN(t) . , /

Figure 1.2: Modéle de Malthus

Figure 1.3: Modéle de Verhulst

hypothese: Sole de migration nul

— taux de natalité fonction afiine décroissante de la population A & A\(1 — %)

. . . . N(t
— taux de mortalité fonction affine croissante de la population p &~ —pu(1 — %)

1(4) — _N®
e Modéle: N'(t) = rN(®)(1 )
N(0) = Ny
. . _ K
e Solutions: N(t) = TE - t>0
e Visualisation:

CHAPTER 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 5



r<0
Nog > K

r>0
No < K

Figure 1.4: Verhulst solution

Property. Sir > 0, on a:

—siNg=0Ny=Kona: N(t)=NyVt >0
— 510 < Ng < K, N croissante
— si Ng > K, N décroissante

— N posséde une limite si Ny > 0
lim N(t) = K

t—o0

1.3 Modéle de croissance logistique

C’est un modéle discrét

e hypothése: i.e =0

. L N(t
n —m est une fonction affine de la population, i.e n — m = rAtN(¢)(1 — %)

e Modele: On suppose At = 1: On pose N,, = N(t,,)
N,
on a: | Nnt = No = PN (1= 52)
Ny donné
Property. (A vérifier numeriquement)

— sir < 2, la suite converge vers K
— si 2 < r < 2449, la suite converge vers un cycle
— si 2.449 < r < 2.57, la suite est encore un cycle mais plus compléxe

— sir > 2.57, la suite devient chaotique

1.4 Notion de champ de vecteurs associée & une EDO

1.4.1 Généralités et définitions

Les modeles continus de la dynamique de populations sont des problémes de Cauchy pour les EDO.

(EDO) {y/(x) = fty®) el
y(0) = yo
Ou
y:[0,71] — R
t— y(t).

CHAPTER 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 6



f:0,7r[xR — R
(t,z) — f(t, z).

e Si’on sait résoudre analytiquement 'EDO (i.e donner l'expression de ¢ — y(y)) alors c’est terminé car il
suffit d’étudier la fonction ¢ — y(t)

e Si l’on ne sait pas détérminer la solution analytique, on peut:

1. s’assurer de I’éxistence et 1’unicité de la solution et de sa stabilité vis & vis des données du
probléme.

2. Puis analyser les propriétés qualitatives de cette solution pour simple analyse de f(¢,x)
C’est ici qu’intervient les champs de vecteurs.
Tllustations.

1. Prenons le modéle de Malthus

N'(t)=rN(t), t€]0,n|
N(0) = Ny

On sait que N(t) = Noe™

2. Voici ce que fait python pour traiter N.

Figure 1.5: Ce que fait python

3. Traitons les vecteurs tangents a la courbe ¢ — N(t) aux points t,, n =0

4. Sil’on connait les valeurs minimals et maximales de la solutions on peut avoir ’allure de la solution.

CHAPTER 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 7



Nma:c

Nmin

> X

tq ty

Figure 1.6: Une courbe sur des champs de vecteurs

Analysons ce que represente le vecteurs tangent:
e pour une courbe y = g(z)

e python et tout autre logiciel procéde ainsi

| | (ta y(t))

Figure 1.7: Ce que represente vecteur

Le vecteur tangent a la courbe:

o dy, _ oy &
7= (g = (1,2 = (1,4

dt
Wy LG, )

1
@) = ae W)
€R vecteur tangent
o= (&(t), (1))

Cad ¥ est le vecteur vitesse au points M (z(t),y(t)) a la courbe parametrée ¢ — {

résultat.

CHAPTER 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 8



Proposition 1.2.

(y obtient solution de 'EDO v/(t) = f(t,y(t)))
(3

(vecteur vitesse de la courbe parametrée t — (x(t),y(t)) au point M (t9) = (to,y(to))
si le vecteur (1, f(to,y(t0))))

Proposition 1.3.

V:R? — R?
(t,y) — V(({ty)).

(si le champ de vecteur associé a 'EDO y'(t) = f(t,y(t))) < V(t,y) = (1, f(t,y))

1.4.2 Dessins de champs de vecteurs

Principe:
A chaque points P = (p,p,) on trace le vecteur eV (P) ol € est une constance positive choisi pour écrire les

vecteurs trop longs.
Avec python on écrit quiver(Py, Py, V,,V,, angles="zy’) RQ 1: Cette fonction est vectorielle, i.e Py, Py, V,,V,,
sont des numpy array de taille n. RQ 2: On peut ajouter un parameétre pour controles la longeur des vecteurs:

plt.quiver(Py, Py, V;, V,,, angles="xy’, sacle=1)

Par conséquent, il faut normaliser les vecteurs (i.e le champ de vecteur)

Example 1.4. Champ de vecteur du modéle de Verhulst:

def f(t, y):
return r * y * (1 - y/k)

la grille:
1t = np.linspace(tmin, tmax, N+1)
ly = np.linspace(ymin, ymax, M+1)
T, Y = np.meshgrid(lx, 1ly)

Construire les vecteurs:

Y=1+0 % T

vV = £(T, Y)

norm = np.sqrt (U*xU + V*V)
U = U/norm
V = V/norm

On place les points:

‘ plt.scatter (T, Y, marker=’+’, alpha = 0.5) ‘

On place les vecteurs

‘ plt.quiver (T, Y, U, V, angles=’xy’, scale=N) ‘

1.4.3 Recherche de solution approchée de modéles sous python

On cherche une solution approchée de

{y’(t) = f(t,y(t)) tE€lto,to+T]
y(to) = yo

CHAPTER 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 9



avec python. Pour cela il suffit de dire en quels points on veut cette solution.
On se donne:

une liste des instants [to, t1,...,tN]

to, Yo

e Puis, on appelle la fonction odeint du module scipy.integrate de python.

On obtient une liste [yo,y1,- .., yn]

Example 1.5. Cas du modéle du Verhulst

e EDO:

1 def f(t, y):

2 return \ldots

e Instants

1 t0, tf = a, b

2 N = 100

3 t = np.linspace(t0, tf, N)

e On appelle odeint

1 from scipy.integrate import odeint
2 yapp = odeint(f, t, y), rtol=Nomne, atol=None, tfloat=False)
3 plt.plot(t, yapp, \ldots)

1.5 Modéle de prédateur prose (lotka-voltena (1931))

H(t): population de sardins
P(t): pupulation de reguins

H'(t) _ .
o) = taux de variation de sardins = a - bP(t)
taux de croissance  {,.x de mortalité
P'(t
®) = taux d’arrivé des requetes = -+ dH (t)
P t) ~~ ~——

taux de déces taux de croissance

D’ou le modéle:
H'(t) = H(t)(a—bP(t)) t>0

P'(t) = P(t)(—c+ dH(t))
H(0) = Hy, P(0)=Fo

Si 'on désigne par p > 0 la proportion des requétes en sardines péchés

CHAPTER 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 10



oHAPTER 2
CHAPTER

INTERPOLATION POLYNOMIALE

On va essayer de construire des polyndmes qui passent par un ensemble (nuages) de points donnés.
Si ces points sont les valeurs d’une fonction, on amerait:

e savoir si le polynéme construit est d’autant plus proche de la fonction que le nombre de point est grand.
C’est-a-dre, est-ce que nute des "erreurs" tend vers zero lorsque le nombre de points tend vers Uinfini.

e Si oui, comment quantifier cette convergence? C’est-a-dire, quelle est la vitesse (ordre) de cette conver-
gence.

Nogos

Nagga 1=

|
2015 2020 2023 2024 2025 2026

Figure 2.1: evolution-de-population-en-annee

1. Approche 1: approximation linéaire.
e Polyndéme de degré 1
2. Approche 2:

e polynome de degré 2

e approximation quadratique

3. Approche 3: prise en compre d’Historique

2.1 Rappels sur les nuts numériques
Vitesse (ordre) de convergence
valeur ajoutée par itérations

11




Definition 2.1. Soit (z,), C R™ une suite qui converge vers z* € R™, pour une norme || || de R™

Sl — 1 llzngs—z* |l
e Si kl = hmz_H)o H;wT*”

z* ou que la convergence est d’ordre 1.

existe et k1 €] — 1,1[\{0}. On dit que la suite convere linéairement vers

e Si I{Jl = 0, k2 ES hmn_mo H|In+1*€1? I

A

vers x*, ou que la convergence est d’ordre 2.

existe et non nul. On dit que la suite coverge quadratiquement

lznss—z|l
zn—z*]l2
constante asymptotique d’erreur.

o Siky=lim, o existe et # 0 la convergence est d’ordre ¢ . La constante K, est appelée

Example 2.2. 1. z, = (0.2)"
e On a lim,, ,., x, = 0. La convergence vers z* = 0.

[Tnp1—2*| _

. . . n+1
o lim,, oo B2l = Tim, % =0.2 €] —1,1[\{0}
Dot

e 1, converge & l'ordre 1

e Sa constante asymptotique est k; = 0.2

2. I, = (0.2)%". On alim, o I, =0

On a:
I = (022" =(0.2)"2
- ((0.2)2”)2
— ()
D0l litmy o0 25 = limy, 00 42) =1 D'on

e convergence d’ordre 2

e de constante ky = 1

En pratique, on ne dispose pas de K,

Definition 2.3.

wnconvergeversw*:HNEN’3A7B€thVnZN7O<ASM
Ty — T

a l'ordre ¢

< B <+

La convergence est au moins d’ordre ¢ si et seulement si on a (deuxieme partie d’équation)

2.1.1 Valeur ajoutée par l’'itération

Il est question de comparer 2 suites qui ont la méme vitesse de convergence.

Remark 2.4. Si |x,, — 2*| = 4- 1078 = 0.00000004. On dira que x,, et #* ont 7 chiffres exactes apres la
7 chiffres

virgule.
logyg |zn — ™| = logyy4 — 8log,,(10)
log |z, —z*|  log4
log 10 ~ log10

CHAPTER 2. INTERPOLATION POLYNOMIALE 12



N o oA W N e

ie d, = —logy |zn — *| mesure de nombre de chiffres décimales entre x,, et * qui coincident.

Remark 2.5. . .
po Sz =l s =7
n—oo |lx, — x*[|? ! R e &
Dot dp41 — qdn, = —log o Ky, i€
logo, K log,y K,
1t " q(dn + 1—¢ )

Donc, le nombre de chiffres significatives est multiplié par q.

Proposition 2.6. Si z,, converge & l'ordre 1 vers x* de constante asymptotique K7j, alors le nombre
d’itérations nécessaires pour gagner un chiffre exacte est la partié enitére de —

log,o K1
Proof. Soit m le nombre d’itérations pour gegner un chiffre. Comme d,+1 — d,, = —log;, K1, en partant
de d,,, aprés m itérations on aura
dntm — dn = —mlog;o K
D’ou on aura gagné 1 chiffre si dy4py, — dp, =1, i€
1 1 K = ( ! >
= —mlog 1> m=(—-—-
10 loglo Kl
O
2.1.2 Obtenir numériquement la vitesse de convergence
On cherche ¢ tq: lim,, o % =K, eR*
Remark 2.7.
Tpa1 — TF
Hwi*” ~ K= log [|zn41 — #7|| — glog [|#n, — z7|| = log Kq
lzn —z*||9
Y X
ieY =aX +0.

Conclusion: pour détérminer q:
e Traiter la courbe log ||z, — z*| — log ||zn+1 — z*||

e Détérminer ¢ comme la parte de la droite passant par le maximum de points.

Tpn =20y X1y---4 TN
Ty —a" =x9—2", 01 —2%,...,ay — 2
* * * *
T+l — L =1 — T , T2 —T ,...,TN41 — T
En python:
xn = np.array([x0, ..., xNI])
e = np.log(np.abs(xn - x~%))
ex = e[0:-1] #de premier a avant dernier
ey = el[1:] #de deuxieme au dernier

plt.scatter(ex, ey, label="miage")
a,b = np.polyfit(ex, ey, 1)
plt.plot(ex, b + a * ex, label=f"$x \mapsto {b:32f} + {a:32f}x$")

CHAPTER 2. INTERPOLATION POLYNOMIALE 13




2.2 Interpolation: définition-motivation-exemples

2.2.1 Définition

Definition 2.8. Soient (4, ¥;)i—{1,..., n} un nuage de points(exemple un ensemble discret de point du graphe
d’une fonction). Interpoler ce nuage de points correspond a chercher un polynome de degré N — 1, qui
passe par chacun de ces points.

Yi

€T x

Figure 2.2: L’exemple visuel de la définition

Questions:
1. Comment le construire?
2. Py_q1 € RN_l[X]

3. PN_l(a:i) =Y;

2.2.2 Motivations

e La solution d’un probléme est fournie par une formule représentative: Noyau de la chaleur (i.e convolution)
est un cherche la solution en un nombre de points.

— On approche alors la fonction par un polyndéme: i.e chercher le polynéme de degré "bas" proche de
la fonction

e La solution d’un probléme n’est connue qu’a table des valeurs en un nombre fini de points et on souhaite
I’évaluer partout.

— l'intérpolation
e On peut utiliser 'intérpolation dans

— l’intégration numérique
— la résolution numérique des EDO

— la visualisation scientifique

Definition 2.9. Un tel polynome est appelé polynéme intérpolateur de lagrange de degré N — 1 de
ces points.

2.2.3 exemples d’intérpolation

CHAPTER 2. INTERPOLATION POLYNOMIALE 14



Theorem 2.10. Polynoéme intérpolateur de degré 1.
Soient (z1,%1), (72,y2) 2 points distincts de R?

e Il existe une unique droite passant par les 2 points.
(z,y) €D (z—21)(Y2 —y1) — (Y —y1)(z2 —21) =0
e Si de plus, z1 # x2, il existe un unique polynome de degré 1 (i.e P; € Ry[X]) tq:

(x —21)y1 — (. — 22)Y2
To — T

(z,y) € D& y = P(z) avec P =

Proof. °
M @) €D e MM, /MM,

& det(MMy, My Ms) =0
T — T X2 — X1

Y=y ye—u|
S@—2)2—n)—W—y)(r2—21)=0

0

o Sixy # aq

MeDoy—y = (z —21)(y2 — )

To — I
Remark 2.11. On a ’écriture équivalente de Pi:
L)
Plﬂﬂoilh T1Y2 +Xy2 Y1 =ag+a X
T2 — X1 T2 — X1
C’est Pécriture dans la base (1, X) de R;[X]
[ ]
Xr — X2 r — X

P =

Al Y2
r1 — T2 To — X1
—— ——
I l2
C’est lécriture dans la base (I1,15) de Ry[X]
RQ:
11(1’1) = 1 11(1’2) = O lg(xl) = 0 12(132) = 1

(base de lagrange)

Y2 — 1 (x
X9 — I

C’est Pécriture dans la base (1,2 — x1) de Ry[X] (base de newton)

P =y + — 1)

Example 2.12. Méthode de calcul employle
Chercher le polyndme interpolateur de lagrange aux points (z1,y1), (22, y2), (€3, ¥y3)

e Méthode 1: xy # xo # 3
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P> est un polynéme de degré 2
P,=ag+a1x+ a2$2

Lemma 2.13.

Py(x1) = y1, Pa(w2) =92 ie ao+a1x1+a2x%:y1

1 x :r% ap Y1 ag Y1
1 zo 22 a| = = |ay| = M7t
2 % 1 Y2 1 Y2
1 z3 23] |az Y3 as 277 | Y3
N M~ Y~

e Méthode 2:

PQ =ag + (11(17 — 1‘1) aF ag(l‘ - $1)($ — $2)

ao =W
Py(wi) = yi = § ao + a1(z2 — 1) =2
mhae ao + a1(zs — x1) + a2z — 21)(x3 — 22) =y3
ap =Y
4 = ys—y1— 52—t (@3—21)

(z3—z1)(z3—22)

Remark 2.15. On a:
Y2—Yi _ Ys—Y2
T2—T1 r3—T2

I3 — T

Ao =

cad
Y2—Yi _ Ys—y2

Y2 — Y1 To—xTq T3—To
Ps=y + ——(z—o1) + ——"—2(z — m1)(x — 22)
L2 — T1 T3 — T2
T Y1 =:as
T2 Y2 27 = g
Y2—Yl _ Y3 —¥2
Ys—y2 BA=EN__ @H=65 o
xs3 Ys T3—T3 T3—x] a2

e Méthode 3:

(=) (x — x3) (x —x1)(x — x3) (x —z1)(x — x2) _ T — T ‘
h= (@1 —22) (@1 —a9) " (w2 —an)(@z —29) > (ws—a1)(ws —aa) 0 Z 1 -z )
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Remark 2.16. (z1,v1), (%2, y2)

Xr — T2 Xr — T

Y1
Tl — T2 T2 — T1

2.3 Polyndéme interpolateur de lagrange

2.3.1 Définition et propriétés

Theorem 2.17. (existence et utilité)

Soit z1, ..., x, desréels 2 a 2 distincts et y1, . . ., y, des rééls quelconques: Il existe un unique polynéme
P eR,_1[X] (i.e de degré n — 1) tel que p(z;) =y;, i =1,...,n

On dit que P est le polynome interpolateur de lagrange aux points (1,y1), -- ., (Tn,Yn)
Proof. Soit

®:R,_1[X] — R*!
P+— ®(P) = (P(x1),...,P(zy)).

on a:
o & linéaire
e ® injective

En effet, ?(P) =0 < P(z;) =0« P =0 car deg(P) < n—1. D’ou ® isomorphisme d’espace vectoriel et
la surjection assure le résultat. O

Definition 2.18. Si f est continue sur [a,b] — R, z1,...,2, € [a,b] 2 & 2 distincts, alors, 'unique P €
R,_1[X] tq P(x;) = f(z;)i = 1,...,n est appelé polynéme d’interpolation de lagrange de f aux points
T1y...,Tn

2.3.2 Estimation d’erreur
Theorem 2.19. I'erreur
Soient
e a<bf:[a,b — R continue
® x1,...,x, 24 2 distincts de [a, b]
e P polyome d’interpolation de lagrange de f aux points x;

Si f est n fois dérivable sur |a, b, alors, pour tout a € [a, b], il existe t €]a, b] tq

AR

n!

f(x) = P(x) = wn(z)

ot wy(x) =(r—x1)...(x —xp)

Corollary 2.20. Si f(™) est bornée par M sur ]a, b[, alors Yz € [a, b]

/(@) ~ P@) < S fen(@) < 2 (6~ a)"
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Proof. A faire

2.3.3 Implémentation avec python

Lo N

from scipy.interpolite import lagrange
X np.array ([x_1, x_2, x_3])

y np.array([y_1, y_2, y_31)

P lagrange (x, y)

print(p) # affiche le polynome

print (p(3)) # collable

2.4 Construction des polynéme d’intérpolation de lagrange

Loy ..., Tp_1 2 & 2 distincts

2.4.1 Interpolation dans la base canonique (Vandermonde)

Construction
n—1
P = g a;x"
i=1
P(J)l) :yi,i:O,...,n—l

1 zo ... a7t
9171 ao Y1

1 T ceeoxy _

1 ERREERREEEN B P i

Tp—1 -+ Tp_1] N v . v

a b
V(zo,...,xn—1)

Matrice de Vandermonde
e elle pleine

e malconditionnée

def VDM_Mat (x):
x_n = np.reshape(x, (x.size, 1))
return x_n ** np.arange (x.size)

N N

def VDM_Poly(x, y):
M = VDM_Mat (x)
a = np.linalg.solve(M, y)
return a

Evaluation efficace de P algorithme de Horner

Proposition 2.21. Si X est un réel et @ est le polynéme défini par
QX)=a X" +a X" '+ ...t a1 X +a,
alors la suite

qo = Qo
Gk = qg—1x+ag, k=1,...,n

vérfiie ¢, = Q(x)
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Bw N e

Proof. (laissé exo)
QIX)=X*+2X+1=(X+2)X +1

def Horner (P, xx):
y =0
for a in P:
y =y * xx + a
return y

def IntuP_VDM(x, y, xx):
a = VDM_Poly(x, y)
yy = Hormer(al::-11, =xx)
return yy

2.4.2 Interpolation dans la base duale: Formule de lagrange et points barycen-
trique

Construction
Idée prendre pour base de R,,_1[X] I'image réciproque de la base canonique de R"~! pour ®

Li(xj):{lsii;«éj

0 sinon

-1 _
Li(e) = Wizismo@ =) T a—a
v o -1 o .

[0 i (i — ) 130 BT

P(X) = z_:yiLi(X)
i=0

Theorem 2.22.

fila,b) = R
Llyeoey Ly
P
Si f n fois dérivable,
F (@)
Va € [a,b], 3t €la,b], f(z) — P(x) = wy(z) oy
Proof. du théoréme (erreur)
Soit x fixé des [a,b] \ {z1,...,2n}
On pose
f(z) — P(x)
F(t) = pP(t) -
0= 1) - P - =0
F est n fois dérivable et P annule aux n + 1 points x1,...,Z,,x. D’apres le théoréme Rolle (généralisé)
3t €la,b[ tq fFM(t) =0
Or P
Fm (t) = f(")(t) _ p(n)(t) —Mn!
N—— ~—— wn(x)

=0 par hyp =0 car deg(P)<n
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D’ou

Par ailleurs, si « € {z1,...,2,}, f(x) — P(z) =0

wp(z) =(x—21) ... (x — 2y)

Proof. corollaire

(n)
(@) — P(a)] = fum(@) L]

n!

comme z,z; € [a,b], on a |z —z;| <b—aet |[f(M(t)] < M, on a:

7(z) ~ P(2) < 1 (b= a)"

Evaluation efficace: formule barycentrique

Proposition 2.23. On a
= wn ()
P(z) = E Yir—— N 7
=7 (r =z (z:)

n 1 )
Yin1 e i

D i
=1 G=eDel ()

Proof. Comme

i=1 i=1j=1 j#1
D’ott
n
w (z;) = H (x;—x;) i=1,...,n
g=1 gt
D’out
Li() = wn(z) 1
N x; wh(x;)
Et
D uili(@) =3 oy en(®)
2 2 o= wi)er (@)
_ - Yi
DM rersraey
Orpour P=lonay;=1,i=1,...,n,ona
1 =wp(x) En: !
=) 2 e @)
D’ou
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Enfin,
n Yi
P(z) = 2in1 (z—zi)wy, (2)

n 1
21 @

Remark 2.24. 1. Attention: sizx =x;,1=1,...,n
2. Exercice: calculer la complexité de cette formule et comparer a la premiére.

3. Ajouter un nouveau point d’interpolation ablige a refaire tous les calculs.

2.4.3 Meéthode des différences divisées

Préliminaires: Interpolation de Neville

Lemma 2.25. Considérons n points 2 & 2 distincts xy,...,x, et n réels y1,...,y,. Pour 1 <k <[ < n,
posons Py, . . le polyndme d’interpolation aux points

(k> yk) - - - (@1, u1)

Nous avons
(:L‘ - xl)PEzmmf1("E) - (x - xk)P$k+1»--$L (‘T)

T — X1

ka:---vﬂfl (x) =

Schématiquement
Py
——f
P(QL’) =Tk, Lk41,---,L1—1,T]
Py

Tr — I r — Tg

Py

P+
T — X Xy — Tk

Construction de l’intérpolation de Newton

Definition 2.26. (Polynome de Newton) Soit n > 1 entier, 21, ..., z, n rééls 2 a 2 distincts. Les polynomes
de Newton wy, . ..,w, associés a ces points sont définis par

{(Uo:1
wj=(x—x)...(x—z;), (1<j<n)

Remark 2.27. {w;};=1,. & est une base de R[]

e Ainsi le polynéme d’intérpolation de Lagrange associé aux points (z1,41) ... (Tn, yn) s'écrit
n—1
P = Z AW
k=0

oll oy, sont solutions de

n—1
yi = E apwi(z;), i=1,...,n
k=0

On parle de développement de Newton du polydme de Lagrange

CHAPTER 2. INTERPOLATION POLYNOMIALE 21



Definition 2.28. On appelle differences divisées d’ordre j—1 (1 < j < n) associées aux points (z1,y1), - . ., (i, Yi)
les nombres d; ; (i = j & n) définis par

.di,lzyi i:l,...,n

N o A W N e

_ dij—1—di—1,5-1 P9 3 2 A
.le—W j—2an7l—]an
Lorsque y; = f(x;) i=1,...,n,d;; est généralement noté flz;_;i11,...,2;_1,2;] et est appelé difference
divisé d’ordre j — 1 aux ¢ points z;_;41,...,T;
Python:
def MatriceDifferencesDivisee(x, y):
n = len(y)
d = np.zeros((n, n))

df:, 0] = 1.0 *x y
for j in range(l, n):

dlj:n, jl = (d[j:n, j-11 - d[j-1:n, j-11) / (x[j:n]l - x[0:n-j1)
return d

Remark 2.29. e Le "stencil" (squelette) est

i—1,j—1
l,j—]. Za]

e La hauteur de stencil est j

o Le support du stencil est [z, ..., x;

Proposition 2.30. On a d; ; = aj_1 pour j € [1,...,n], cad:

n
P= Z d j,jWi—1
j=1

Ainsi, pour calculer P il suffit de connaitre d; ; j=1,...,n

Calcul efficace du polynéme

Proposition 2.31. Soit donné xg, ..., x, dés rééls 2 a 2 distincts. Soit @) le polyome défini par
n 1—1 n
Q(z) =ag+ Zai H(ﬂc — ) = Zaiwi(:ﬂ)
i=1  j=1 i=0
La suite des polynomes Qy, ..., Q, définies par

Qn:an
Qr=ar+(x—25)Qr k=n-1,...,0

vérifie Qy = @

(AT VYR C R

def HornerNewton(d, x, xx):

n = len(d)
yy = 0 * xx + d[n-1]
for i in range(n-2, -1, -1):

yy = d[i]l + (xx - x[i]) * yy
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return yy

N N

def DifferencesDivisees(x, y):
d = MatriceDifferencesDivisee(x, y)
a = np.diag(d)
return a

2.5 Comportement asymptotique "lorsque N — oo"

2.5.1 Observation

On n’a pas toujours une convergence uniforme de 'interpolation

Example 2.32. f(x) = v/z avec [a,b] = [0,1], 21, ..., 2, équirépartis sur [a, ]

maz |f(t) — P(t)] —— +o0
a<t<b n—oo

ce phénoméne est appelé phénoéme de Runge.

Il en reste une solution:

e si f est lipschitziénne sur [a,b] ou Holderienne

Ja €)0,1[,[f(x) = f(y)| < Clz —y]

e Sixy,...,x, sont les racines du n-éme polynéme de Tchebychev.

@

|f () — P(x) Hx—w
i=1

2.5.2 Polynéme de Tchebychev

Definition 2.33. Les polynomes de Tchebychev sont définis par la recurrence:

Ty =1
T1 =X
Tn = 2.’£Tn,1 — Tn,Q n Z 2

Proposition 2.34. Le n-iéme polynéme de Tchebychev vérifie:
1. T, est de degré exactement n et son coeflicient de plus haut degré est 27~1, n > 1

2. T,, a n racines distinctes simples

Ly a<i<n)

2
T.(z) =0z € {z1,...,2n},x; = cos( J

3. |[Tn(x)| <1, Vze[-1,1],|Th(z) =1z € {x0,...,Tn}z = cos(kT)

T, (z)|=1size{zx} xx= cos(k%) (0<k<n)

Proof. 1. Par récurrence:

Soit (P,) la propriété "T,, est de degré n et son coef. de plus haut degré est 2" =" n > 1. Py et P,
vraies (k < n).

Supposons Py vrai et montrons que P,y vrai.
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En effet, nous avons T}, 11 = 22T, — T,,—1, on en déduit que P, ;1 est vraie.
Maintenant,

Vo € [-1,1], T, (z) = cos(n - arccos(z))
n=0,Ty(xz) =1 = cos(0)

etn>1
n=1,T,(x) = cos(arccos(z))

En effet, pour {

cos((n + 1) arccos(z)) = cos(n arccos(z)) cos(arccos(z)) — sin(n arccos(x)) sin(arccos(x))

cos((n — 1) arccos(z)) = cos(n arccos(z)) cos(arccos(z)) + sin(n arccos(z)) sin(arccos(x))

On a:
cos((n + 1) arccos(x)) = 2z cos(n arccos(x)) — cos((n — 1) arccos(x))

Dot z +— cos(narccos(z)) vérifie la méme récurrence sur [—1,1] que T,. Par conséquent les 2
coincident sur [—1,1]. On en déduit Vz € [—1,1]

T, (x) = 0 < cos(narccos(x)) =0

< narccos(x) = g mod 7
@aurccos(nc):lmodE (:)xzcos(l—&—k‘z) 0<k<n-1
2n n 2n n

3. |cos(z)] <1 Dou |T,,(x)| < 1,Vz € [-1,1]

|7, (z)| =1 < narccos(z) = 0 mod 7

arccos(x) = 0 mod %

€xe {cos(k;%),k € [0,n]}

Proposition 2.35. Si @,, est un polyéome de degré n de méme coeff. de plus haut degré que T;,, alors:

()] > T, () =1
ﬂ?afvl]lQ ()] ch T ()]

Corollary 2.36. Si &1, ...,&, sont n points 2 & 2 distincts de [—1,1], on a:

n n 1

mazx H(x—fj) > mazx H(x—xj) = max L7|Tn(as)|:2n71

1,1 —1,1 —1,1]271
s€[-11] |5 S R ze[-1,1]

ot z; sont les racines de 75,

2.5.3 Application

Soit &1, ..., &, 2 & 2 distincts, P le polynome de lagrange de f (suffisament réguliére), alors:

£ IIOO‘

|f(z) = P(z)] < wn ()|

”f” W2 ee o )

ot w; = [ (z = &) et || et loi norme inf sur [~1,1]. Ainsi, le choix de & qui possede la plus petite valeur
de ||wnl|oo est celui des racines du n-ieme polynome de Tchebychev.
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Remark 2.37. On se raméne & un intervalle quelconque [a, b] par

a+b b-a 25 —1
Tj = — + 5 cos( o

) (1<j<n)

sont les racines des polyndomes de Tchebychev sur [a, b]
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But: On souhaite calculer au mieux
b
10) = [ fa)do

ou f:[a,b] — R donné
Contraintes

e f n’a pas de primitive connue (ou évidente)
e f n’est connue ou ne peut étre évaluée qu’en un certain nombre fini de points

(24,0 < i <nsur [a,b])

a &1 2 & b
rog T1 T2 T3 X4 Is5

Figure 3.1: Exemple d’une intégration

b
10 = [ f@)ds
N
S(f, Z = Z f(&) (@iv1 — )

i —
N i=0 Wi

somme de Rieman associée a > . Théoréme: limy_,oc S(f,>-5) = f: f(z) dz

26



3.1 Formule de quadrature

Definition 3.1. Etant donnée N points x1, ...,z de l'intervalle [a,b] et N poids wi,...,wy € R associées
a chaque points.
On appelle formule de quadrature associé aux (z;), (w;) 'application linéaire sur C°([a, b])

N
I(f) = Zwif(xi)
i=1
On dit que la formule de quadrature est d’ordre p si elle est exacte pour les polynéme de degré p;. i.e
~ b
1(Q) = / Q dzvVQ € R,_1[X]
et s'il existe @ € Rp_1[X] tq I(Q) # f; Q dx, autrement dit si elle exacte pour le polydme de degré au plus

p— 1.

Remark 3.2. On note:

b n
/ f(x) do ~ Zwif(xi)

Points | 1 | x2
Poids w1 w2

Example 3.3. Soit la formulle de quadrature

b
[ @) o~ 0- 0@

esif=1ona ,
/ fx)de =b—a=(b—a)f(a)

elle exacte pour les polynémes de degré 0.

e si f(z)=zona
b

/abf(x)dq:: {aﬂ = 0= EY 2 - a)a

a

elle n’est pas exacte pour les polynémes de degré 1.

Conclusion: elle est exacte pour les polyndémes de degré au plus 0. Elle est donné d’ordre 1.

3.1.1 Construction de formule de quadrature a points donnés

Proposition 3.4. Soit z1,...,zy, N points 2 & 2 distincts de [a, b].

1. 1l existe un unique (wy,...,wy) € RV tels que

~ def N €
1Q) = ZMQ(%’):/ Qz)dz VQ € Ry_1[X]

CHAPTER 3. INTEGRATION NUMERIQUE 27



2. Pour toute fonction f : [a,b] — R de calsse CV

- b—a N+1
ey do — ()| < 0T o0
Proof. Soit [;,i = 1,..., N la base de Lagrange associé aux x;, i.e
N
X — s
li(z) = 7%
Jj= 1J¢z %

on a ll S ]RN_l[X].

Soit @ € Ry_1[X], @ coincide avec le polynome d’interpolation de lagrange aux points z1, . ..

d’ou

ol w; = f l;(x) dz. D’ou lexistence.
Unicité: Smt wii=1,...,N,

b N
b / Q@) de =3 @iQx;) VQ € Ry_1[X]
e i=1
alors, puisque [; € Ry_1[X], on a

b
/ ll(x)dx:c&z iZl,...,N

D’ou (&; = w;) et on a l'unicité
Estimation d’erreur:

y LN

Soit f de classe CV sur [a,b] et Ry un poly d’interpolation aux points z; i=1,...,N. On a:
) N
I(f) =) flaiw = ZPf
i=1
AL
D’ou
x)dr — ‘ x)dz —/ P¢(z)dx
/ 1£(2) = Py(a)ldo
17 loo (b — )N
< N1 (b—a)
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1F oo

<
- NI

b
/ f(w)dz — I(f) (b—a)¥(b—a)

python:

from scipy.Integrate import quad
quad(f, a, b) =

3.2 Utilisation des formules de quadrature. Formule de quadrature
élémentaires et composées

3.2.1 Définition

On appelle formule de quadrature élémentaire I, sur [—1,1] associée aux poits & € [—1,1] et de poids w;,
i=1,...,N, la formule

N
I(f) = Zwif@i) pour f € C([—1,1])

Une subdivision d’un intervalle [a,b] en n points a = 1 < 23 < ... < x, = b étant donnée, elle induit une
formule de quadrature composite I. pour [a, b]

n-1 i -1 . (zj + zj11) + &i(@i1 — x5))
L= L(fizi,zi1) = ) 9 >_wif(@iy) ot @i = 2
i=1 j=1 i=1

Tlustation:

— —

Figure 3.2: L.(f) = SN wif (&) ~ [7 f(t) dt
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3.2.2 Meéthode de quadrature clamique
Méthode de rectangles

Definition 3.5.

Figure 3.3: methode-rectangle

Proposition 3.6. e Si f est C! sur [, 8] Perreur de la méthode de quadrature élémentaires :
(B —a)? ot ¢ €la, B]

e Si f est de classe C! sur [a,b], Perreur de quadrature de la méthode composite associée a une
subdivision uniforme de pas h est majorée par

b—
B = () = (DI < b |If Neogary —5—
N———

maxg<qa<p | f/ ()]

Proof. Posons F(z) = [ f(t) dt, F est de C? car f est C'. Par Taylor lagrange a I'ordre 2 en a donne

(8 —a)?

F(B) = F(a) + F'(a)(8 — @) + F"(c)—;

ou ¢ €]a, 4]
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D’ou ; )
[ s s -a)= L3 -ay
On en déduit
b
() - L(f)| = / £(t) dt Ic(f)|
n—1 Tjt1 n—1
S / FO) dt =3 F@;)@ie1 — 25)
7=0 Tj 7=0
nollemig
< / f(t) dt — f(z;)(zj41 — x5)
=0 |
n—1 /
< Z HfQHOO(mJH - zj)
§=0
’ n—1
<l Sy -2y
§=0
17 e
Sh=——(b-qa)

3.2.3 Meéthode de trapéze

Definition 3.7.

- f(b)

Figure 3.4: Méthode de trapeze
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Proposition 3.8. Si f est C” sur [a, ]

(b—a)
12

[Ee(H) = 11(f) = L(H)] < K2 [Lf"lloo

Proof. La formule était exacte pour les poly de degré 1, elle est du type interpolation:
b
I.(f) = / Py (t) dt ot Py est le poly d’ext aux points a, b
a
D’ou

b
/(ﬂw—ﬂﬁ»ﬁ

<||fl2/!||°°/ab(ac—a)(b—x)dx

On en déduit que:

i=0
n—1 n—1
(1" 1lo0 h?
=0 =0

1 20 £/
< — —

<

3.2.4 Meéthode de point-milieu

Definition 3.9.

s (e
| 1w~ 1E6-a)
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Figure 3.5: methode-de-point-milieu

Example 3.10. degré d’exactitude sur [—1, 1] elle devient
1
| #6)ds250)
=i

e Pour f=1,0onal(f)= f_ll ds2=2-1=1.(f). D'ou I. est excte pour poly de degré au moins 0.

e Pour f = son a I(f) = fils ds =0=2-0=I.(f). Dou I. est exacte pour poly de degré
au moins 1.

e Pour f =s?ona I(f) = f_ll s*ds = 2 #2-0% = I(f). La formule élémentaire n’est pas exacte
pour poly de degré 2. Dongc, la formule de point-milieuest exacte pour les polynomes de degré 1.

Proposition 3.11. e Si f est C%([a,b]) on a:

B() = 1)~ 1(H) = T —ap?

e Si f est C? sur [a,b], erreur de quadrature de la méthode composite associée a4 une subdivision
uniforme de [a, b] de pas h est majorée par

1.0)| = 1)~ L(p) < w21 g
Proof. exo N
3.2.5 Meéthode de Simpson
Definition 3.12. ’
[ ra= 25 (s + a1 50+ 106)
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f(b)
]
f(a)
\\/
) atp b

Figure 3.6: methode-de-simpson

Proposition 3.13. e Si f est C3*! sur [, 8] on a:

f(4)
2880

B
.&uv=/’ﬂmdx—kuv= (8 - @) ot ¢ ey, ]

(b—a)
2880

|Ee(F)] < PHIF P loo

3.2.6 Méthode de Newton-Cote

C’est une généralisation des methodes élémentairs.

Definition 3.14. On appelle méthode de Newton-Cote d’ordre k la méthode élémentaire construite en
utilisant le polynéme d’intérpolation d’ordre k, associé aux k + 1 points équidistants

simatiP=P =0, . .k
2
B k
[ 1@ don Y wis(@)
@ =0

oﬁxi:a—i—i%, 1=0,...,k et

d’ordre k si k impair

Remark 3.15. e Cette formule est . .
d’ordre k + 1 si k pair

e On n’utilise les méthodes que pour k pair sauf le cas k =1

e Si k=1 on a la formule des trapézes
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e Si k=2 on a la formule de Simpson

e Si k=4 on a la formule de Boole-Villarceau

! 7 16, 1. 2 16,17
[t de = GrEn + B3+ 0+ B 5+ g5 )

Pour k£ = 6, on a la formule de Hordy

Pour k£ > 8 on a des points w;, négatifs, ce qui rendent les formules sembles aux erreurs d’arronde.

Theorem 3.16. Soient I(f) = ff f(z)dz, I.(f) = Zf:o wif(z:), E(f) = I(f) — I.(f). Supposons que la
méthode d’intégration soit d’ordre p > k. Posons

B
K(t)=E@w— (2 —t)) = /

[e3%

k
(@) = i ) — Zwl(xz — i)l
i=0

rxsixz>0
avec T4 = 0 sinon . On a:

PK(t
B0 = [ EP e a vre o
Si de plus K est de signe constante sur [, §], il existe ¢ € [«, 5] telle que
(p+1) P K(t)
E(f) = 1o+ [ B g
a D
On appelle Noyay de Peano associée a la méthode, la fonction
K(t)

t— ——
p!

Proof. Formule de Taylor avec reste intégrale:

L (z—a) T (x—t)P
fo) =0y [ g

Remark 3.17. Lorsque K est de signe constante,
PRt
Bt u™)=(p+ 1)!/ # dt
a D

D’ou
- f(p+1)(c)
 (p+1)!

Dans les méthodes et Newton-Cote le noyau de Peano a une signe constante.

E(z — 2P
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3.3 Construction de formule de quadrature (& points inconnus): For-
mules de Gauss Legedre

On cherche s'il existe un meilleur choix des points z1, ..., z, de [, 8] tel que la formule de quadrature associéé
soit exacte sur R,/ [X] pour n’ > n.

Example 3.18. Cherchons une table fomrule & 2 ponts

/_1 f(z) dz ~ w1 f(x1) + wa f(x2)

En effet, on a 4 inconnus, il faut donc 4 équations. On pose comme condition 1’éxactitude de cette formule
pour les polynomes 1,z, 22, z3, d’ou
2= w1 + w2

0= W1T1 + Wako

2
= wlx? + ng%

3
— 3 3
0 = wim] + wamy

Remark 3.19. z; et 25 sont racines du polynéme 2 (3z2—1)iex; = —

=-L Dotw =wy =
= . Do = =1.
5 ZTo /3 u Wi (%)

Sl

D’ou

)

Sl

! 1
| r@dem -0+ £
)

est exacte sur R3[X] (3=2-2—-1

Example 3.20. Formule & 3 points

[ @) do o (@) + w2 (@) + 05 (@)

On impose l'exactitude 1, z, 22, 23, 2%, 2°

< (B — a)’t?

B
/ f(l‘) dx—[e[f,Oé,ﬁ]

< chb

B
[ 1@ de-1Lis.0.8)

On obtient z; sont racines du polynéme %(5333 —3z). Dou, z1 = —\/g, o =0, z3 = \/g et wy = g,

wy =28 w3 = g. D’ou
1
[ s B S0+ b

9

Proposition 3.21. Considérons la formule a n points

/_ @) do 2w flon) + o+ onf (n)

exacte pour les polyndémes de degré < 2n—1. Alors les abscisses z1, . .., x, sont les n racines du polyndéme
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de legendre de degré n définie par la recurrence.

Lo(ZE) =1
Li(z) ==

Lnsa(®) = — = @0+ 1)aLa(2) = 0L 1(2)

1 n
T —x;
o.)l-:/ H Lde i=1,2,...,n
-1 Ti — Tj
=
J#i
La formule de quadrature ainsi construite est appellé formule de Gauss-Legendre.

1
/_1 f(x) dx =~ wy f(x1) + w2 f(22)

exacte pour 1,z, 22, 2% pour (v — z1)(z — x2)

/1 (r —21)( — 22) d2=0

-1

/1 z(x —x1)(z —x2) dz=0

-1

1
/ z° — (1 + 22)z + T129 d2=0
-1

% I (1‘1392)2 =0
—%(.’511'2) = 0

! 1 1
[ f@) doanf(-—) +nf(72)
o f= (x—\/%;) =(x—21) = —112 = w214
. fz(:c—i—\/ig)z(x—xg)
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CHAPTER

RESOLUTION APPROCHEE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
(EDOs)

4.1 Motivations

4.1.1 Définitions

Definition 4.1. Soit
f:la,b] x R — R?
(t,z) — f((t,2))
avec a,b € R et d € N* donnée par des d composantes

fi: [a,b] x R* — R?
(t,x) — fi(t, x)

On note ¢ la dérivée d’ordre p d’une fonction g : R — R et ¢’ sa dérivée d’ordre 1.
Si g : [a,b] — R? est continue ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre p, on notera g € CP([a, b], R%) ou
simplement g € CP([a,b]) 8'il n’ya pas ambiguité. On a:

(g € C'([a,b],R),i = 1,...,d) & (g € Cl([a,b],Rd))

Definition 4.2. On appelle équation différentielle d’ordre 1 une équation de la forme
y'(t) = f(t,y(t), tEltoto+7]
On appelle EDO d’ordre p une équation de la forme
y (1) = f(t,y(0),y'®), ., y"" D)

ott f :[a,b] x (RY)P — R? est continue.

Definition 4.3. -
e Une fonction y de classe C' vérifiant une EDO est dite solution de 'EDO.
e Résoudre une EDO c’est détérminer toutes les solutions de cette EDO.

e Lorsque d # 1, on parle de systéme d’EDOs.

Remark 4.4. Toute EDO d’ordre p > 1 peut ce ramener a un systéme d’EDOs d’ordre 1.
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Definition 4.5. On appelle condition de Cauchy de 'EDO, la donnée de la valeur de la solution en un

point
to € [a,0]:  y(to) = 3°

Le couple (tg,%°) est appelé condition initiale et le probléme de Cauchy consiste & la recherche d’une

fonction de classe C! vérifiant:

y'(t) = f(t,y(t) tElto,to+ 7|
y(to) = y°, to donné des RY

4.1.2 Exemple

Example 4.6. Pendule

Figure 4.1: pendule-exemple-edo

m =
o(t) =7
¢ + £sin(¢) =0

c’est une EDO d’ordre 2.

{$1=¢:>$/1:¢I=$2

z2 = ¢ = ay = ¢" = —{sin(¢) = — ¢ sin(a1)
Dot X(t) = @1) ona X'(t) = (_%Sﬁ(m)) = f(t, X () ot

f:RxR?—R?
(t, X (i;)) — f((t, X (ﬁ;)» = (_gsﬁ(xl)) '

Example 4.7. Objet en chasse libre.
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astéroid

Figure 4.2: asteroid-edo

vitesse: v
altituted: z

2" = —g+ k(2')%e™** cad EDO d’ordre 2

k a coef. de frottement.

ou encore

[
{Z/ _ + ky2e—9% cad systéme d’EDOs d’ordre 1
v=-9 ve

Pososn Y = (j,) = <y1> Y = f(t,Y)?7??

Y2
Y\ _ Y2
f(t,Y <y2>) - (_g + kygeam)

def f(t, Y):
x, y =Y
return np.array([y, -g + (k*y**2)*np.exp(-a*x)])

Example 4.8. Taux d’inféction

O o o

o o o

Figure 4.3: taux-d-infection-edo

y: inféctés, x: soins, a: taux d’inféction

y = ary
{ =y =ay(n—y)
T+y=n

4.1.3 Nécessite de la solution approchée

On considére le probléme de Cauchy

{x’(t) = f(t.x(t) ¢ Elto,to+ ] (1)

z(to) = 2° € R4

On ne sait résourdre 4.1 dans des cas particuliérs.
d =1, f est a variables séparées.
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Example 4.9.

Tllustation graphique

Figure 4.4: illustation-graphique-sol-approche

e On se donne t,, = nAt

T
=0,...,N, ou At=—,N ¢ N*
n b ) 70u N?

e On calcule L, = Loe!»™, n=0,...,N

e On place (t,, Ly) sur un figure et on les relie pour obtenir un graphe de ¢ — L(t)

4.2 Probléme d’évolution de population des lapins

L: population des lapins, R: population renards.
On a le probléme de Cauchy

L= L(r, — pR)
R = Rrp(aL —1)
L(0) = Lo, R(0)=Ro

Ce systéme n’est pas résoulable analytiquement.
On peut cependant le résoudre numériquement & condition de s’assurer que le probléme est bien posé.

e Existence et I'unicité de la solution
e Régularité de la solution
e Dépendance continue de la solution vis & vis des données du probléme (ou Stabilité)

D (t07f) =y
12(y1 = y2) |l < Cil|L — =Ll + Call fr — foll«s
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Definition 4.10. On dit que f : [a,b] x R? — R? est lipschizienne par rapport a sa seconde variable s’il
existe une constante positive L (appellée constante de lipschitz) telle que

£t y2) — F& 1)l < Lllye — 1]l V¢ € [a,0]Vy1,y2 € RY

Theorem 4.11. de Cauchy lipshitz.

Soit
o'(t) = f(t,2(t), t€]to,to+ 7l
x(tg) = 2°

o Si f:[to,to + 7] x RY — R? vérifie

1. f continue
2. I y) = f& 2 < ly =2

Alors 4.2 admet une unique solution (globale) de classe C!([to, to + 7], RY)

4.3 Exemple de Schémas numériques

4.3.1 Formulation intégrale

Proposition 4.12. x solution de 4.2 ssi z(t) = z° + ftz f(s,z(s)) dsVt € [to,to + 7]

Proof. -
{x(to) = gt
z'(t) = f(t, z(t))

/tx'(s) ds t f(s,z(s)) ds

4.3.2 Construction de schema d’Euler explicite

Etape 1 maillage du domaine

t, =nAt,n=0,...,N

T
N donné At = —
onné, pose N

Etape 2 : Formulation intégrale:

Suite [ty,, tn41] probléme discrét ("continue")

x(tps1) = x(tn) + fti"“ f(s,z(s))ds,n=0,...,N—1
z(ty) = 2°

Etape 3 Approximation des intégrales (Formules de quadratures)
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23 LLnJrl
At

Figure 4.5: etape-3-rectangles-a-gauche

Récrangles & gauche

(7]
/ g(s) dsAtg(t,) + o(At?) ~ Atg(t,)
t

n

On a
(tns1) = (tn) + Atf(tn, x(tn)) + o(At?)
(4.4)
x(ty) = 2°
(tnt1) = x(tn) + Atf(tn, z(tn)) (4.5)
x(tg) = 2°
On pose z,, ~ z(t,), n =0,..., N lorsque des dans (PDC) on se sépare des restes
Tpe1l = Tp + Atf(tn,z,), n=0,...,N—1
{ +_1 0 ( ) (4.6)
To =X

On a le schéma d’Euler explicite

Remark 4.13. Schéma du point-millieu

tn+1 + tn

5 + o(At?))

tnt1
/ o(s) dsAtg(
t

n

On aurait
I(tn-‘rl) = I(tn) + Asf(tn-i—%ax(tnﬁ—%)) + O(AtS)

Soit

0

xn+1:xn+Atf(tn+%,xn+%), n=0,...,N—1
To =T

Comme 1 est inconnu, on ’approche par le schema d’Euler explicite.

At

ie Tppl = Tp+
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D’ou

Tpyl =Tpn+ %f(tmmn) (4.7)
Tnt+l = T, + Atf(tn + %,wn—&-%)

0

Tnal :mn+Atf(tn+%,xn—l—%f(tmmn))mzo,...,N—l
o=

(4.8)
4.3.3 Autres schémas et forme géneral des schemas explicites & un pas
Remark 4.14. Si Rectangles a droits, on aurait eu
$n+1:$n+Atf(tn+1,$n+1),nZO,...,N—1 (49)
o = .IO
Il est implicite c’est le schema d’Euler implicite
Remark 4.15. Formule des trapeze - on aurait
Tpyl = Tn + %(f(tn,xn) + f(tn+17mn+1))vn = Oa s 7N -1 (4 10)
Ty donné '
C’est le schema de CLANK-NICOLAS il est implicite. On peut expliciter le schema de C-N.
Tpy1 = Tp + ALf(tn, )
On aura
ro donné '

xh =Ty + Atf(tn,x,) n=0,...,N—1 (4.12)
Tpt1l = Tp + % [f(tn»xn) + f(therm:LJrl)]
C’est un schema explicite appelé schema de Heun. Généralisation des schema & un pas.

Tpt1 = Tp + AtP(ty,, xpn, At), n=0,...,N—1
To donné

(4.13)
ou ®:R xR xR — R
Example 4.16. e Euler explicite : ®(t,y, At) = f(t,y)
e Point - Millieu : ®(t,y, At) = f(t+ &ty + 5L f(t,y))
o HEUN: &(t,y, At) = 3 [f(t,y) + f(t + Aty + Atf(1,y))]
Tn+1 :xn+Atf(tn+%,xn+%f(tnaxn)) (4 14)
o = (EO )

4.4 Etude de schémas pokes EDOs

On aimerait savoir si la suite (x,,), générée par S converge. Si oui, "vers" la solution de P

4.4.1 Définition

CHAPTER 4. RESOLUTION APPROCHEE D’EQUATIONS

44
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES (EDOS)



Definition 4.17. le schéma S est dit convergent ssi pour toute solution x de P et toute suite de (x,),
construite par S courbe 2° = x(ty) on a

li ) = =0
ol (max fo(e,) — o]
Ou z(t,) — x,, =: e, erreur globale a l'itération n

e S’il existe C' > 0, ne dépendant que de f,tg,T tq

< P
S llenl] < CAEP Vit € [0, Ato]

Le schéma est dit convergent d’ordre p.

Remark 4.18. Pour étudier un schéma pour EDO, on procéde en 2 étaps:
e On cherche 'ordre de consistance

e Puis, on regarde sa stabilité

4.4.2 Ordre d’un shéma a un pas explicite
Definition 4.19. (erreur de consistance)
Soit x la solution de P. On appelle erreur locale de troncature du schéma S a l'instant ¢, la quantité
&n = x(tnt1) — x(tn) — AtD(t,, x(ty,), At)

'(t) = f(t,z(t)) tEJto,to+T]

Definition 4.20. S et dit consistant d’ordre au moins ¢ si pour toute solution exacte x de P, il existe une
constante C' > 0 telle que

€(t, At) = z(t + At) — a(t) — At + B(t, 2(t), At)

vérifie
I€(t, At)|| < CATH

e Si S est d’ordre au moins ¢ mais pas d’ordre au moins ¢q + 1, alors il est dit consistant d’ordre
exactement gq.

Example 4.21. Etude de consistance du Schéma d’Euler explicite

{xn+1 =2n + Af(tn,2n), n=0,...,N
S 0

To =2
e L’erreur de consistance & l'instant ¢ est
E(t, At) = x(t + At) — x(t) — Atf(t, x(t))
ou z est solution suffisamment réguliére de P (i.e 2/(t) = f(¢, x(¢)))

e On cherche le petit o de At dans £(¢, At).
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Comme z est solution exacte, on a:
E(t, At) = x(t + At) — z(t) — At/ (t)

Effectons les At )

x(t + At) = 2(t) + Ax/(t) + ATtx”(t) + o(At?)
D’ou

£(t, At) = At2# + o(At?)

cad £(t, At) = o(At?) d’oit le schema est consistant d’ordre au moins 1. Or pour le probléme {xo (t) = f(t,z(t))
avec f(t,y) = 2t., on a la solution exacte x(t) = z¢ + % Et on a:
£(t, At) = At?

D’oti le schema ne peut pas étre consistant d’ordre au moins 2. Il est donc consistant d’ordre exactement 1.

Proposition 4.22. Soit ® : I x R? x [0, Ato] — R telle que 2%, E?Z‘fg e, aaAtq existant et sont continues

sur I x R? x [0, Aty], f étant de classe C9. Alors le schema

0

g J T+ =2y + At®(tn, xn, At) n=0,...,N—1
g =X

est consistant d’ordre au moins ¢ ssi,

(I)(t’ya O) = f(t’y)

or 9% (1,4,0) =+ f(t,y)

0At 2

9171 1
- = — Z £la—1]
aAtq,1 (t7 Y, 0) - qf (t7 y)

ot fO(t,) = f(t.y), FOt,y) = 2L~ (t.y) + f(t,9) 25— (ty) et j=1,...,q— 1

Example 4.23. Etude du schema du PM

Tt =, S, )
Tp41 = Tp + Atf(tn+%7xn+%)

LL’QZI'O

ce schéma est explicite a un pas avec

At At
Oty At) = f(t+ 5y + 5 f(5y)
Comme
o O(t,y,0) = f(t,y) ce schema est consistant d’ordre au moins 1.
o Z%(ty,At) = 350+ 5Ly + 51 (6 y) + 5 FE Y+ 5Ly + 5Lt y)
oD 1 af af _loy

Dot le schema des (PM) est consistant d’ordre au moins 2.
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Exercise. Mq qu’il ne peut pas étre consistant d’ordre. Choisissez f(t,y) = g(t) et revenez a la définition

de &(t, At)

4.4.3 Stabilité des schémas & un pas

Definition 4.24. (S) est di stable pour une classe de fonction f, s’il existe une constante S > 0 indépendante
de At tq:
POUI‘ toute suite (.’I;n)OSHSN7 (an)OgngNy (rn)OgnSNfl o
Tpt1 = Tp + AtD(ty, Ty, At)
Tpa1 = Tp + AtD(ty,, Tpn, At) + 1,

on a la majoration

N-1
b anll < 50— + 3
omax {lZn — zall} < S |10 — ol + Il }
erreur initiale = erreur ajoutée
erreur maximale a chaque itération

pour toutes les itérations

Proposition 4.25. (Stabilité du schéma d’Euler explicite)
Si f est lipschitzienne en espace, alors le schema d’Euler explicite est stable.

Proof.
[Zn41 = Enta|| < (1 + LAY [|zn — Znl| + |7l

Et on conclut pas le lemme de Gramwall discret. O

Lemma 4.26. de Graomwall discret:
(an)ognSN, (bn)OSnﬁN—l termes positifs et h > 0, L > 0 tq

an+1 < (1+ Lh)a, +b, n=0,...,N—1

alors
n—1
a, < eL"hao + E :eL(n—]—l)hbj
=0
D’ou
an < e (ag+n max |bj|)
<5<

Proposition 4.27. Si la fonction ® est telle que: il existe A > 0 tq:
VAt € [0, Ato],Vt € [to,to + T — At]Vy1,y2 € RY

1D (¢, y1, At) — B(t,y2, At)[| < Allyy — g2

alors le schéma (S) est stable de constante de stabilité S = eAT

4.4.4 Convergence des schémas a un pas explicite

Theorem 4.28. 1. Si la méthode (S) est stable et consistant, alors elle est convergente
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2. Sila méthode (S) est stable et consistant d’ordre g, alors elle est convergente d’ordre g et pour toute
suite (7,,)o<n<n donnée par S, initialisée par o € R?, on a

_ < _ q
Jmax[2(tn) = @l < (Jz(tn) - 2ol + CTA)

Ou S est une constante de stabilité et C' - constante de consistance.
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oHaPTER
CHAPTER

RESOLUTION APPROCHEE D’EQUATIONS ORDINAIRES (FO) : f(x) =

5.1 Généralités et exemples
Soit f:R" - R", I C R"
chercher x* € 1
EO
o) {f(fc*) -0
5.1.1 Définitions

e (FEO) est appelé équation non linéaire si f est affine, elle est dite linéaire.

A e M, (R)

flx)=Az+b on {bER"

e Tout z* € I solution de (FO) est dite reciné au zéro de f dans I.
e Si f est de classe C" avec r > 1 et x* est racine de f, alors

— x* est dite racine simple f'(2*) # 0
— x* est dite racine de multiplicité p < rsi f®)(z*) =0,k =0,...,p— L et f®(z*) £0

— lorsque m =1, c’est cad f: I C R — R, I’équation est dite scalaire.

5.1.2 Exemples
Schéma d’Euler implicite par EDO

x(ty) = 2°

{xl = f(t,.’b)

LU()::L‘O

(ED) {xnﬂ =x, + Atf(tn+1,Tny1),n=0,...,N —1
A T'itération n, pour déterminer x, 1, il faut résoudre 1’équation g, (z) = 0 ol
gn(2) = 2 — @y + At f(tns1, 2)

e 29 donné

e Pourn=0,...,N —1,

. chercher z € R
— résoudre
z=1x, — Atf(t, + At,2) =0
— POUr Ty = 2
At
Tpy1 = Tn + B [[(En, 2n) + f(Ens1, Tns1)],n=0,...,N —1
(CN) {:1:0 " L0 2

fn-‘,—l = Tp + Atf(tna an)
(HEUN) Tptl = Tp + % [f(tTHI'n) + f(tn+17fn+1)]
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5.2 Position correcte du probléme (EO)

On se propose de vérifier si
e (EO) admet une solution
e Si oui, cette solution est-elle unique?
e La solution dépend continment des données du problémes (stabilité)
e La solution est suffisamment réguliére.

Pour répondre a cela, on va se placer dans le cadre scalaire: f: R — R

Proposition 5.1. Cas ou f(z) =0
o Sil=/[a,b] et f est telle que
— f(a)f(b) <0
— f continue sur [
alors il existe z* € I tq: f(z*) =0

e Si de plus f est strictement monotone, alors z* est unique

Proof. e Théoréme des valeurs intérmidiaires

*

e unicité f est injective (out f bijective de I — f(I), * = f~1(0) est unique)

Proposition 5.2. Cas z = g(z)
Si g est telle que

e g(I)CI
e g continue

*

Alors , il existe * € I tq g(z*) =«

5.3 Construction de schéma pour (EO)
5.3.1 Meéthode de dichotomie

S’applique au cas f(z) =0

Principe

I'=1a,b] tq f(a)- f(b) <O
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e Si g contractante (|g(x) — g(y)| < k|x — y| avec 0 < k < 1) alors z* est unique.

Remark 5.3. Si g est dérivable avec |¢'(x)| < j < 1Vx € I, alors g est contractante.

Remark 5.4. Lorsque la racine cherchée sera de multiplicité > 1. Il faudra faire attention!.

e Autrement dit, le probléme sera difficile & resoudre numériquement si le zero est une racine multiple.



Figure 5.1: principe-de-methode-de-dichotomie

[ao, bo] = [a,b], c = w

a1, b1] = [ao, c] si f(ao)f(c) <O
T e bol si £ f(bo) <0

Si [ay, b,] est construit, on construit [a,41,bp 1], en prennant: ¢ = 427

[an—i-la bn+1] = {

[¢, by] sinon

Algorithme
e Initialisation

— Soit a,b tq f(a)f(b) <0 et € tolérance donné
— Calculer ¢ = 2£2
- k=0
e Itération: tant que |f(c)| > ¢ et k pas trop grand, Faire

— Si f(a)f(b) <0, poser b=c

— Sinon, poser a = ¢

Calculer ¢ = QTH’, k =k + 1. Fin Faire

Coiit

e 1 dimension

e 1 évaluation de la fonction

Convergence

f est continue. Soit (ay,), (by) générées
o z* € [ay,by,]
® [Gnt1,bn11] C [an,by],Vn
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an+by

[an, ] st f(an)f(c) <O

o1



b—a

on

e b, —a, =

o |a, —ax*| < B2 b, —2¥| < 5o

e lim, .. a, =%, lim, ., b, = 2*

5.3.2 Meéthode de fausse position
Principe

e remplacer dans dichotomie ¢ = ‘IT“’ par ¢ 'abscisse du point d’intersection avec ’axe des abscisses de la
droite passante par (a, f(a)), (b, f(b))

Algorithme

a+b

Remplacer ¢ = 5

par c=b— ﬁf(b) dans dichotomie
e Initialisation

— Soit a,b tq f(a)f(b) <0 et € tolérance donné
— Calculer c=b— ﬁf(b)
— k=0
e Itération: tant que |f(c)| > € et k pas trop grand, Faire
— Si f(a)f(b) <0, poser b=c

— Sinon, poser a = ¢

Calculer ¢ = b — 555=%5 f(b), k = k + 1. Fin Faire

Cott

e 1 dimension, 1 produit

e 1 évaluation de la fonction

Convergence

(Fausse position) Soit f € C?([a,b]), f(a)f(b) < 0. Si f” n’a aucune racine dans I = [a, b], alors une des suites
(an) ou (b,) demeure constante.

Proposition 5.5. Si f est C%([a,b]) , f(a)f(b) < 0 et f” n’a aucune racine sur [a,b]. Soient (a,), (b,)
générées.

e Si (b,) est constante, alors (a,) converge linéairement vers z* racine de f et on a

T* — T z*—b
K= lim =" _q_ g2 _—
YT S ot — oy f f()
o Si (ay) est constante (b,,) converge linéairement vers z* et
K ! T* — bpta 1 f,x* —a
=lim ———=1—f——
YT S 2t — by, f(a)
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5.4 Méthode d’itération (ou du point fixe)

5.4.1 Principe

Elle est adaptée aux problémes

(EO) Che:cher:f eR
flz*) =z

Remark 5.6. Une équation f(z*) = 0 devra étre transformée pour rentrer dans ce cadre (g =?)
On cherche x* comme lim,,_,o, z, Ol

(S) {xn+1 = 3{(1‘77,)7 n=0,...
zo donné

5.4.2 Interpolation géométrique

Comment construire x, 1 & partir de z,,?7

(xn:a 0) :(zn—o—la 0) T

Figure 5.2: Interpolation géométrique

5.4.3 Algorithme
Initialisation

e Choisir zy et x donné € > 0

e Pour
— k=0
—rp=¢c+1
Itérations

e Tant que ry > € et k pas trop grand faire

= Tpy1 = g(or)

— Thtl = |Thg1 — Tg]
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—k=k+1

e Fin faire

Coit:

1 évaluation de la fonction

Inconvenient:

Choix de z*

5.4.4 Convergence

Proposition 5.7. Soit I C R tq g(I) C I, alors g admet un point fixe z* dans R
e Si max,cr|g'(z)| = k < 1, alors le point fixe est unique
o Simaxger|¢'(x)] =k < 1, et de plus, 2 € I et (z,,), générée par (S), alors

— |z* — Tpg| < Elz* — xp]
— (p)n converge vers x*

w*_a:n+1 — g/(x*) et kl S k

T*—xp

- kl = hmn—)oo

Proof. e Existence: I = [a,b]. Posons f(z) = f(z) — z, on a: Comme ¢(I) C I, comme g(a) € [a,b]
et g(b) € [a,b] on a: g(a) > a, g(b) < b, dou f(a) = gla) —a >0, f(b) = g(b) — b < 0. D’apres le
théoréme de VF, 32* € [a, b] tq fl@*)=01ie g(a*) =a*

e Unicité: Supposons Jz*, z** tq g(z*) = z* et g(z**) = 2™* et o™ #£ z*, alors

2% —2%| = |g(z™") — g(")]
< lg'(z" + o(z™ — *))Hx** — a7
< max|g'(n)||z"™" — 2|

2 — x| < Kla** — 2| avec 0 < K < 1
iel < K <1 - absurde!
e Convergence:

- Tpt+l = g(:cn)

2 = (")
Dot |zpy1 — z*| < |g(zn) — 9(x®)| < K|z, — 2*|. Dot |24 — 2*| < K|z, — 2*| donc

|z, — ¥ < K™ |xg — 2
Comme 0 < K <1 on alim,_ o z, = x*
e Ordre de convergence:
Tnt1 — 2" = g(an) — g(z)
=g (z* +0(xy, — ")) (z, —2%) 0<O<1

D’ou

x’ﬂ"rl_x* 1/ % *
_— = 6 n —
LT 40— )
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Comme g est de classe C!, on a lim,, o ¢'(z* + (2, — %)) = ¢’(2*) Donc

%
. Tny1 — T

lim —2H g (z*)

n—oo I, —I*

Remark 5.8. Si ¢/(z*) # 0, on a une convergence linéaire (d’ordre 1) avec pour constante asymtotique
Ky =|g'(z”)]

Que se passe-t-il si ¢’'(z*) = 07
Soit p > 1, le plus petit entrer tel que g (z*) # 0

Example 5.9.
fomtt = o
avec
glx)=e"—1—2x

z?

2. g(x)=e*—1-z— %

Rq: 2z =0
g'(0) =0, ¢"(0) =1, alors p =2

2. ¢’(0)=0,¢"(0)=0, ¢""(0) =1+#0, alors p =3

Si g € CP, alors:

* *\ [k = g(k)(x*) *\k ((En x*)p (P) (o *
9(zn) = g(a*) + (wy —2%)g (") + > 7 n—a")" + oY (z* +0(x, — 7))
k=2 ’
Comme ¢'(z*) = ...g®P~D(z*) =0, on a: g(z*) = z*, g(xn) = Tpi1

p 9P (" + 0(xn — 2%))
p!

Tpy1 — 2" = (2, — 27)

D’ou . .
. Xz 1— X
lim =t — =

() (o
n— 00 Crn __x*)p p!g (x )

Donc z,, — x* a l’ordre p.

5.5 Meéthode de Newton

Principe

Adaptée pour le probléme

Cherche z* € I
EO
o) {f(x*) -0

Comment construire x,, 11 & partir de z,,?
On remplace f par son polyndéme de Taylor d’ordre 1 au voisinage de z,,

f(@) = f(zn) + f'(zn) (2 — 2n) = Pr(x)

f(zn)
f(zn)’

On trouve f(z,) + f(xn)(Tpnt1 — zn) = 0. Dol 241 = ), — cad z,41 = g(xy,) avec g(z) = x — e

Comment calculer an ayant PointFixe donné

def PointFixe(g, x_0, eps, IterMax):
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def Newton(f, f_prime, x0, eps, IterMax):

g = lambda x: x - f(x)/f_prime(x)
return PointFixe(g, x0, eps, IterMax)

Convergence

On adapte les résultats de la méthode du point fixe, ici:

Comme Zp41 = Ty — ;,(éz)), n’est rien d’autre que

= x avec Tr) =T — f(x)
$n+1*g( ﬂ) g( ) f’(l‘)

Remark 5.10. Fa)
9@ == 55
On F(@)? — f@)f(x)
9 =1 T e
D’ou f’( *)2 0
) =1 S

D’out la méthode de Newton. Pour un bon choix de xy coverge. Et est au moins d’ordre 2 pour une racine
simple.

Remark 5.11. Si f(z*) =0, f'(z*) = 0,..., f("™)(z*) # 0

Example 5.12. f(z) = (zx —1)3,z* =1,0on a: f(1)=0,f(1) =0, (1) =0,f® (1) #0,iem =3

fora = 163

o donnée

.
On aura convergence d’ordre 1 i.e lim, oo 2222 = K; #0avec K; =1— + =2
Tp—T m 3

Le z* est racine d’ordre m de f d’ou f(z) = (z — 2*)™h(z) avec h(z*) # 0
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