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* E(X) : X)0
,

densité+ Xe-* Mx
, o

E : //X ,
V : 1/

* Gamma(a
,
X) ; a)0 ix) 0 ,

densitétX
*

x9
-

e
-* Mx)

,
o

I(a)

où <(al =1**a - e-M (VkCi*, ((k) = (k-1) !)

prop: X,
~ Gammala,, x) =X, + XzrGammalataz ,

X) Xi . _ XniXivE(x)=

XzuGamma(as
,x) -

siX, # X2 XI + + Xn ~ Gamma (n
,X)

1 XiHX; Vij)

* Loi normaleN(m, 02) : m Em
,
020 densité 1 exp)-1

2552

* Loi du chi-deux X(K) ; KEIN* degrés de liberté
,
densité c

* -

exp(z)190,
0f(x)

# :K V : 2k 22 +(4)
Prop: Laloi X2 est la loi de la somine des carrés dek lois normales centrées réduites indépendantes

(**)

EX
. 1 :

XI 1
n ,

Xn Hw Unif (50
, 1])

Un=I ,
Xi

Loi de 2 = -In(Xi) ? deZn= -In Mn?

&) Fonction de repartition : F2
,
(t)=(2, <t)

= m) - In(X,)(t)
=P(x,), e

- 4)
= 1 - P(X, (e - t)

=
1 - e

-t

fz(t) = F((t) =é-tz densité dela loi Exponentielle,
X= 1

2, ~E(l)

2) [n = - in (Un) = -(n)
== ([(n(Xi)i

or In(X1) ~E(1) et les Xi i.
i . d

Donc In-Gamma(n
, il
↑

La somme de n v. a. ~ exp(X) indep suit une loi Gamma(n,x) (A)

EXO2 :

XI 1

Vn =_
échantillon ii

. d densité f(x) =exp(2)
,
oce

1) Loi de XP ?
Méthode fonction muette :

du=
2xdx

Soit h une fonction continue bornée :

u=
x2

+a

#[h(XR)) =( h() ex
,
(d =(onkace h(u)e

- udu

O O

*a pour densité fx(t) = e-Mir_ · Donc XPECI



2) Loi de Un

Posons Si=. Donc Un=Sn où SnGamma(n
↳ (Xi 1. i . d =Xaussi puisque mesurable)

Soit h fet mesurable bornée

[[h(Vn)] = E[h()] 5/n
ds=ndv

+

=/(*), Ser : coule-nav

f(n)
O

O

=ent une-Na

T(n)

On reconnait la densité d'une loi Gamma(n ,n)
Donc Un ~ Gamma (n

,
n)

3) Étudier laconvergence en probas deVn et YV
Vn=_ estla moyenne empirique de va i . i.

Comme cesvia. sont intégrables (E(X)= 1+ a), la loi forte des grands nombres assure que:

Un P. S
. #(xi)= 1

La Cup. S. implique lacv. (VE)0,(IVn-1k2)1 (

Considérons g:.
Elle est continue surRI

CommeUn I et lEIRI
,

on peut appliquer le lemme de l'application continue (continuous MappingTheorem)
Alors : g(un)>g()
Exo3 :

n-échantillon X= (XI, , Xn) n . v . a . idN(m
,52) , m supposé connu , 82)o inconnu

4

vi = in Xi -m)
2

1) Pourquoi Vi est un estimateur?

Vn2 est un estimateur de 82 si :

· Un = $ (X, Xn) où est mesurable

· ne dépend pas de 82

· utilise seulement des quantités connues

2) Loi de VR2 + biaist risque quadratique

On saitque Xi ~ N(m ,52)
Posons Zi =

Xi-m wN(0, 1)
j

Vi=( -n=(2)
=

or ,
la somme des carrés den v .a .

iid W(0
, 1) suit une loi(n) (**)

*VrwX(n)

· Sans-biais :

Calculons L'esperance deVit E(Vi) =#(Y)= (Y)= (00=Vx(x)



Le biais de l'estimateurest défini par B(VE ,82)= [V]-52 = 0

Donc l'estimateur est sans biais

·Risque quadratique :

Il est défini par R(VE, 02) = Var(Vin) + B(VF , 02)
= Var (ViP)

= var(y) = ()var(y)

=

3) Mq Un est un estimateurconsistant

Méthode 1 [canonique]

R(Vi , 52)
,

> 0
7+8

cours :Vi , 82

Méthode2 (LGN forte)
Vi= Wi ; Wi = (Xi -m)

2

Les Wisont ind intégrables donc UR P. S
. #(V i)=[(X,

- n)2] = 02

DoncUn L 82

DoncV est un estimateur consistant.

Exo 4 :

(Xn = n,
0) vide Unit (50, 13) Mn=MaxYa

1)MqMn>
n->

(VE)0,(11-Mal, a)
+10

?)

(1 - Mn
, ()=(Mn(1-E)

1

= P(XiX1-23)
Xi i.i . d

= [P(X, (1-2)]"= (1 -2)
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Exo1 :

(XI) , Xn) n-échantillons ~ M
* "Co

,
07 ; 0)0

[ Rappel : si UnM(Sa ,b]) alors (M) =
a+b

, #(M2) =

c+ ab + b2
e+ var(u) =

(b
-a]XN

(Methode : ) (X11 , Xn) ~M [0
,
07 i . i. d.

3

I on veut estimier

1) Exprimer O = f([X,"7)
2) Remplacer le moment théorique (ESXM) par moment empirique(
↳ satisfaction LFGN(XPEX

1) Determiner l'estimateur des moments du param O

[[X,7 =
0 = 0 = 2[[X,]
2

M .

Mc
n

= 2*n =zi
2) Estimateur du Maximum de vraisemblance de O

Methode:

1. Chercher O de façon à maximiser P(X 1 1 , Xn)
↓ M(X1 =x)P(Xz =x) P(Xn = xn))
4,
f(Xi , 0)

La densité d'une loi uniforme sur [0, 07 : f(x , 0) = 6 ↑20.0}
La fonction de vraisemblance : 210)==Exi

=d Exis, 03
=

14

on 50max(Xi , Xn)03

On remarque que 210) (0EO), max (XI,, Xn) . De plus ,O
Donc ÔMu = argmax((0) = max (XI 1 ,

Xn)
O

3) Comparer les risques des deux estimateurs

·m = 2X1

Biais: #[0] = 2E[Xn] = 2E[X,] = 0

B) o , 0) = #(n) - 0 = 0

Risque quadratique : R(En , 0) = Var(E) + B(Em , 0)
= Var (m)
= 4var (Xn)= var(i)=ar(X)=



· ÖMV
Fonction repartition : F(x) = IP(max (Xy ,Xn) (x)

Env
M

Act repartion

(P(x -x) => densité
↓

Espérance ,
Variance

↓ ↓
= (j)"Mas, 0) biais -> Risque

↳ Densité de proba : fore) = F'(x) = "ch- M
ce 50, 07

ÖMV On

↳ Espérance : ECEu]=.=anda =

no

On I n + 1

↳ Biais: B(mv
, 0)=Conu] - 0 =

- 0

n + 1

Variance: [E)=d =0
n + 2

donc var (EMv) = [[] - (ECEMU])

= no-( =182
(n+ 177(n+ 2)

Risque quadratique : R(Mu
,
Ol =

102
t 02

=
282

(n+ 1((n+2)(n+ 1) 2 (n + 1)(n+ 2)
↑ bien qu'il soit biaisé

,

le risque converge plus rapidement queM

EXO 2 :

X v . a
.

~ Géo(p) ; pEJO,
1 i .

e
. VxCIN*, P(X=x) = p(1 - p)x

- 1

(X11
,

Xn) n-échantillon #X . #[X] = Yp.

1) Estimateur des moments du param p

[[X]=p => p = /E[X]

n
donc Pr= "In =

Exi
i = 1

2) Estimateur du maximum de Vraisemblance de p

On cherche à maximiser(X, ,Xn)
((p)=(Xi=) =P(1 -p)

- 1

= pr (1 -p) -n)

Pour maximiser L(p) ,
on maximise ((p) = In (L(p)

e(p) = n(n(p) + ([Xi - n)(n(1 - p)

On dérive esp) : e(p)=
-Xi - n

1 - P



En posant 2'(p) =0
-

n =
Exi - +

En(1- p) = p(Xi - 1)P 1 - P

En = p.Xi
M

# P =
n

E PMv=Xi
On verifie que piyr est un maximum global :

e"(p) =
-

- - [iXi - 1

(1-p)2

·-OcarnEIN
, pETO,

· Le support d'une loi géométrique est IN*. Donc Vi , XiY

=>Fixil,[1= -,

Ainsi ,

Zixi- "

<
,0 Exi-n 40.

(l - p)2 (1 - p)2

On en déduit que l"(p)(0 et donc l concave

- Piv est un max global

3) MP consistant

Pin = Pi
Par LGN , Xn=Lo

↑ lemme de l'application continue

On applique (AC acci >/ en /p .

On obtient

Env=
+B = P

Exo3:

(XI i ,
Xn) n-échantillon ~W(m , 82)

f(x ,m , 02) =
1

exp)
-( (2502

1) Estimateur du Maximum de vraisemblance de (u ,22)

2)
m , +2)= f(Xi ,m ,

02) =202)" explio (Xi-M()
e)m. 02)= In(2) -

*In(02)Xi
· dérivée seloi
22

=
1 [2(Xim) = j Fiximam 202

=il
M=

= Yn =:i



· dérivée selon 52 :
-

:Mont
= +EiXi

2(022
= Oon cherche à annuler de en , cad Le ro
2=n

#
- 17

+
[(Xi -i)2

= 0
202 2(02)2

E nor(Xi -m)
= 0= [(Xi - Yn)2= =2

Les équations n'admettent qu'une unique solution (n,) = (Xn, (Xi-n
On veut verifier que ( , 82) est le max global . On calcule le Hessien ( ,82)
[...

J
822 822

H(u ,
02) = = Oan2 n, 60m (n , 82) - 17

822
O (2512

Il

202 fü ,5)
CCL : La matrice Hessienne est définie positive en/ , 52)

.

Le ptest un max local
-

Par unicité ,
il est global
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Exol :

Soit un n-échantillon XI 1 , Xn de densité f(x) = exp(o-x)10
,
[(x)

1) Vérifier que f définit une densité P(XI _[x) ,
E[X]

, Var(X)
·
f densité: f, 0 ; exp), 0

f(x)(x =

+

Exp(0- x)dx = e0)+exp(x)dI lo
R

= e0(-e -]
+ a

= 200 + e
-0)

=
1

· IP(X1[x) :

si x(0 , IP(XI(x) = O car le supportdefest [0
, + o [

si 0 [x :

IP(X
, -() =(exp(0 - t)dz = et- tat = e0)- e

-
x

+ e
- 0)

= 1 - exp(0 -x)
O

Donc
,
(P(X1 (x) = (1 - exp(u -x)so,

+ 0[

· ESXi : (e(0-1) =etdx

IPPeO) Exce-]+o(x)
= e0(0 +00 + (- e

-79)
= e0(0 + 0e-0

+ e
-0) = 0+ 1

· Var(Xi) :
* calculors l'espérence de X?
#[Xi] = x exp(0- x)(x = eB)( - x-e- x7+2/e()I

+

07 =0 + 1
O

= et(02e- 0) +2(0+ 1)

= 02 + 20 + 2

donc Var(X1) = [[XP] - E2[Xi] =1

2) Donner l'estimateur des moments deO(Ö) +biais + variance

Modèle de rédaction :

On a vu dans la question précédente que [[X] = O+ 1

La méthode des moments consiste à exprimer le paramètre d'intéret& en fonction du moment théorique #[XI]

0 = [[X1) - 1

On remplace le moment théorique par son homologue empirique Xn pour obtenir l'estimateur desmoments
8 = In -1

* biais + risque :

B(Ö ,0)=[0] - 0 = E[X,)- 1 - 0 = 0 + 1 - 1 - 0 = 0

Var(Ö) = Var(Xn - 1) = Var(Xn)
=-Var(Xi) = In

17 2

donc R(G
,0) = Var(0) + B(G , 0) = yn



3) a) Calculer l'estimateur du maximuin de vraisemblance de OCOMV)
L(0) =1

,

fo(xi)= exp(o-Xi)
50

, +05
(Xi)

si l'un des XiECo ,
+ ol

↳ le produit = 0 ,
donc il faut que

tous les XiE[0 ,
+ oot

,
soit minXi[O , + do [

(min Xi= exp(n0-Xi) 450
, + 051ki

=
>

* Si8] minXi ,
L(0) = 0

,
sinon>0

↑siminXi , 0 L(0) est strictement croissante
(généralement ,

max

Ainsi , min Xi = argmax((0) = Ömn Si la fonction L(0) est décroissante

O

b) Fot de repartition de OMV + densité (g(2)
· Pour2)

,
Gi

IP(Eu =(2) = 1 - IP(Öv) 2)
= 1 - P(X ,7z

, · Xi>2) (Xi iid)
= 1 - IP"(X , 72)
= 1 -

exp
+(0 - 2) (0,8 = 1 - exp(n(0 -2)

·siz<0 , IP(EMv (2) = 1- ,(Evz)
.

=
1

= O dans ce cas

Donc Fonu(z) = ( - exp(n(0 -z)))190 . +as(z)

densité : förr(2) =

G Fanu (2) = nexp(n(0-2) 10
, +o((z)

↓ z

2) Espérance + risqueMu

EV]= znexp(n(o -2)(0,+0((2) = (exp(n(0 -2)de
IR

= nexp(nG)/p(n(0 -2)dz

= nexp(n0))(=exp(nz)7* +(exp(nz)(z)
= nexp(n)(exp(na) ++ exp(- n0)) = 0 + yn

· biais :

B(Önv . 0) = ESEMr] - 0 =n

· risque:

R(En ,0) = #[(Önu-0)2]
= ECOMi] -20 K[ÖMv] + Or

e -12(z = ne0(y - no
+2eEcr = nerol

rapidement que 1/n)

doncR(Env
, 0) =02+1) + 02 = 7

(tend versO plus

-Bonn , o
[ variance=t

d) Proposer un estimateur sans biaispour 0 (Emuc
- y on retire le biais

PuisqueSu =O- 1 on pose Oruc=-
#CÖMrc] = F[Önu] -+ =0

DoncMuc est bien Sans biais invariant por
~

M

De plus. Var (OMvc) = Var(EN)M , 0) -Bon , 0)

Mucestconsistant (RMuch



4) Comparer les 3 estimateurs
-

Pourn), 2
,

RCOMuc ,O<R(Ev .0) <R(,0)
E) *

Exo 2
.[pas fait en TD]

XI , ·
Xn densitef(x) = 20 exp) - b) ; 00

1) Calculer ([X1] ([[X,) = 202)
La densité est symmétrique par rapportà O

(f(- x) =
1 exp)- (x) = f(x)

20

donc XI suit une loi symétrique autour de 0 ,
donc[X] = 0

2) estimateur de type moment

Le moment d'ordre 1 ne permet pas d'estimer O

O en fonction des moments théoriques :

O =k[X,)

2

on remplace les moments théoriques par les moments empiriques :

= niziXi2
2

:E.
Xi2

=

27

3) consistance de

CXi , ,
Xn) iid admettant un moment d'ordre 1

donc par LGN :

Xi P ,<Xi]

La fonction g : /R- IR

x+ = est continue

donc par le LAC :

202
& P

, [[X) =
c

= 0

· 4) EMV (Eu
.

vraisemblance

(0)=fo(ki)= exp)-

=a exp(-txi)
· log-vraisemblance :

e(a) = in2(0) =
- n(n(20) -1Xi

· trouver le max (l'(0) =0)
M

2y0) = 0 =
- n + 1 [IXil = 0

O 02 i = 1

M

E
- no+Xil

= 0

E 0=Xi.
1



· vérification que c'est un max global

e"(a) =-; i

pour 0=il =M

e"(0)= 0 donc elest conceet

donc c'est bien un maximum global

EMV:Mu =Ki
5) blais et risque deMu

· biais: B(Env , 0) = ECOMu) - O

= E[Xil] -O

=E[IX11] - O

↳ calcul de EIXI

&(IX1 1) =(p exp()=-
= EOe0]j

s

= O

donc B)ÖMv , 0) =0

. risque

R)ÖMv) = Var(Eiv) + B2(Eu ,
O

= Var(ÖMv)

var (nv) = Var(ti
=iVar(i)=Var()*

↳ calcul de var (Xi)

Var(Xi) = [[X,) - ([[X,3) "
= 202 - 02 =

02
I admis

dans l'enonce

6) consistance deMu
1

Lerisque10 donc Our
I,

n -> +d
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Exol :

XI , Xn ~ N(0
,
0) ; 0O

[[X,] = 0
,

#[X,"7 = 382

1) loguraisemblance + EMV=
-x2/282

fo(x = i - e

i = 1 2502

VS : ((0)= fo(ki) = (20)
*

exp(2xi
log-Vs : e(0)= in (20)-Xi

dérivéela
on résoud /par rapportaO)
e'co) = 0

↳ 0=X
On poset=
Vérification qu'il s'agit, d'un max global :

e"(0) =
"

-Xi282

e"(T)=2==
donc c'est bien l'EMV de 0

.

2) Mp T est un estimateur consistant de O + biais
note :

Con a[X] = & (adis)
,

donc par MM, Xi est un estimateur consistant par construction
&

LON:XX
Donc O est consistant

EST]= [X)=

Donc O est sans biais .

3) Information de Fisher + Testimateur efficace de O

e'co
11

1 - var(T) < var(S(0)) > In (0) + BCR(0)

[Rappels de cours. log((0) = Sn(O

In(0) = #p() login(d)] = Varp /GlogLil
In(0) = nI(0)]



In (0) = Var(s(a)) = var(e - (0)
Cours :

= var (2g(T- a) Soit g(0) le paramètre d'intérêt où g: IR
, OE IR

PROP : Sous les hypothèses d'un modèle régulier, si pour touto, I(O) ) 0

alors pour tout estimateur T = T(X11 ,
Xi) Sansbiais

, KOT2/ + ro
,= (or)var(T) On a FOEM , Varg(T) ),

(91(01)

In(0)

=Fvar(i)
DEF: si T realise l'égalité, alors Test dit efficace

12
=

404( (xi"] - E(X:<3)
=

n2 ·3020404

La borne de Cramer-Rao pour toutestimateur sans biais de Oest :

BCR(0)=a)
=

Or Test sans biais etVar(T) = BCR(0)

Donc T est un estimateur efficace de O

EXO 2 :

070 (XI1
, Xn) échantillon de densité fol)=Tocsi0(x

O sinon

1) EMV de O

Supposons Vi
, Xi EJ0

,
I

vS . ((0)= (i)=
= o-").

,
Xi)"o

- 1

log -vs : ((d) =
- n(n(a) + (b -1) (xi)

M

=

=n(n(d) + +(n(x) - [In(Xi)
i = 1

ecol =
-

y- (Xi)=(
Point critique : on résoud l'CO) =On
no + [In(xi) = 0 (0= (Xi), 0

i = 1 XiE70
, 12

On pose=Xi) ,o
> In (Xi) < O

Vérification max global :

e"(a)
=%)- ni

M

= (Xi)
M

= (n0 + 2[in(xi)
i = 1

e"(Ö)=(ni))=Xi
O

7, 0

Donc est bien l'EMV de O



2) estimateur biaise ?

(ind : loi de Yi= log(Xi) ,
2=Yi)

Loi des Yi :

fonction de répartition des Yi

Fyj(x) = m(Yi -(x) = P(+yn(Xi) ->y)=(In(xik, -0y)
= P(Xi), e

-04)
= 1 - P(Xi -e

-0y)
or

, pour c EJO
,

1,

Fxi(x) = P(Xi(x) =fa =Ce
Ainsi, puisque e-04 e 20

,
15,

Fy; (x)= 1 - e
- Y

ce qui donne fy; (y) = Fy(y) = e-
2

.

Donc YiwE(l)

Loi de 2 :

Les Xi sont
,
indépendants donc les Xi le sont aussi

Donc = [Yi ~ T(n
,
1)

i = 1

De plus z= (i)=

8= .
z

=
M

Bidis:z-

3) Variance de

var(0) = (0) 2 var(z) =2
4) Mq2(a= z (0

-0)

eca= (i)

=(o (xi)) = " (0-0)
82

5) En déduire que l'estimateur atteint laborne de Cramer-Rao

In(a) = var(s(0)) = (7)2 var(o)
-=

BCR(0) =-)
= = var(E)

& est donc efficace
.



EXO 3 :

fo(x) =02ce-0 sic), 0
,
0 sinon 070

1) Mp#[X, ] = 20 et#[X] = 601 (fonction generatrice des moments: Y(H) = E(e+)=otz)&

#[etX] =) etff(x)dx

&

=(etpayeOdx

=02exp(-x(t - t))dx
On suppose <10 sinon ça diverge

P(t) = 0
-

2[1 · exp(-x(0 t)))+_p-x(0
-

-1))d
O-

- E

=P( (0-
-7)d

= [o-

*P(-(0
-

- ()]+
I
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Exo 1 :

Echantillon de loi de Laplace
,
#[X, T = 0

,
#[IX1] = 0

,
#[X] = 20

M

1)Mpr=E,il est asymptotiquement normal
DEF:(En) est un estimateur asymptotiquement normal ssi

· vitesse de convergence en n

· convergence en loi

Posons Yi = IXil
. Les Yi sont iid · lai limite est la loi normale

Calcul des moments de 41 : "(n-0),l

#Sy,] = ([IX, 1] = 0

Var(Y1) = #(Y2) - (E(Y,3) " = E(Xi7- Or

= 202- 02= 02

Onan=Y qui est la moyenne empirique des Yi , d'espérance et variance
Par le TCL appliqué à la Suite (Vili

,
1 ,

on a n (En-o) 2
, z - N(0

, 02
n > + do

2) a)=
On adiet : EX,

"
= 410" = 240"

Mqm2 =Xias .
norm

On pose Zi = Xi? Les Zi sont iid

·([[1] = [X,2] = 202

· V(z)=(X,") - ([X,27 2=
2404- 40"

= 200"

2 est la moyenne empirique des Zi d'espérance 202 et de variance 2004 +o

I: n(m - 202)
&

, WeN(0 ,
200")

n-+0

=> mê est asymptotiquement normal

b) Application de la S-méthode : déduireque(on-0), M(0,0
n -+0

LEMME : (méthode S]On cherche 4 +p U(2) =( xi)
Soit En une suite de via .

réellesta(En-m) &
, z vuCo

, of
Soit une fonction derivable enmq'(m) +0

On doit verifier Sous ces hypothèses,
on(g(n) -(m))W ,(9

-
Yest définie et dérivable g(x) = g(u) + p(m)(x -m) + (x-m)R(x-m)0vx(y) , 0

Y-> 0

- 4'(((m2]) + 0

- Y'(x) =
1

2 vo2taO
O n peut appliquer la méthode deta:

L#(4(m2) - 41204)-> z - N(0
,

4 %2042x2004)
n -> + 0

(-0No,
n -> + d

En est asymptotiquement normal.



EXO 2 :

Soit XI
, , Xi un échantillon ~ G(q) sur IN

, qEJO, 1 C

Xk[ IN , Pp(X =k) = (1- p)qk
on admet que[X]= et var(X=
(fonction génératrice des moments : G=et

1) estimateur des moments ↑ de a

M
= E(X] =4

=> (1-p) =p()m = p() +m) ( q= n(m) ,
h =x(

+1
1 + x

Ainsi , in = h(Xn)=n

1+n

2) consistance ?

Les variables Xi sont i .
i

. d. intégrables (#[X13 =M (+a)
La=n
La fonction h est continue sur RT

IP
LAC : h(Xn) =in -> n(n) = 9

n-+ do

Donc in est consistant .

3) méthode S
,

variance de laloi asymptotique de (a- q)

a) TCL sur Ti

b) methode 8 avechixER
1 - x

a) Les varial les (Xi)
il

, ,
sont i . i . d

. d'espérance- et devariance

On applique le TCL :
(1- q)2

↓(n -m
b) Vérifions les hypothèses de la méthode S pour hi

-
h est dérivable surR

- h(x) =
1 > 0

(1 +x)2

=> n'(m) +0

On peut appliquer laméthode

(h(Xn) - h(m) zo, (mm)
Es (cin -p) z -N(0 , p( -p))(/n(M) =-P2

= a)- a))n-> +0

La variance de la loi asymptotique devn(an-p) est q)1-q)



4) Information de Fisher du modele + comparer les résultats

Soit L(a) la vraisemblance de X1.

4(9) = (1 -p)qY
f, (a) = in(1 -q) + Xn(n(q)
en(q) == += + q

Soit I, (q) l'information de Fisher d'une seule des (XI) :

F(d = X(li(a)) =V(q)= X(x) =+-p
In(q)=[i(p) = ni, ()=a
· La borne de Cramer-Rao est de BCR=()

=
9(1-a)

1

ordapéslaquestionpédentyptudesefficace
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EXO 1 :

Rappel : l'inverse généralise

Fue[o
, 13

,
F"(m) = infSxEIR ,

F(d)
, 13

conventions: infir = -o
, info = + d

1)MpYuE [0,
1]

, F(x)
,
MEx)

,
F-

(M)
ExEIR

, F(x))
,My = A(u)

( On suppose que F(x), M

alorsxEA(u)

et infA(u)
,
(x)

&

= F-(u)

(E) On suppose que F(M) [c M

On prenbE)0tqF
-(m)(x+E m]7) +pF

-(m)
-
((x+ E

E
En particulier, on a que u

_
> F(t) (7(A(u) " 7

V

x+E
Comme Fest Croissante (car c'est une faR) , F(t) [F(x+ E)

e+ u(F(t)(F(x+E)
et lim F(x+E) = F(x)), M

E- 0

2) UnUnif([0, 13)
, mpX = F-(u) a pour f. r

.
f

P(X -(x) = P(F-(u) -(x)
= IP(UXF(x) 2 parq. 1

= F(x) car UnUnif(50,
17)

3) Comment géneher une réalisation d'une variable X selon E(X) à , artir d'une réalisation de u

SiXwE(x)
, F(x)= 1 - e

- xx

u = F(x) pour u 7 1

=> u = 1 - e
-x

=> e
-xx

= 1 -u

= -xx = (n)1 - u)

=> x =

(n( -u)

mais IP(m = 1)= 0

On atrouvéF-(M)= In(1-u) pour 17 0

En appliquant Q2,on a que F-(m) ~ E(X)et on peut générer une observation d'une variable aléatoire

exponentielle.

Exo2:

XIs

=2UF=(2) médiane empireet en
(in Fr : inverse généralisée de la f. r . empirique des Xis.



-

OsixO
F(x) =

si
- 1 si, &

1) MqO = 2F"(1/2) et doncques estimateur empirique de O

On sait que F(m) = 1/2 et F(m)= pour me[0
,0]

donc
donc 0 = 2m

donc O = 2F-(1/2) et8z est un estimateur empirique de 0

2) Déterminer les lois limites dechaque estimateur

(pour , on admetque(9)(n-p)
: les Xi1n i

.
i . d. de moyenne fini et de variance fini donc on peut appliquer le TCL:

Var(X) =
02
T2n(X-)No, [[X] = =z

etm( -0)2N, il faut utiliser
la bonne

↓ normalisation

(TCL concerne

= maxXi :
-> on ne peut pas appliquer leTCL

les moyennes)

1i<n

On rappelleque(2_t) = IP(maxXit) = F(

PP((0 - 82(, t) =P(, 0 - 7) = 1 - F(o - t)"
17

= 1 - (1 -

t
"

(
pas de convergence avec in, mais en remplaçant

to
par non a :

P(n(0-k
, t) = 1 - ( -

I I

> 1 - e
-4/0

n-+0

et donc asymptotiquement2 suit une loi(10)

-

83 = 2m

On admet que pourun quantile empirique d
,
on a

n(qa(n) -pa)No,
f(pa)2

on a que f(qa) =- (carloi uniforme donc sadensité vautto sige [0
, 1)

donc n/m-@,
et m(2m - 0) 2

, N(0 , 02)
n->+a

3) comparer la performance asymptotiquedes 3 estimateurs
-

O a la meilleure convergence (1) ,
donc on le préfère aux autres

et 8, aune variance asymptotique plus faible que2 , donc on le préfère

EXO 3 :

x *y, mp Cov (Fn() ,Fn(y)) = in(F(min(,y)) - F(x)Fy))



Cov (Fi(x) , in (y)) =-([En(x) Fn(y)] + #[En(x)][[F(y)]
#SFn(x))=[[MEXi])

= [[1x
, <x] carr.id

= F(x)

#[Fn(x)Fny))= SMqxi
=
>; xiy3]

on regardeISMEXi_; Xiy3]
-> sii =j , [1(Ximin(,y)(] = F(min(x ,y)

-> sii; on a par independance

#[19Xixy
↑ EXky3] = E[TExi

-xy] [[MExi -(y3] S

= F(x)F(y)
-> ESF(x)En(y)]= (nF(min(x ,y))+ n(n-1) F(x)F(y)]

=F(min(x
, ()) + 4 F(x) F(y)

et cov (n()
,En(y)) == F(min(x , y)+ F(x)F(y) -F(x)((y)
= F(min(x , ()) -+ F(x)F(y)



TD 7 OP102126 (copie de la correction

EXO 2:

(X1 , Xn) , fo(x)=x-exp)- )4x), 0

1) Loi de Y = X
3

Soit Y = X3
.

Pour y70 ,
on a

Fy(y) = 1P(y=
> y) = 1P(X3(y)

= IP(X(y(3)
yl3

= toddx=crexp(1
.

u =
e

Du =
3x2dx

= (
" +exp(- y)du = C-exp)-yu))) = 1 - exp)=tt)

O

donc Y = X3 suit la loi exponentielle de paramètre (1) , d'espérence O et de variance 82

2) EMV + consistance

vraisemblance : L(0)=fai)=ex
=(x) exp(x)

log-vraisemblance : en(0) = nn3-nnO + 2 ni-
Gen(a)=3 + jzXi
20

↳ s'annule en 0 =Xi
max global : d'en (0) = 1 - 2 Xi0encepoint ,

donc c'est bien un maxine

202

EMV: En= Y=E

consistance :

Les (Vi), _ in sont i
.
i .

d
. d'espérance [[1 ) =0 Do

.

D'après la loi des grands nombres,

↑> O donc On est consistant
.

En=

3) Mp En a pour loi asymptotique(1) .
En déduir un I

.
C. niveaute

sSontidesperance
Y= etari=

> N(0, 02
11 - +do

soit :
Vi(En-O) L

< NCO, 1)
O n -> +d



Slutskey : En1,00 (Q2)
11->+do

LAC:I est continue sur 30
,
to [

ona=1
&

On 1+do

On peut alors écrire:

----d]
L I

~
V

W(O, 1) Ox5 1

D'après le lemme de Slutskey :
In(En-o) 2

> w(o, 1) x1 = Co, i)

i . e.
a un

2> Co, )

En2/17
n-> + do

Intervalle deconfiance :

SoientP et p 1-
les quantiles d'ordre et- de la loi NO,

On a :

/pE4- netol
orpe

Eon-p-0 -P
Un IC de niveau l-2 :

IP= En-p--
-

4) IC à partir de
-O

· Lequel est le plus court?

83n

93:(En-O) 2
> NCO

,
1)

O n -> +0

Soit En-O &,w(
, i)

04n 1-> + 8

On a : 1P(a2 >En - 0
(91 -E) > 1- 2

On/12
n-+ 0

or c ->En-o[p1-0
On/12

E-41--P



En -0)1-) et 0)1-
Es

on

1 -E (0)1-
17 V

-

-

on En
ICz = S

-

1 -

95 1 - P-E-

17 V

Comparaison de longueurs,

[G4 = (P1-E -P
=
(P -E -PE)/n

: L=/- (V
I

~ I pour n grand
Donc L24

2) ↳ (denom <1)
donc Ic ,

est plus court deIC (à niveau égal)

5) Mp - X
& (2) et

(f(x)=exp()C
En déduire IC de niveau exact 1 -a

Montrons que
2x3

- x2(2) :

O

Y = X 3 vE(0) ,
don (~E(l)

O
siZvE(1)

,
alors 22vX(2)

car +22(x) = + fz(z) =te
-37x)

,0=e,2

Donc
2x3

=
24 -x (0)

O O densité de x (2)

Xi-x(2)
I sont i . i . b

. X2 (2)De plus, les id

La somme de n vaiables i
.
1 .d

.
Suit une loi X2(2n).

Donc 2 Xi = [2xix(2n)
O i = 1

# de niveau exact 1-a :

Soient 4 , c les quantiles d'ordreGet- dela loi X(2)

On:

PP(a =>
2xi <2) = 1 -a

O

Or2 aP

2nOnI'exacti , a

-

J
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Rappels : Soient=Exi,= [i (xi -* et Si=[(x - *(

THM : Soit XI I Xn un échantillon i . i . d
. de loiN(n ,

02) :

-
[ et [i (Xi-X)2 sont des Variables independantes

-[Xi-(2 =
Ch-15

=~X(n) sio veut estimer e

22

M studentIl
↑ contientM
(si on veut estimer lamoyenne

Exol :
-

piles : durée de vie: 17 0h

100 piles,
durée de 198h moyenne

écart type 30h

N(n,
22)

1) Déterminer un intervalle de confiance de niveau 0.99

Soit n le nombre depiles et X ; la durée devie en heures de la pile.

Les Xi sont i . i . d. de loi N(n , 02)
&

statistique pivotale

*=S= (xi - x)
,

T=M(X -m) v Student (n- 1)
Si

Notons ta (n-1) lequantile d'ordre 2 de la loi Student (n-1)
Par définition des quantiles , IP(ty,(n-1)

->T ti- <(z(n-1) = 1 -a

On a les équivalences suivantes :
Con cherche un intervalle

oun apparait

Ex((n-1) [F(X -m) <( -c(n-)
avec probagrande)

TSi

Es X - tiq(n-1 X-E(n-S
M

Notons Id = [X-t-1/2(-1 <-En > ((x(2(n- 1) = - 71-q(- 1)

1 Car student symmétrique
& Con obtient des intervallesOn a obtenu P(m( =a) = 1 - a

qu'on connait calculer

Cloi normale/duChi-deux ...
( Con aurait aussi pu prendre d/3 parex et2

cette réponse n'est pas unique(

Application numérique : n = 100, = 158
,

Sn = 30

Soit d = 0
.
01 f

(voir annexe

On relève t
,- 2

, 62
. Io

,
[150 ,

1 ; 165
, 9)

EXO 2 :

XI s . Xis 15 mesures de la température. Xi i . idvN) m , 02)
Construireun intervalle de confiance pour t de niveau de confiance 0. 95 dans ces deux cas :

1) +o constante = 200 (m= 20) [i(xi - m)2 = 270

2) c = 20
, [i(xi-c)= 270



Cas I :

I(Xi
-m)

-x-(n))
52

n

[(Xi - m)2
Posons Z = i = I ~ X2(n)

52

Soit 92(n) lequantile d'ordre x dex2 (n)

P(aa/2()[2nP , -q(x)) = 1- a

· Pa/2(n) <[(Xi
-

m)2-(n82

E
[(Xi -m)

< 22
_
) :[ (Xi -m)

91- E(n) 92(n)

POSOnS I = [ Eximins I92(n)

En: n = 15
,

m = 20

9) & (n) =

90
. 029
(15) 6

.
26

2

91-E(n) = Po
.
pas 4S)=27

,
48

Don I = [9,
82

; 43
,
13]

cas2 : 22= (Xi -y)
-x

+
(n- 1)

52

Ic =

[(Xi -*) E(Xi -*)[ 91- E(n) 92(n)
I

12 [10, 34 ; 47
,
96] ↳ elargi l'intervalle

le modèle prenden compte

Que c'est un estimateur

EXo3:

C . a = 2000 E

Szy = 300 E écart-type (x=[Xi où Xi -N(n ,
02

~Win,
XivN(n ,

02)
,

Xi c'est le c
. a . du jouri -(m,)

- ( - 1) - (No, &
+m(x - n - w(0,

02)

1) or = 3002 . I. C . pourm
de niveau o. as

-> (n(X- n)
NNCO , 1)

⑳

T =
m(X -1) uN(0

,
1)

Vor

=> P(-MI -Tu- g)0 où Mi-q quantile d'ordre 1- deNCo, il

E 1P(X - Mi-EV) [nyx +
Mi-Ev) = 1 - d

I M

App numérique , n = 30
,

X = 2000
,
vo2 = 0 = 300 ,Mi-1 , 959

FO
,og[1893,

2107]



2) 8 inconnu

On posest=-30
Tz =w(X- n)

~ Student(n-1)

52 Crappels)

App numérique :

X = 2000
,

n = 30 , 52= 300341- a
=2

,
04

10
, 0s = [1888 ,

2112]

Méthode IC : (pour IC classiques . pas automatique
marche pour ce TD)

Pour moyenne : Pour variance :

- T =
m(X - m) -(0, 1) T=

[(Xi- m)
2

vX(n)

Tr 52

↳ si 02 pas connui Si m pas connu

T=
m(X - m) uStudent(n-1)

52 T=
[(Xi - ((2 -X(n+1)

82
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EXO1 :

Soit (XI, , X29) un échantillon/M ,b) ;n connue

1) v = 100

a) Construire un test deniveaux = 0
. 10

, Ho : "M = 0" contre Hi "M = 1
, 5

"

Rappels de cours,

Rune région. Si Tunev . a . ) ER , on rejette Ho

· d=Pho (TER) erreur de première espèce.

· B = PH
, (TER) erreur de seconde espèce

(probabilite
qu'on se

Puissance detest: 1- B = IPH
,
(TER) trompe)

On posemo
= 0

, Mi = 1 ,
5 et

T :=
-No (Sousto , Yve(mo,) , doncTV NO

,1)
Yn

La statistique de test T prend une plus grande valeur sous H , que sous Ho

On peut choisir une région de rejet de laforme R =ST)3

Determinerc +a : Pho(T)c) = c = 0.
1

1 - P(T -() = -E (P(T() = 1 - a

Don C = Mi-a ,
où mest le quantile d'ordre 1-2

CCL: On rejette Ho ssi Ty M
, - 2 = 1 , 28

b)c = 1
. Quelle est la décision du test ?

c = 1
,

T=
1 - 0

= 0.
5 Mo

.
po 1

.
28. On conserve Ho

100/25 lespluspochede Smaisonconservecud-met
6) erreur de seconde espèce ?

on cherche Ph
,
(T -mi -a) (Hi = "Tu(m,)(

E IPHi ( *-Mon
oncherche

à mettre
- miaulieu

de modasetIn-mipuisister
= P(X

-M)(u
, - a

- M -Mo)
b/n b/n

-onpeut partir des données,
f. r . de la loi normale

A
.
N : F(1 .

28 -
1
.
5 - 0

= F(1 .
28 - 15 = F(1 .

28 - 0
.75) = F(0 . 53) = 0 .

70

100/25 proba d'accepter
Ho alors que

résultat Hi est vraie

2)v = P ~hedependant
· on garde M = ET) 1 ,283 F(1 .

28 -
1 .5 -0) = F(- 1 . 22) = 0.

11

· T =
1 - 0

= 1 ,67) 1 ,
28 9/25

9)25 donc on rejette Ho



3) Modifier le test si l'alternative devient :

a) Hi = "M = 3 " on garde le meetest

CT prend une valeur plus grande sous H i que sous Ho
b) "M)0" -

c) "M =
- 1

.

5"

R = [ T[C] (Tprend une valeur pluspetite sous H , que sous Ho dans ce cas)

PP(T(C)
T

= - Mi - 2

Exo2 :

(XIc (xn) +M([0 ,07) ; 00. Y : = max(X, 1 , Xn)
f

. r : F(y)= Osiy

lt)"siyE [0,
07

-
1 siy), 0

Ho =

"
0 = 2 "

, Hi = " 02"

1) determiner C pour que le test soit de niveau d

· statistique de test : Y

· région de rejet : Y prend de + grandes valeurs Sous H,

R = 54>3
· trouver c : On cherche c +pho(Y)c) = X ;0,0

= PHj)Y-(c) = 1 -2 sic]O,
2 = 0

sico ,
d =

=) d = 1 -PHo(Y(C)
E) a = 1 - F(c)

Ed = 1 -()
E) c = 2(1-x)"

2) n= 5
,

Y = 1 . 98
,

C = 0.
1. Décision de test?

A
.
N : c = 2)()" = 1

. 96

Y= 1
.98) c donc on rejetteHo

3) y = 1
.
92

Y = 1 .92 < C donc on accepte Ho

Erreur non calculable : IPH
,
(Y [C) dependde non connu

4) Risque de seconde espèce ?
On Considère &L 2 (Hi)

B : J2,
+0[ < [0

, 1]
0 . >B(0) = 1PH

,
(y

-
x) = F(c)

orc = 2(1-x)" et xE]0, 12
. Donc 02/0

On en conclut

P(0) = F() =(3)
+
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EXOl :

(XI , Xn) ~Ber(p) ; pETO,
Il

PoEJO,
12

. Ho = "P = po" contre Hi : "P) po"

Sn = X1 + + Xi7

1) Loi de Si sous Ho ? Sous Hi ? + forme de région de rejet
Si est une somme de v . a .

iid ~ B(po)

=> SnvB(n , po) SOUS Ho

Il Sous Hi : Sn ~B(n
, p) ; pL po

région de rejet : L'espérence de X est p , qui Y Sous Hi (por rapport à Ho). On cherche donc

un c +piP(Sn >c)
[D ! loi discrète

2) Trouverc de niveau d

On cherche c +q Pho (Sn)c) d Fu(Mx) = C

#Pho(Sn _
7, 1- d

E FB(n
, po)(c), 1 - 2

3) n = 10
, po = 0 . 3

,
2 = 0 . 05 + niveau réel du test

On cherche le plus grand +p :

F1(10
, 0 .3) (ck

,
0 . 95

FB(10
,

0. 3)
(M) < 0 . 95

(table) 1 F
1(10, 0

.
3)
(5)) 0

. 95

DoncC = S

Le vrai niveau dutest est IPHo (Sn (5) = 0
.0473 < 0

.
0S

(1-0 . 9527
= 0 .

0473)

4) n = 100. Refaire le test en utilisant l'approximation Gaussienne

TCL: Sous Ho :

Sp est une somme de via
. 1 . 1 . d. d'espérancepo et de variance npo(1-po) < +0

On peut appliquer le TCL :

ce qu'on veut
Si

2
, ur(npo , npo(1-p)

estimer n - +d
-

↓

En= &/po , Popo) on se raméneauen

E
Xn - P 2

, vo,)

v . a
. centrée réduite

(po(l-po)(n) "2

On cherche c +q/You
caraunum)

7 sousH ,



EP(n-/ (c) = 1 - d
ick ???

=> C = 41 - a
(celui deCo

,1)

i . e. On rejette Ho ssi
Yn-po 791- 2

po(l-po)/n
six = 0 .

09
,

In-po > 1
.
64S

T dépend des données

Po(1-po)/n
(not good

A . N : p = 0.
3

,
n = 100

Yn - 0.
3

> 1 . 96

0.3(1-0 .3)/100

E Yn) 0.3753[Sn>37
.

53

Exo 2 :

(XIs -Xn) ~E(y0); 8) 0

1) Proposer un estimateur de O. Ma as normal + approximation asymptotique de sa loi

On prend l'estimateur des moments In
a .s. normal : Les Xi sont i

. i
. d .,

[[X, 3 = 0 ,
X(X 1) = E +a

TCL : (n) Xn -0) L
< ~(0

, 02)
n + +d

% No,
n+a

2) Ho = '8 = Oo
, Hi = '0400

,
niveaux

Donner la forme de la région de rejet
Sous H, serai en moyenne plus petit que sous Ho

Ainsi , on rejette Ho quand est petit.

On aune region de rejet de la formes13

3) donner T version centrée réduite basée sur

justifier que T statistique de test (i .e. Testcalculable à partirdes données) etsaloi sous Ho

ne dépend pas de incomu + trouver ca

Sous Ho. Y
,NO,) Ne dépends que des données et de Go

calcul du seuil :

PHo(T(C) = C. Asymptotiquement ,
C = 92

-

Ainsi
,

on rejette Hossi T <92 #000 + 9980 donc = Oo + a>
4) determiner R dans le cas où Hi : "O 700" (test bilatère

La région de rejet est de la forme :

- 507305833
Pour determiner et C

XXXV v XXX

PHo(Ö <VE)a) = (PHj)(x) + 1P
+(0(a) = 2

El IPHo((c) = E et IP(Ö) (2) =E L centrer, réduire ...

Do
E)c = 00 +9 et c = 00 + P1-

On rejette Hossi <Covy ET(900T) 91-GETE91-OUT41
ex : six = 0. 05. 90

.975 1
.96 . On rejette Ho ssi (TI) 1

. 96.

( 1T191-
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Cours: pour chaque test :

1 préciser le modele

2 donner les hypothèses en fonction des paramètres du modèle

3 determiner la statistique de test et sa loi (ou du moins une approximation) sous Ho
4 donner la règle de décision

5 conclure numériquement et répondre par une phrase à la question posée

Exo 1 :

comprimes: poids moyen 500 ig
contrôle : poids moyen d'un échantillon de 20 comprimés

↳ moyenne : sobing ,
ecart type ~loing

1) test de niveau a

modèle : Vit[I
,
n], on pose X la masse du i-émecompnine (mg)

-

On suppose que XivN(n , 02) ,
où n = 20

, Xn = 503
,

St= 10

hypotheses: Ho = "M =

Mo
"

Hi = "MFMO" ·
R = [ITK c3 (test bilatère

= 500

Comme la variance est inconnue
,

on poseT = (X-Mol avecs(X-Xi
53/17

Sous Ho ,
Tr(n- 1)

On cherche c +pHo ( 1Tkc) = c = p)T(cvT)c) = P(T(c) + 1P(T)c)

TyP(T (c) = 1 --
= =

donc c = 11-E = 90
.
99s(19) = 2

,
861 et on rejettera Ho si /TIC

On calcule Tobs =
(503-500)201

,
342

_
12

,
861 : on conserve Ho

10

2) p-valeur + retrouver la décision

La p-valeur est définie par :
*Notes:
-

Pvaleur = PHo(IT)) 1 + obs) si pualeur (L , rejet de Ho
= 21P(T) (TODS)) symétrie loi de student 7 X

,
on conserve HoHo

= 2(1 - IPHo(T-TobsI
= 2(1 - FT(n-1) (ITobs1)

numériquement , pcr0 .
195) 0

.
01

, on conserve Ho
↳ oubien

,
dans le tableau ,

ligne IP : 1 ,32 , p= 0 .P

Exo 3 :

variance : 0. 06 mg/L .
Sevil : Sing/L

dosage : 15 prélèvements. Moyenne : 4. 61mg/L , écart type : 0.224mg/L (nouvelle méthodel



1) Xi - w(n ,
02) , n = 15

Hypothèses : On suppose le niveau test au moins aussi bon que celui de Briggs
Ho = "O2 = O?

"

, Hi = "O? O?
"

- laméthode est mieux

OnConsidère T=
n-1 52

,
s2= [(Xi -Y)2

02 n - 1 i = 1

On cherchec +q IPHo(T(c) = a()c = 4x2(x-1)(a)
Numériquement :

Tobs =
14 X 0 .2242 11

.
71

0 . 06

4x:(14)(0 .05) = 6
.
5706

Donc TobsL, C ; on Conserve Ho.

2) La p-valeur est :

pc = PHo(T <Tobs)

= Fx2(n-1 (Tobs)
p( = Fx2((4) (11 .71720 .

3770
.
05

Donc en conserve aussi Ho au sevil 5%


