


Cours1 0S/0) /2026

# Evaluahon: o.UCC + O.6 examen
1 20% pastiel,20% Interro 26/01

4. Hodele Smm

DEF: un modéle s\'o:hshque est un espace de proba. (-2, 4,P) 06 Pest une fomille de lo de probo. {8;06€ e'j
si IpEMNY, O < R": modele poramétrique
Sinon: modéle non parametrique
P=F§ PN ; X>0Y les lois de poisson
P= § P toi geprobasy = §P; P dont lo. densite admet une derivee. seconde borade

DEF: une observadion est une v.o..dort la. i € fPe ,0€ 6‘5
Notre dbservadion avra.une. strudture de n-echantillons X, ,Xn desv.a. indep Creelles) idertiquement
distribuées,de loi commune € Py ,0€03
®n
(%, Xn) de loi By
Ly I'édrantillon aortient doute  linfo sur By, donc sar ©.

DEF: un modéle est ideatifioble ssi O Py est injective

Y va.
obseryadion x; = donnee ~> realigation de Xi

2. Egtimatewrs

On observe ¥, Jn £.4.d. de loi ommune € § R,0€0 < prj modéle parametrique idertifiable
(36 inconnotq B =R

DEF: [estimateur] un esfimatenr de® est une Rndion de Medhactillon (X,
(cn]Culo.blc a partic des donnees)
9 On=h(X), ,¥Yn) (6n est unev. o.X
6-=0,6=X-Xs .

Xn\(mewrable) indep de.©

3. ?mqu,od;w,&mm

En movyenne, edod-d-re.pmd\e de© » [E(e e}

DeF: L biois de 87
B(6,0)- E[6]-0
On dit que O est sans biais & B(8,0)=0

DF: [Risque quadratique]
R(S,0) = E[6-0]7 |
HSE (mean squared euor)
On dit que &, est meilleur que - ssiR(E,0) <R( - ,8) |

\\ 4



X1 ,¥h <.4.d deloi Py de Poisson ,0650
0= [E[)'(‘i]
-_ 'T%_Y/L = )_(
B(8,0)= E['Tg"j_,n] -9 R(6,8) = E[(%-0y*] = ELR -mcxiV ]
B = Vor (X)
=2 Z Ef%]-© -_Var('Tzixi\
=aw Vo (Zo%)
= I_(\ . f\EEY{] -0
=ECyJ-6=6-8d0 Z Var(Xs) = Vo (%)
ny EE\?]:Q "

R(8,0) = ( Biais(®,0)): var( )

R(6,0) = FL(6-06)]
S EL(6-Ele) +EL61-0)*]
-E06- El:é:\)]+£EE(:E|:e1-e)’]+2EERe £C6)) (E08-07))
= Nar(8) (B (6,0))|+ 2B(6; )\Etus EEG]%

Yy, CG(Nso';fnmtp

(%, ,¥n) 4.4.d deloi Pg ,0€0c R®
Seit B = h(X,, ,X7). Onconsidere lasude de v-q (6n) gy

Gn est un estimateur nsistent (comnuergent ) de © ssi : énLe
- n—+00

(en§ est fortement consistant ssi - 9n ©

N —F00

© = ECXT 5On= X
On peut invoquer la LG-N X_P, e, ECY: |
R(&,8) = Var(%) = _>0
= EL(6-6)"] N “
ve>o, P(18-6l>¢) ¢ ElE-6I" _ R(6,0) e
£ £2

< (X, J¥n) i.4.d. m.mn(e\
On veut cshmer B= P(Xi=0) = e®
|_7 F = e—9_

P est consistant pour esimer .

Si Zn_@) Z ,alors h(Zn\ L h(Z) Vh fonhon conﬁnuc



Resume’ Gourg. 4:

On dispose d'une observadion (X, ,Xn) , un gchontillon de v.a. £.4.d. de loi commune Pa.ppar('ena.n'l'
& unefamille de lois de probabilite’s paremétree § Py, 6€ @ < RFY
Si @< espace dedim infinie —, modéle non- parametique

estimer ©, Clest estimer 0 ERP

Bemailli (8), Bxponenticlle(s", gaussienne ( /s 63, lois de densite fg(x) =9'x-e-"dx €coil
0 — Py injective

EgLh(v , Xn)) + Varg [h(y, Xn)] -

I°L de ()(u » ¥n) — %Qn
8=86n =h(¥, ¥
R(8,8) =E((6-6Y )
5,

On 506
n —s+00

4. Methede des wsiments.

A

On appelle moment theonque delo. loi des ¥ d'ordre K e = E(X*) , k20
» moment empiique delc loides ¥ dordre K’ & - 1+ O ¥
/ul N L=

Por lo.LEN, M, s
/Mkn—> n("‘
Si on peut Ecrire © 00 g(B) porametre dlterdt comme une Fon ction des K gremiers
moments theoique : © = ‘P(/«,, , /«AK\.ﬂlors Vestimoteur 6= ¥ (/A"n ,/17‘2,
est obtenu pas lo. méthode des moments

/o

_dvoleus 0-1, - P(x:=1) =ELX]
L;e.-_'.ZX,;: X

L=

s Fo(x) =8¢ 9 Ay o ELX:="0 > 0= L

por loomethode des moments, éTM=‘_ =L 2
A
q: Vm()&):'_z<=>62= !
S EX-(e%)’
&S 9: ! : ’ezﬂﬂ_ !
~‘/"‘h ™2 J_I(TZYA:’-CZ)z
EBUL—J :SJ'xedx =_8
B+
Héthode des ?nomcn-ls ®+1M\ p =0 & 8(1- )z, 0= L2 = E(X:)
| A TS
$ eMH = x_ ,pe(?zl):o
X Hsge)

1 pos netessoirement consistadtt (4161

(Xo\ py,, Svite de va. r Si Vo nverge vers X, que pest-on  dire dc(go(,.))
S g continue  si Xn L) X »aloregCinY) _f'),g(_‘x)
si¥n 22,x , alors gCXn) iﬂ(x)

?
n> -



Dg= § points de discontinuite’ degy. si A'XE D) =G leLAC et
Len : X TP, ELV]
LAC; g%y % g(ECxT) =0

=en

glx)= =

I-x

si(Xn,9) Ps(xv) .

n—»+o00

S g R 5 R oo R?continue, alors gOXn,yn ) 590X,
st (¥, Yn ) _,(x,v) alors g(xn,v,n i;gcx v)

©2=__' _______ conisont. \?
N Zx R0

?i} . ] donC X _fP)(/W) 9(x,t]\ = _!
1z, Ly |m K

cortinue Sauf en § (x,y) ER? y=x? 3 de mesure nolle

~

= 0," consistaat de 8

n

(x")&(:)m XnLX et Yn —ﬁ)>\/

alors LAC g(x,q\ =X continve done ¥n —>5X et Yn —Y
ve>0 , ®(1a-X] + Vo- Y >e) < P(ln-x1 > £)+ R(1%-y>E )
—>0 —0
. (s00f cos independance
Cette reciproque. estRwsse Sor lo. convergence en loi !

Siles X; odmetfertt Une esperance etune vosance 02,
on oppelle Variance empinque : Sh- —L (& X\

A2V AT pos nypotnese diinds
pos hypotns ~>0N 0epeut pos appliques LGN

| g
= I 2 X

= Z)("le 2% X = &2
( Estimateur des momends: T2 = E& (fEi’ ).
On remplace les moments theébdques par les momends empiiques
5 0,':” TIXA (YI )
o=l T X2- (x)
s > ( )é &2 comistart de Vor X = FX? - (EX)”
;hzxg_ﬁ’,cfx’) _zx4

(crcrcice; Qulculer le biais de G2 + ledsque de §2)



2. Hethode ow maxivmuum de raisemlsLace

( Pe)e e @ & domine’ s'il existe une mesure /V\( positive G-G‘m'e)
X; & valeurs dans E, E= UEp avec /u(é‘n) fni

+elle que YO, Pg admet une densike” Ear ppoct of/m

soitE qu plus dehombrokle: m= mesure de comptoge .
2 3fq,0; 03, —§ 1q |<L>,|P° (% =ag) =1, alors =KZ>' Sax avec Sa (fab) = meswre de Dicoc.
Barnouilli COY, X; =1 probo-6  —, = 8o+,
O v -0
Oneorira f(x) = Po(2xy) = FolXi=x)
(x€fay,0y, —3
Soit E=(RP, alors fg est lo.densite usuelle

ly; fg densite’dePg rUKCthoond
On appelle Vraisemblance de I'echantllon (x, ,Xn) la foaction 6 qh(ﬂ: ;‘1'_4‘90(;)

N (verioble aletdoir)
Un estimadeur o max de uoisemblance ©y est-defni par : YBE @ Ln(6) LLa(B)

n
On 4ravaille  Souvent avec lo. l0g-uraisem blance log L.\(e\ = 4In+‘°0¢) Somme de v.a..
Ly 109Ln(8) =98u€pelog Ln(0) “

O estune v.a.
falx)

l
___/:ﬂr—\__"‘ 62

X: 6 valeurs O-1 , fo(2) =8%(1-6)"
5Lo(0) = T 0% (-8)"X - @ (2% (_g) (n-2%)
continue (C*®) en®
logtn (8)= (ZX:) 88 « (a-ZX:)n(1-8)

Slogln)'(e) = ZXe = n-ZXi @y
e -8

equation de vraisemblaace: (logln)’(8)=0 & (1-8)Z X =(n- 246
&> IXi< 10 =02 D
(4]

gt aitique _est-il un maximu m ?
@)= ZX-00  \gdeivee sannulle etchange de signe eo X

8(1-8)

=_" __(X-8)

o(I1-8)

. Lo. dédvee change. de signeen X —ona-bieaun max s oMW_ %




« conditign du Second ordre:
si (logLln)’(0) < O pour +out @ =5 logln est concaye = max global
Clogln) (8)= =ZX - 0-TX £ Yo
o (oY
« condition dv_2nd odne “ locale™
si (lOgLo\"(é) 20,8 estun max lom) . mais porunicite’ du point critique, clest L2 EMY

EX:'(\Q(T.'): S‘.‘xe" ‘“:rro‘l] €HU?



Cours 3 /0ol /2026

Information de Rster, efficcite’
30‘*(9939€® ) @ < RP (identifiable, domine )

15 tovtes leslols
admettent
one densite’

Onnote fg densite de (p
Supp £g = § X EE;€p(x) S0 %
Etant dotne” (¥, Xn) iid deloi Pg

© —> Ln(8) uraisemblance de lehartillon
_i-gl-\f‘eo(.) Ly on peut calcvler logla(®) = Z_logpe(m

é: oxlo L\'\(e\
"E®

si@ eV de 9,9(6’) est N EMV de 9(9\

que peut on auoir de “mieox” comme estimateor ?
Ly modéle rqulier

i) Hodéle reguliers

Le modele(PQ co estdit m’gulier St
® estun ouucr+ et pouwrtoot x€E 0 — £ 8 () estC'
Supp § ne dépend pasde 8: S= Jx;fp (x\>0'5

Pouc tout B, Vagplication ofe (x,'))2
% ) 4

fo ()
est integrable (Lt (/vo)e_+ lintegrale T(O) = f l aag (3‘)>dx est continoe sur @
£ ()
of note lo- denuee de €9(x) pasropport a. © ae (<)
)

La. quantite’® 5 1(O) estoppelee (nformahion de Fisher du modele

e B50) =6 & ~*® densie’ par rapport o./u\(dx\ Ay 0dx

6 +—>sb6¢e” %0 st C* sor M= 10,+00 L i
Supp = R4 (six~£(®, cerK}=“_‘-‘ )
2% )= (A-x6)e™*® X

( 1-x0)?(e )2_ (l—xe)qe_xe
CE T e

I(6)= ] 4 ';xe)zee‘xedac =%Ee (1-x8)?

=55 (1-20E0(T eztEc)(ﬁ])

(o]

coringe  0¢JO, +aoC

|
o2



Beraovilli &
x=0,l £O)=1-8
feC) =06 densite partogport @ 8g + &
Pourtout x € §0, 1} 4 81— (x) est C'

( 8\299(0))2 =1 (—‘f—( 02. Yo =T(0)= = continoe sor JO,\C
fgco) -0 YD) -6 e e(-e) e s
{9 (x) =2 ‘ﬂCo o7 (x) = L ﬂ[x,+ L.CS) modele non req,o\xer

L Caon defiuable enx)

2) Score et information de Fisher

On oppelle |sm lo. dedvele de lo. \og—um.l'scnblonceab_elog Ln(6) = Sa(e)
Vecteyr de Score
Xi v ECO), La(8)=0" -0
logLa(8) = nlog(®) - OLY;
b Sn= - 2

- ZXi\-
E(Sn(e) = Eln(f - =X)]-0
Hypothése Supp l€mentaire de regulante’

pouc tout  estimateur h(x) etrtout©, les invtegrales soivantes sont egoles
0 [h(x) Fg(x)dx = [ h(x) He &) gx
a0 s 20

s

wndition d'oppliati on do +hm de dedvaution de Lebesque
h Sopl_ﬁ(ac) €y (/u)

sey,
saus (H), 1e score est centre”

E[2_togL,c8)] = [ loghe(X)fe ) dx = [ 2% &Godx= / 9 Cddx = L[g(x)dx

20 o9 96 =0

S fo ()
Uinformadtion de Fisher associee a(X), —_,Xn) est definie par
’In(93 &g E(_ logl.n(@)) ] \arg [_'ﬁ_@]
de+'

Cor de lo.
n=| 2
0 2 £l 3
X E'e ((_ log\"a()m) :J M fo(>c)dx = ( 36 ™ = expression de la. definition 1
S £o GO -(’e(uﬂ

xl ) )(n n EC@\
a lOgLn(Q) = ﬂ ‘Z—)(l

Bf@h EE((_-zx.-)) = (4 -ZT’("Y]anuox(i) s

Ta(®) = n T(O)
En effet: Ta(0)= \Jar(ﬁ_logLn(e)\ Vor(’i_—\og%()(l)) Z—Var __nog«"e(x. )

= r\\lw(aa_e log-('e ( )(DB =nJ (9)



(X, ——¥n) 4.4 .d. Poisson(®) &(x) =06~

x!

Iogl-nCG) = -n0+ Z) logO - logTrx. .
gLn(G)— -0+ <7t ZX( _)In(e) = UOI( ) = ' n8 ="
© S}
3. Infd de Fisher et denuee seconde
az
En ajoutant que 6+— fa(x) est C* et que uraie PoOC. , alors 1infp de Figher S’ett encore
|76 = B [ 3 a _logtn(e)] (sibenty, Zn (00 ¥ ]

10g LLO) ( s éav, InCGa)>O)
|Og CS) OLp-
Si worbe +rés "piquee en I'ENV (4.e. info Fisher estgrande) alors I’ENV

R I est loalise de 'Fo.%on precise.
I

N
4

' fox) &
%: log-Pe(x)= 392 (ae(x)

f6?(x)
9%fg(x)
(& logfo () = f—‘%—x FeC mc/ OREY) ¢ i
s felx) $ (x\

y) Indgalide de Gramer-Rao
Soit g(0) \e paramétre dintest ol g: @— R ,9€ R

Sous les hypothéses d'un modéle regulier, St pour 4ot ©, T(6) DO
alors pour oot estimateor T=T(¥,—, Xn) Sansbiais , Eg T2L +og
Ona YOED ,Varg (T) S, @@T")
f\
si T realise V'egalite’, alors Test dit efficce
Yo, Ee(-n = g(e)
-;»,,L Ee(T) = g°(0)

e j/"l'(:)c)\f'e(:x.’) dx =g’ (@)

N
{ T(xy o8 éee(x fglx) cxc =Q'( o)
S € (x)

e
= f (T(:ﬂ —QC@) 26 o) dx =g(e)
S o (x)

Ineg de Quahy - Schwarz poor <hyhz D = [ ) hy(x) G dx auee i e hyCxX) cecrtrees
a\P &)

(( TG) -g0), 3 —
-C‘e (x)

> ) ( ’[9) < (‘ﬂ('x.\ g(oﬂ fg(x)dx
C.s

x a—lr b(x\ 4‘9(1\ dx
0O x)



Coursd4 02 /02/2026

Erode asymptotique des estimateurs
Dans un modéle parametrique requlier  si On estimatesr de O,

alors \lor(én)> : - !
In(O) nI(®)

sans bias , Bn est efficace

si Var, (én) =

0 —os +00

lim nVar 8n 5 ?
n—>+0 TI(Q)

0 Con\.lﬂ
(XY 3o vite dev.a.- réelles Cﬁ?d)

—_5 convengence ea loi Yn_> X ssi fP( Yo £X) — ®(x <x)
At enfoust point de cutinuite dese 5 P(X <)

—slemme de Cortmantens :
Garactedsations €quivalentes:
— Paur +oute fnction @rvinee bomee b, E[h(Xn) ] —s E[heX)]
= la onvegence enloi est stable far passage Qv foctions continues CLAC)

ilest cngeneral?o.ux que si Xn Tx alocs Xo i) X
Yn Y Yn y

Cela estVuraidans 3 as:
si Y0, Xn et Y, sontindépendactes alors conUergenes en loide Xn et Yn
X et Y sont independantes alors cven loi du coople xﬂ)

Yo
sixa Pox ) /%) B /%) = (% &("
® Yn y Yn Y

Yn S5 Y

Si § Xo—2s X ,alocs [Xn &(x)
f\/n LC (Vn) c

en appliquast le LAC:

Mx, )= X+ Xn+Vy L X+c

¢y Xn Yn i) cX
xfy  sic#0 %A —>/c

2) Consistance des estimateurs

DEF: Bn asymprtotiquement saos biais ssi Biaig 6n,0) = EL&n]-0 V=29
£9: la. conuergence en graba. 0'implique pas 1oL conuergence des cspe?'a_nccs ]
St X By X
Xnl < YEL' , alors por conueqence dominee ¥ __yX dans L.

Gp = T_Z_(x. %)= L7 %2+ (X) etimoteuc desmomeats de o2 - ELX] - (erx3)’
a=1\ bl Pu

A ..
Biais: (0},’- ,Gl') = "—‘?Gz as. Saas biass (as. = asymptotiquement )



LGN
i R(Bn,8) — O, alors ©n consistant @ oy 2= o Pobe
revenird o céfinition de lo. @nuergence en groba

si les (%) c.x.d, alors (X?) estas.a.
EEY:"](-\-oo
1 g 2 P 2 - 2 2
LGN:T':%‘)(‘ LEM] =& +/,\

7&//\ (LGn)
LAC awee hlx) =x?, (?()Q_r%/u?-

Donc (-lﬁ,:z:-{il) —)TP c’b'/"“‘)
LZx ™

LHC h(xaq‘) = 'x_-le
Donc

—%—Z)((z')—(ZL c’ym‘*-ym"-_:o—z

3) Normalite’ asymptotique:

©n consistant+ pouc ©
Question: quelle estlo uitesse de anvergence de 8y vers ©F

,)(n) i ¢.d, d'esperance g2(0) =X
\I?()_(—e) -4 Z~\ (0, ox(8) ) quelle que soit la\oi des ¥;

tuitesse en vy

X,

(énB est un estimateur asym plotiquement narmal ssi - vitesse de convergenceen \n-
conuergence en (or
loi limie est la. loinocmale
6% estelle as. namale? F{Oﬁn-ey _Q} En N{O, o*(0) )
(X, —, ){\n\ £.4.d. dlesperance M devanane O%,My :Lf!:;(g? ;ﬁ“)
62= L2 (6 XY = de o ()= (R EETE
i= =-2(T
(Xi) «.x.9, olors les (X; —/n\ Sont «£.&.d. desperan ce g2

J?(_'ﬁ é()(.- —/v‘)z-cr‘ —Q>Z ~N‘(O,/v‘t.-°“')

*\lar()(,-/w\z= [E(()(f-/u\") -0“"=/,A,_| —-&h

0 (2m) 25 W(o02) o,
(600 N (1 204 - - (i

~N_ T (X-p) x (5'(- )
d /" 7
Z W0, i -+ \l_y/ Pl Y

N(O, (v} "3 o‘r.conshxnfe.'
v ¢ v < ~ v 2 ¥
Xp 50, Yo(X-m) S U Wo,) 1 = An(X-pm) (Wo

ﬁ(é‘,{—c’) j £+0

Donc 8% est (n M estimnateur asymptotiquement normal,



a(8;0) —2 W (0,0%)
= \n (6n-0) y) N(O, 0

o n—> +©

S{ G2 est un estimateur consistaat de 62, alars on a eacore

\In_[f)n -6) £, 0o, (8=8(% o))
o}

{n (80 (7 (6-0) , o

SS9 _,

a’A\N‘(O,l) —
(& os. narmal)

(pc.rcrmsmto.ncc o _fP> o2
oW o )
LAC
4 9
—2 54.200,1)

'-i\ 8- méthode:

© estimoteur as.normal: quelle est loloias.de g(8) ?

Soit Zn une Suite de v.a. ceellestq ‘rr\(Zn /m) ﬁ) Z~ulo, @1)
Soit g une fonction derivable, g (/m) +0
Sous ces hypotheses, ona {n[qCZn) - 9(/“\] é Z~W(o, CIAy o)

g(ﬂ:g(/u) +q /ﬂ(x-/vﬂ + (3e-m) R(x-/v\\ B R(Y) ‘/:)00

A g(20)- 9(/w3)= Y- e ) 0 (2 )R (20
L ¥
2~ (o,57) ! 5F

\\L‘—/ W(o,c0 ©

\N‘(O,(q (/M“ c"-\ 0) ﬁa.ﬂ(gn-g\
B-¥-onsZén 5 .
R( 120 - /n|>£/)m rP(F'?-'w' >yEe ) =ﬁ>(@>¥)+w(ﬁ(?w<-ﬁ°_&)
(be

T (o () =20-9(5))



Cours s /02/ 2026

Fonction de repariition empinque

x4, ) Xn\ echadtillon <Ad. O valeurs reelles de toi F inconnue
Ux E€R, Ft=x) = P(x<x) = E[4, ...

L.\n(-‘onc'ﬁon de repartition empinque , assodee a (x.,
Fo R — Eo,ljn
x |—>_'K-Zl_ 11,« =

,Yn\ cst de'nie por:

Ux €R, Falx) est une v-o. , & Stimateyr de Fix)

0
Loi empinque Pn:'_‘WZ_SY.--_- loi discréte Uniforme sur R X, > Xnj
L=

Reprdsentation grophique -
Conditionnellement Y=x,, X2 =2,
1\Fn (sc) , 0=l

Mn=xn  Xey < Xy < %¢q) Valeors ordonnees

| ¢ t t >
%en xcﬂ x(;\ Xcy)
a) Propri€tes immediates:
2 2_
o E(x) = . ¢x  svit la \oi binomiale (0, F(= ecdf
" o ( ) = empinca cumulative
disttbution fuondion

'R(F,,Csc\ FCa:ﬂ) O+ -—\Iar ( Z-'d)(. <,c_\ = Fex) (l F(ac)) — 0
mdcp A\ —3+00
donC dc ER ) ﬁo(’(\ —_ ch)
ou biea LGN If'n(x) estimateur consistant de Hx)

On a un resubat de Corwergence wniforme @ Sup | Falx) - Fx) ‘ —0

x€ N —io
Fn(:r\ est-il asymprotiquement normal?
Fn(x') ___Z_ 'ﬂxl (x
I“ll'
les Xi sont iid donc les 1 ; sond iid
(F () - F(ad) 2, N(o, FCac')(\ Flx) \ (Vac F(x) € Jo, \L) ( anm & o)
N—%00 FC) CI- mﬂ) gn N ko

b) Estimation empid que.:
“pug -1n” ou methode de substitution
paramétre dlintéré+ O = c( F) Ccomncrehstique de to. fnction inconnoe)
définit 6 , estimateur empidque en remp latont F par \{-:n

Ly 6=c (F‘)
0= Er (%) 560 = EE(X) = Z_x (i tes X; distincts)
fdeca

=X



2

e: WF (X‘\ één = WE(\CX) = _(TL (Y'- i) T Cestimateurs des momerﬂs)

¢) Inwerse generalise

On de'Ganit Vinverse qefne’ro.lise-' de Fpar F':[ON]— R
Yoero I, F'(e)=inff x€R, Fx)D o

yifxe 4 Fo Do & 2 F'(e) ~ o= F'(o)

\F:'nCac) , 0=tk

1 | A F(x) ) Eet) =x
ot 4 & Hix)=o
j/ %i“ & P(X¢x)=a
j SN 7/ s> PCYH0) = 1~
f— + t ¥oc Fix) = Fd{ﬂ() e
%0 Tl Ty Xew)

F~' soppelle. aussi lafonction quastile
F -l(o(\ = quantile dlordre of delaloi F
F-'(Yq)= 12 quantile, F'(Y2) = mediane , F"(3/q\ =3¢ quartile

U v-a. oniforme soc L0, ]
F une €.c.

alors F"(U) estunev.a. deloi F.

si F est bijective, {P(F"[U) <:>c) = (P(U {F(Jc)) =)

si Cest disced fe |, F-' inverse géndualge’, Fri(y) <x &y F(x)  (svite enTD)

d) Quontile empinque. £
On definit le quantile empidque (somple cuontile) dlordre. o comme etant le quantile defn.
o, u= () = iof T, () D}

On pevt montrer que 5n,.1 = X(l:n a7 od Xepy € X(n < { )((,,3 est ech. ordonne’ desCXf),$£4“
[u] = + petitentiec c u
.x:%[%] 8i N=2K mediane da, 1/, = XcK)

Si n=2K+l  mediane dn,y, = Xekat)

Dans les logiciels, plusieurs fbcons de calculer les quantiles empidques
mediane = YQ_\
mediane = X¢3) ~ Xy +¥aay
mediane = X3

si €70,\L, si Fest shrictement qoissante aw vokinage de o, alors c?n,.( nsistant de Qqy .



Tntervolles de anfiance (pos dans le particl )
(X, — Xn) «.<-d.deloi PC Py, 06 © = R®Y
On sinteresse & © ERev q(©):RF_, R

Un imferualle de confiance poor O, deniveoy de confiance 4- o ; *€ Jo, 1L , est un indervalle dont les bornes sort
aléatoinss , fonchions de V'echantillon e+ ne dependent PAS des parometres inconnus dov modéle, et tel que
(P (T8 inf (%, —, ¥n); B 300 (%, —, ¥n)] 36) > 1-«

Un IC est Qlculable d partic des donnees
Si Min€galite est une egalite’= nNiveay de conflance estexact
Si on a ﬁ(@@[il’nf, Bsup—l) — I- «, niveau est asympiotique

n— +®
Biﬂ"(x" — x“\
en general, =17/, Sx

(2, —,2e0)" | 1C= (B iof (%y —, Xn) , B sup(¥y, —, XY ]

(¢, —, ) | formole mathematique qui garaeritit le niveao |-¢f
(¢, —) %a) ) |

(=1, —,'xn\cn On obserye. Xjz=x,, %=X, ,¥n=Xn, une realisation

de échaotillon aleatolre
' Ly on aleole IC = [2.3,5.17] de niveou de anfiance 95

Enmoyenne, soc 100 indervalles calowlees
o 5/t 0 .

2\ Héhode pivctale

oG, ,xh) £.4i.4, desperance 0 € R, de variance. 52(9)

Seit & , asymptotiquement normal : Y (6n - G)ni) WCo ,c’(e))

~ —> %00
-0
WO 2 ean
o‘(e) N—> 4100

Par definition desquartiles gavssiens, q,= 7(et) o6 ¢ f.r. de N(o,1)

I
P Gu/z S E(é—m \40\\_%) —> - ‘
i

c(8))

n—> +00
6-9) . ~ . "
= L statistique ceotree miduite issuede 8 , o 6%(Q) estime par 62,
aesistant poor estimer s2(0). © Y
Qi destle s, ﬁ(e"e) X 02(6) > N‘(O,l)
c (9) G2 N—s +
~ eshmaiteur
(Bos) |¥ l f')(oms"m«*)
Wco,0) 4
on en deduit (P(qw, {n 88 {9 ub) _ -
() n— tco



Cours 6 ¢ /o2/2026

Gompleéments: (avant partiel)
Retour o normalite’ .8,
Exem ple.
Pivot asymptotique
Exemple 2

[. Propictes asymptotiques dlune suite dlestimatenrs ( 60)a>y
— 5 Gonsistance énL (<]
—_ No«-mo.\H-e'o.S\/mp'\'othgx Si —JG’)O F\(dn-@) i) W(O,G‘l)

¢ o .« . . n
De-fh.?\ genero.le, Stilexiste Un — 3+00 e
n —> xeo

Vn(8n-6) LY
{

Vn

on dit- que 80 conuenge @t \a.uitesse

Si 6n as. normal éé}, consistant
(60-8 =2 yo(6n-8) 257
n
v
(o) W(O> 0"‘)
N = 2 _
n fr_\ —>0

- S- méthade
Nn (n-1) -2, W0, 1)
ly 0 (% ~1) 5 Zo WVTO1)
Ly ¥y RV+_L_Z
(4
g dedvoble en+
# Si g est deruable enl, gC L+ h) = gC() + hg'Ch)
gcxn‘\g g(ﬂ.,. L gdnZ
In

{o (g0s) -gen) = g2
—_ 8" mé-hode
\IT\_(én- S) i) Z ~i0,))
g dénvableen® g () = C6) +(xaI Q(6) +(x)] 5rl) —50
&n _ﬁi,e done (LA C) FC@n) —n(6)=0 x>
gCG’n) =gle) + (én -8) [ o©®) + r(6n) ] R
17 (9(6n- 5¢®2) = n(6n-6)L g6}~ ~(6m ] 5 Va(g06m -9@) L>g0) 2 W (0fgce))?)
¢ 17
A

q°ce)

2) Bemgle
X, >¥n de loide densite fx) = ‘_e’a%'} x 2 O,/v\:EED(\] >0

est estime’ P‘"‘/:\ =X o r
. logLn (/u) =- nlog/n --'—Z X;
sans blaig Var (ﬁ):':i\lar(Zx,YM it

qui otteiat
0. borne. de
GR

UT Pverlx) = L Var(K) = L2
n

n2iz1

Var (%) :/V\"



, donc /3\ est efficace

al % L
as. normnal, vor= Ta

‘E[/ﬁ -/vt\ i)\N‘(O, "')
_>\Jw(/-’in) = 4 = vanane de loloi gaussienne asymptotique =>/a est asymPtotique efficace

¥, n‘/“) a paur lof asymeptotique W(O,0D
/I‘

CY\, ) )(h\ £.4.d4 , £€0x) = ec'sxj DC>,O )S>O
ELx =é_ y Var (%) =_*

|°9LnC93 = nlogS—G__Ll.Xf o
2 (gt () =2""Tw g 6o
00 ] X
Ly In(e) = \Jar(%-zx.') =Var (Z X¢) = gz

E(ix—) =2

of v, 8) et E( 1) = o

et [E( ! =
(a¥?]  (n-0)Cn-2)

o E[8]- O( -’l(—].-: nE[—L—] = N8 piaise
58 = at § non biaise "7

Var (6)= ( -\ [E(%) -(II/?;)) 1]
- (-0 | n2@? - @ o2 o?

. Ca-1y(n-2) nt  (n-0)2
= 020t _g2 e*

©
-1

n

n-2 ~ o2 |
Var(6') > non efi e
1n(O) - BCR

« X as.normal (TLSY, {n ()T-'T) l)tl\f(O,—l—

ez
X)) =L s0cJO, v ,q0)==L+0
? x 3 x* 2 oo var Q8T

metnode delta : \F\(I? - 0) —g> Vo, -'é_—) ‘.‘)/,Z:e_) = &N\(O, %:;_)

= 8 est asymptotiquement efficace

3) Pivot (mympﬁdiqoe) ov Stohstique pivotale

Statishque clont la.loine depend pas d’e? paramétres in@NNOLS
, Xo i:d BemouilliCQ) 6 (%- @) —>)LN‘C0,ec|-m}

X, d
8€10,1 L TL

s X-8 < SO, 0)

6(-6) pivat eu sto pivotale




On etime 6 (1-8) par NE(1-8) “plog -in™ [S0i-6)
por le LAC,  gCx) = No-x) ;2c€70,10, VB(1-§) est v estimateor cnsistant deVe1-8)

(n8-6 _m60° , Noti-o
60-6) YVeu-s) V&(i-e)

donc,
\‘Ké—e 2 > \N\COJ D
NB(1-8)
/’\

Yy E‘E!Ele 2:
~ Ps 3 vindicedn'ce 2naemen
log Ln(®) = 0 log3 - log O) +<— “lag(?) - L T x;3 N
4=1 ® =1 3 (ou dire forhyp, )(i)oV\'-)
CloglnVC@) = =0+t T x3 =38 - ZX
© p2 n
(logta)(e) = 2 ~2_ T x? »(logld)"(6) = 2 -2 .06 = :0_2o
e 63 6* 63 O . unicite
= max Qlobal
A v 2
R(Bn-6) —>I(0, ©%)
o ¥n(6-9) _>s( LN‘CO,B
G

> W@ 2 yro,0)
e
sigh note Qoy, et Q-ah quaatiles de ¢(o, 1)
L (q"‘lz\< M<Q|-2&\ —> -«
e 2

N—>+a00

S - 8 51—
- S S-q , &
fP(G U-2 = {e8g8é q“ﬁ_m —>

— N -
>IC(Q) de nivean asympistique CI- )




Cours? (9 /03/2026

Estimation dans les echantillons qaussiens:
Loi normele et loiS denve'es
Loi des esimadteurs empinques
IC des pasametres
Exercice

DEF: Zestdite gaussienne (normale ) Centrel reduite i Solol admet pour deaste:
£ = L e 3 ER On note Zodf (o, 1)
Vo

X est dite de (oi tormale de poroxv\é‘tres/uerk ek ad0 s X= /,\+c~2, note'e )(m!‘((/u,ol)

fotes cractensahons de. (oo ol nocmale :

s e G)

ML) = Efet¥] = et+£0 g €¢R

Remarque:
¢%=0 — Y= eSs.

S )(l ~ W(/M,'O'," \, \l:._'\-’\N‘(/Mz ,0'12), et A €R , alors A{\*Xi“\f‘r()rkr‘-/ﬂz; XLC'," ‘l'O'?)

moments ceatres: densite’ symefrique  par capport o ez EC( X7w)“)]

N

4ous les moments cenire's diocdre. impaire  sont nols
= (K Jaw

/MZK 2Rkt
- EL(-pm)4] =30t
—» Vor (0) = ECY-a)'] =02

N(o,\)

—

0eF. (¥ ,Xd) echantillon <. &.d. WTO,\)
loloi de YW+ ¥+ — + 2 est appelee loi do Y2(chi 2) o d degre’de libete (dde’)
degrees of fieedo m(af)).
e




sty de o X2(d), ElYT=d, var(y) =24

var (X2+ + Xd?) = dvorlX?)
indep

MCe) = (- ; @<'/z§

S wg(o) et Yuyr(d) independants, laloi de Z = X est appelee oi de Student @ d d¥?
\| Yd

st d —s +o, loloi de Stodeat convergeverslater WTO, )

d defd (=i
L E(Ulz) =1
LGN
donc (LAC) &) = (= ! L 4
(A
d
9

Rar le lemme de Qutstrey, Z—=—s X ~ WO, \3

On intraduit Y4,
= lE‘L')(.] Q/ﬁ = Y
o= Var(yY) » G2 :*TZCYI--YY

s¥n) €. d VW(/u,al OG/V\d' o? paam innnus

Soi 2, = _! ({_A-_-T(Y non bia(se’

n-t

2) Loi des estimateors empidques:

X et 2 (Xi- Y)Y sont des v.o. indepencantes

X )
T (6%~ X B x(n-0) ek (o0 yace )
= 2= X)" n~t\=>_oz_~)( n-U) ek — = ~X Co-t

i—/“ ~ Studeat-Co-1)
n

L}

Y et (¥ X%, ;X 71) sont independants

T




+ tnCYn-?)

M(u, by — k) = E [e“T*""CYn -X)+

:E[exp((: x)

= [E[_T(l\—e(&“ +te-E) ]

cxp( = +E) Yn]

9P T [ lltow b~ 8% ]
A=l M(Mn-l- b'—-t)

e (&b e)+_(un+; t)*
Cp T (B RIStk B2 (6 D)

—eq,l

- //“J.i-d'(ﬂ' 1 Zo(Ei- -t}

e 02 L GTi(ki-E)°
an

01{—-(‘ JARE —L(Y‘ xy‘:,%(i-/m\%%z.-(m—ﬂ()’(—/m)
= L 069"« 2 (m) 2y (o) 06 -X)

qui arackense \a. l6i ¥2(a-()

par indep = HM’Cn)Ch) = M? (&3 H)[ZCOCI:) = H?(Q = %?:l::- :(l—?.l-:) '\2‘

7. X ~ Xep
B -
0 —
sSn _\n Sh
(B = x 32 \J /0’2
donc X+So* indep = stodent(n-l) O
def Studert

3) IC. des pacaméirs _
Xm ~ sfodcmcn-:) fP(thco-a L Xom ( ql_“tCn- n)
Sn/-\ﬁ, g“/\l?\ 2

Koc) -S =
@lp()( \j‘n q,- o(tC“ () </V‘ r Cll dt(}\—d) l-¢f

| ’ ﬁ’(’qﬁ2 X°Co-0) € '%‘ < q-gt X’Cn-t\\ =\~
= rP( nG* é o? né2 =ol-|

nC no q I_%MZCO_() q %XQC“‘()
o cer
- o X
qi dstCn l) 9% X*Co-t) Mq (/i O) ot les EHU depmets’?

';‘f_ xz(n-o ot CrH)Sn N2 (n-) Z‘m{_ ~ Stodent (n-t) R(sh102)> (53, 02) o6 R repreente
n/ n

TCCo?) , NG Lyl -l\
ot

»IC_[



Cours8 ¢ /03/202¢

(@ cxo.rﬂ

Tortro. _aqux tests stadistiques
1) Exemple:
Contréle de qualite’: industiel produit des “pidees”™ de benne  qualite”
defectoesss
Pour Vindustiel, on suppose aceptable vne Poportion de 20/ de pides defectueoses.
\_) pélever “au hosard™ n picces, venfices . (p<204)

modelisation: n—Fe_rr_nce
A-€me préce O si bonne goalite % (x )
N h; N

| si géfectuevse

= PO =1)
~ on pEléve n piées eran observe un echaatillon (Xl, ,¥n) dont les valeurs chsenvees son+
Cx‘, —_— xn]-

on eshme propoction emPio'que
. B - . A _ -
% i:\:ep ecoooilli(p)  p=X

Onobserve X =0.22 , N= (00

IC(p?
b= % _
X-0 £ s &Co,\)

(e "

n

on estime lecart ype pcrﬁc‘_'*ﬂ ( consistount )
n

g(::._;: P xCl-x)

¥-p _ X-P pci-e)
= x N "o
xc',;’” \SM L (-%)
a n 2
—>-{.JY‘(0,D
N—S+0

applicction methode pivctale:

r\>(qnormd/2 é X-P < qnorm ot ) S L
\l XC1-%) 2 nN—>+oo
n

& ﬁ’(x qnorm“\ X(-¥) 4 P < X~ qoarm 70'”) - s |-a
2

n oLfy, n

XC :?) de niveau asymptohque |-

qC(P) = X & Qrorm
K]

X =0.22 ,&¢ = 5/, n=100
IC=Co.ly, 030])

Q: Est-ceque P£ 0.2 oubien p> 0. 272



2) Principe. d’un fest
Oc<7Jo,[
On veuttester Sip{ 0.2 00 p>02

© = § UO, scws ensembles  disjoints

U} W
Jo,02] Jooa, il
On teste Ho: pE O contre H;: p€ B,
p<o2 p>0.2

Soiton conserve He (o <0.2)
Seit 00 rgjeHe He Con conclut p>0.2)

un test de He corvre Hiest defini parla. constru ction dlune region de rgjet de Ho,fR:
si (X, , Y ER 00 rejette Ho ( o profit de Hi)
si (Y, ,Xn) €R , on awnserve Ho

) ¥n)> ¢

S&)‘lco‘"' R=E(XU an-)) _r(Yl!
T stotistique de +est (& valeur reelle)
c: senil dotest

la. decision dun +est est oléaztoire (depend de T alecdtoice )

3) Risques d'erreur:

R region de rejet  dutest de Ho contre H,
(rejetter Ho S +ord)

est la. fonction definie sur8qy — LO,17]
o p — Pp((%, —, Xa) € Ro)

= P (on rejeHe Ho)

Le test est dit de nvexook si sup [Pp (rgetde Ho)
€80

ecreuc de ’\":-l‘epécc = (P(ryet de Ho ol-toml}

m:d:i::cisim H\?rc\ic Hiuraic
Ho vraie v
H, vraie v
est lo- fonction definie suor 8, —5Co 7]
Be+— ﬁ>p( e »¥n) Q(’RJ

= TPP COT\ conserve Ho}
ereue de 2nde especeest (1> Conserud” Ho @t 4ora)



= |~ereor de 2nd espéce

T p€O, — 5 B( (%, —, ¥ )ER)
les 2 erreurs ne pevvent pasétre minimiser simoutanement.
En génefal, ol .~ quand B )
on choistt de contrSler Vemreur cle 18 espéce

(-: Permeur de Q_nde_cspécc est in®nnu en <3e.'ne'ra.0,

4) Gonstrochion Q’un Hest

Oeferminer R 4q ereur de 1¥%spexe { of
(sion a plusieocs tests, on choisica (point de voe theoique) celui doot Verrsor de 2nde es pée.
est o plus petite ( ov de puiSSance ladus gronde) )
di ssymetrie deHp et H, dans la. Constroction.

Ho: p 0.2 corvire H;:pH 02
(@ 4est que P=0.2 dans cecas)

p in@nnu donc on lesime B= X

idee: SoUsH,, § prend de + grandesvaleors que saus Ho
ny R dotype PO

(pb: Hrovuer ¢ 1q R (96 € o)
\/
calew!? — loi libre  du paramétre p?
(depend de p)
f>=— ' o.poor loi approchee (0, 1)

) G A
\lm =

P(p>3)= fP(_LP_>c’

pC-0)
3)

On veut que: )
sup (P( PP Sl
€0 pCi-p)
P=So \| e
Ly lesup est odfeinten p=0.2
@= (X —-/Yﬂki p-o.2 > c
v o. ’)-Cl-O 2) 3 WCo,
Trouver ¢
ﬁ)((Yn— Yn)€R\ y o 77
—> 400 | qrorm
ﬁ’(ﬂ > c3 — > & s8i c=qoom

\{0 2:03 N—> 100

rjek deHossi 292 S goom
0.2(1-0.2) =<
n

I-of

stotistique de test



k= S/ qndm =1.645 ,n= 100
\—of
< ©.2(1-0.2)
et Ho & X >0.2 +|,eq5.\‘T

A:OE:OQQ
fnbs:ﬂ - 0% _n e
° |o-zcl—o.n 0. oM & O 0.266
(o]e)

1) 1,645 D
On mnserve Hy. |(on ne connait pas le dsque assodie



L. Tests d’hypotheses sur un paramétre

QFormalisme d'un+test
Unest &’ hypothese est une fonction @ (mesocable) de Peéchantillon (¥,
dans $O,13
Ho est acceptele si W( X,
Ho est rgjetee si Y(Y,,

, Yn) @& valeurs

)Xh} =0
,Xn\ =

Xn) Ij R est la.region de rejet do test, RC%st o region dlacept
Xn) 'dR(X,, —l’(“‘.)

Le domaine 1 CX,, JXn), PX,

odion. On peut ecrire : \Y( )(l )

Tes swucnh

estimateue On de 8, poraméire o inferét .
Gmment constuiee R?

De maoice generale, ontestera Ho: @ = o contre H: @£ a
a€o

Ho: © 0. contre H;: 8> a (ex. contréle de qumﬁe')

Si on ansidex une partition G U = O (espace des porametes), G,NO, = @
H°6€ eo wnte Hi: €O,

©p = § &) Ho hyp simple
O = O\fal, H est une hyp bilatere

8i00=T-c0,a]et ©) = Ja, +oo L ]
Hoet Hr sort unilatere, 1

Ho= 0= o ®ate H('. 6>0-

(on priviligie Ho - Les 2 ereurs euoluert enSens invgse ; ONte peut pas Contrsler les devx alofais )
celle que Von eut atrélec

% : G —> Lo
8 — P (% —,xn )ERY = EL¥0O]
(rejet de He) Vgou8 Ho

rPHou(‘me
) ¥e) e"r?)

Ssi. sup G(CX"

€D, ‘merles\o\s Qdixretes

—

_IB_'- e, —s Lo3
0 s By (X —X)ER)
=® Cconserues Ho\ = - IEBEKP(X)]

H,vraie
LLIE eéto_,l'_] V sous H,

8 — e ((Xy
si0€8y M(O) = (O
SO ES,: T(O) =My ((h,—X)ER)= 1 - B, ((\(l,
(H uraic) =I- F(O

,XnB 6@03

;Xn) € RC




2) Exemple.

(%,

,)(“\ £.4.d. de loi \N‘(S,D
(a=0)
8 <0 watre 1,:6>0
0 =X Jinconnu donc on Uestime: @ = ¥

: rejet deHosi 850

R=80X,——, %), 8(%, —, ¥) >0}

P (670)= fy(X>0)
X ~w (6, '/n) Ctoute C.L. de Qavsiennes esfunegausmcnne)

exo.c'l'c ECLX1=EX=0

—.-\—V \
wflexe: normaliser la gm)smmgr(ﬂ ar¥i= /n

o_((e\—fP(>:l_6 X0 5. re) TP(\N(o W d‘e)
cp(ﬁ )

¢ (W8) =l

o o
=goe (WO 6) = P(0) = = 507

£.e.une chance sor2 de se {romper: pas
Ae Qaeptable

8i CP:F.r. delo. loi LN‘CO,\)

On sauhaite a petit:o = 57.
R=£6703 ~>R= §6>cy 5270 senil dutest
valeordec= clol) 4q &:p (@) {

4(6)= B> <) = ﬁi(x o 7@:)
- P(Wo, 5 > ¥e-0))
Trower ¢ 1q sura p(W(Q()7‘r(C Q\) = o

\

sup ofteint en O
& P(W(gN Y Wc) -
© - P(Fac) =«
& O(nc) = 1-
'\r-C" (lo() ﬁcd" r q|-

On @ construit on +est de niveaod awec N = f()(.,

norm ’S

o

=q7o =1.64S
Gy =0.16US
Yops = realisation de X 20r mes données
si )—(obs:o.l {Ca, on ne rejette pasHo
St Yobs =037 g = et de H,



3) Construction dlon test: (exemple)

ol fixe"
" | identifier le paramétre dlintérdt ©

definic les hypotheses Hoet Hy : Hp :© <O wode H:020

definic lo forme de'R R=§TOCY
forme de Hy = formede R= § Ty owbien § T<c T (plus rarement )
-0

3)

trouver une statistique de test T=-version normalisee de & -

Trouver le gevil ¢ pour avoic un test de niveaw &



Tests d'un paraméire gawssien
i) Resome de law constroction d'un test

X= ¥, 5 Xn A.L-ddt(OlfPe
Preciser les hypothéses testees
méme test dans les deux @s
HO: e = 90 Conte H‘x 9) 90

1 Sor les posametnes do modéle

Stodisticjue de-tsi-:T( X) : soous HoT(X) colcwlable
m%“:,g‘mélaloi de T sousHo pemetrde distinguer Ho ek H,
Q:?T(x) D c'j’ ( sous H, , St laloi deT srecrte de Ho \ers ludnoi-le\
(si H, 18460 — fR :fT(¥)<C 3
si test bilatere Hy: 860 —R=TITl> 3

= X)) Hc ou T(X)<-c§

Régle de decision:
o niveau Rxe .
conditon de aiveau ﬁ)HO(T(X) Y Colw = (Si loi de T S0US Hp est a:m‘\'inue)
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