


Soitf : IxL__, R continve, TR, VSR intervalle
(1) y'= £(t,y)
Resoudre (1) sur T < R un intecualle , Clest Hrouver Hous les couples (3,v) constitue’dion intervalle T T

et d'one fonchon y: T— R C' tels que :
VLET y(t)EM
VEET, g (k) = £ (b,y(8)

(D estune dquadion lineaire lorsque aci—s F(E,x) est ofhne (P(l:, x)=a(t)x + b(&))

\i'.-.-l(/-l-ek: 'F(I;,\/) "
avec £ :(byx) —yeb-2x
€ER ER

On cherche (T,4) tq WLET , yi(t) = e® - 2y(t)
= F(k,y(B)
€R
g(x)= £(t,x) - F( £,0) =-2x

(8 = g(yce1) = -2¢(0)

Ondit que est 'ejuation homogene associce a

On veut resoudne y'=-2y
L'ensemb le des Solutions Mmaximales de cette equation est S 2¢ — C GIR'j

Utiliser linformation sur Su pour reésoudre

Soit y: R —3 R une AnctionC!
Soit w: R — R lo fonction donnee par w(E) = éahy(t)

Ona w(k)=e?yi(e1+ 2 e25 (k) Fetarger e Grcton e
= 2 yi(e) 24 (1)
Donc ( R,y) estune Solution de sei w'(t) = eF el et

E
Or, Jes solutions de W' (k)= 3t son+t les fdnctions w(t:):/ cssds +C; c ER que lconque
(o]

3 1t 3t
L] - = -l +c, c€ER

Db IER4q wie)- * +C,c CR
3



Donc (fR,y) est une Solutionde 1 ssi Y(E) = &2 w(E) avec w(k) = e% +C

Finalement, V'ensemble des olutions est (S = f (R,t+—> Ce 2t —‘_eb) , c€ R 1)
3

. f(k,x)= £+Sx

Sott y: R_—5mRC
SWwit w: qufR wlk) = C-SE\/CE)
Ona w'(B)= - SeSEy(t) + &5y (¢
st o
= e (‘I(E\—S‘/(b\
Donc yest solution de = S8 Y'(E)-Sy(t) =t
& w,(&‘): te.'sl’
= oJ(L-):[ Ese3ds +cy;cefR
(+]

E
or [ seas = [se%]: - €1 e g5
= o -5
) -
T +;[C'SS -]L
S 5) -S o
- =t eSt (C'Gt" \\
S 29
D'ab y est solution de ssi \/(E]-_-—_S!:—-é.+-2‘?33‘:+ ce®
= C.eSt-,_h_ - poucun G ER
[+finexod] S
wky=0
'F(l:,x)=l:'3- l'.y \’ v
Soit y: R R C'
-t2/4

Soit w:MR SN wt)=¢ y(k-\
W) = ~tet2 yit)+ e't%y'(t')
= 2 (—ey(R) 4y
Donc yest solution ssi -ty (£) +y/(t) = £*
& w(d) =tet2
Ou encore w (k) =f t3"3<:-‘-\‘°/2. ds +C
o

t
_s2/2}- &
=It s se'sz/zds +C L_s.’e_'s Jjo -[ 29(_‘_9-32/2 ds +c
o . ° . L
= -l-."e’t/2 +2E-c’3/2}°+c

2 2
= -tlet -t +2 +C



2 b2
DoG y(t) = ( et 2e%, 5, c) t

2
=-k2- 2-\-(2 +c)e't 2

= -B-2.Cet2 [ Ccer

srecrit y'= 'P(l-,y) oG f £)x) p._y3COSC2-)-._xE ;i €€ CO(’JO, +ool, ﬁﬂ

Soity €C's0r)o, + oo L et ()= Ey(H).
on a w(t) = Ly’ () +y(H)
= E9/(E) + Lylt)
Donc y est Solution de sl w'(t) = SwsCat)
Or[t Scos(2s)ds - [ s, Sinds ]’ -/e . sinds yg
0 0

2

Esin2t -cos2s 1t _ tsin2t 2E- 1\
SRl - AR ety
Donc les Solutions de (| sont lesy: to—>——i + _(_3(:9(‘3&2&7 + o o "

€, 3sin(2e) Has@t)
¢ 2 uE



On grint€resse o 'ED : oU€: TXR_ MR est definiepac

qui estbien cotinue sor TxR

Une primitive bl—) ) = =
PR mE \-t2 C-BCI+D)  (1-t) Q-v)

| o + b

| - a .._b
1-e -t e decomposition
- x(l-t =1 en Rdcteurs simpleg
g, .
b ! x(u+a| =l
- k=i
2 -\ + |
- g2 (-t I+t

e Soft DI :

L ;N gs E 3 |
L 1- 82 _/ - s ds*/ s
0 h EO

= [—(n(l-s)]teo+fln(l+$\jto
=lnCI+E) -InC)-L)+C
- ln( l‘-:tt )+C pauc VO cER,

[ 0= alery+b®
AR =[t a(s)ds
t

eq homogéne associee: y(t) = Cehe®)
equas complétes: CCE)= wlk)=e” acgy(&) ]

m)(&) - - R’(q e—ﬂ(‘:\ycb\ +e-H(E\ ylce)
= e-:t“’( ORYALO))

=¢-
t
w(k) :J. c'a(s-)ds+ c;c €R
‘:OE
:[ ) ds +C
to S+l
[e -s _(&_-s+2 _ 2
ko S+l [to I+ |+S

= 2ln(l+t) —E.+C,' CER

w(&) = e._acb)y(l-) ﬁ?\/(&) = w(k) e'a(ﬂ
Yo = w(p), 1+E
-t

Y =2n(iab)x 128y 1HE Lo x Int
-t -t -t



On conna.it les Solhions de Sur J1, +0ol
siyatute solC! Sur R de (£), alocs la restiction y| est apsei Solution de(€)
I

Do dc€ER+q y|1(g)= 2(';-—E ) In(1+£) +(Ce-t) H;_&E

= lim ‘E ( )

E—l+ |

or l-lL- ( ) ~n (an(2)+c ()

En Po.rhcuher

si 4lo(2) +c-1#£0 , alors ly|1(e\e__>>ltoo

Dan i =i (&) )=+0o
S, bl:l:’:ml t%ml-*(vl:r_ )

c qui est absorde Qe Y ECOCR)

Ge n'est pas une &. difF suc R parce. quelle s*ecrit y’=4(4y) avec fk,x)=2x/t et cte-Conction €orest

pas continue sur fR.
Mais

Siy: R — [R verfie ty'(H -2y(6)=0 VELER
Plocs Y90, + oL Venfle yi=2 Y

¥3-e0,0L venfiey) :.2_.y

On sait que yCt) = Cef®) qyec CER , et ACL) :/e%ds =2In(t)
l
Doncy () =C, £2, C+€R

de méme, y_(6) C ¥ c €R

Donc ¢ & @ =C, k? 1130’+°°L- eC. ('_211]_09,01:

de plus, y continue 3ucfR donc @ntine ent:=p

0)= ) =i (S
y(o) tl—r:;/g" eﬂ)}/,g)

Fnalement, y(b= €2 ( C+ Bo,sacCEHCAY (0 G ,C-€R

L'ensemble des Sl est :
8=ttr>t2Cce g, voc ()+C 4
# conrtico+ la- €onchion nulle
x est Stable par CL
doc Sestun sevde C'CR)

oL’ G, ¢ ER ?J



Par ailleurs,
V.=t B or estone fomille generatmce de S

- Clest awsi vae famille (ibre:
SiA + 2.9 0, alors YEER
)(-|-('P+CE) +A~q’_(€):0 eour t:l, At :Q'&:-lA_ =0

~> toute CL linedire de So\ution est une solobion Qossi

A

P® < ax [ ecj(S) Ys)ds
on ontient h'(£)< (k) k) °
Soit G(k) une pamitive de g

00a (e$©het))’s -qle)e¢©hcr) +e SO = S ) ~g(t)h¢e) €O

vt>o eﬂab(&} <o
donc h(b) € aels ocads
oc WEY <h(E)

€
done (&)< aeto 9w



103

00(\_:

doﬂC[ € cw&{’dx= -/t y'y''dx = :'_E\{'z (x)]ot
o
(o]
Q ’ )
= L (y(0f-v®*) <4y *

Donc pour K =‘Ty’(o)2, on CL/ qyy’dde < K
o

P () =q’Ce)y3(k) +2q(&) yCE) y(E)

t
IE W(s)ds = YE) - (o) </ ’(s) \/[S‘)zds+2l<
(0]

= W(t) £ 9(o) +2K +/ q’((:) q(s)y3(s)ds
o)
<W(o)+2|<+f PCS) 5)¢X(s)ds
q(s)
<Y(o) +2K + Lﬂtp(ﬂds
o 4(s)
, ona
€ Q) g lqc® )
‘P(e\éaef" @@ T Lge M Taml g g 9O
q(0)
Fnalement q(&)y’((:) {aﬂ > V)¢ &
q(o) qco)
si y(x) = ofx) est solution de , alors

y’(x) = a%") =@y 3(x)-a?x?

Q-a ~q2x2=-W? H a*=9=30:3 x>0
donC Vo : X +—s,3x



YOO= e ;x€I
2Cx)

y(ax) =3+ 2D
zCx)?

yix) - Y& . y3(x) - -9x*
x

on remplace :
z(x)* X 2()x ° 20x)  2(x)?
= z + 1 _+6x - -0
22 x2 z 22

321_:(2’4-_3_:2_ +ze-l):0

>2 +(-5'E+Gx )z =|

— alx)

Soit A(x)= /("":— +6¢)dE

= -LlnCe)+3¢2T™
= -lnxX-3x2¢c
e chois( ¢=0
Soit z€C' et wix) = e-ﬂcx)sz)

Ona wx)=-alx)e" "“‘)z(x)m‘ ﬁbt)z’(av:)
P ( 200)-00x)2(x) )

Bonc (T, 2) est solotion de (1) ssi w'(x) = e-A)
& wlx) =/ %o~ AGlyg

x 2
= / c‘n seasds




| >
Soit( 3, v.\ une autre Solufion de I'equation C1).

Supposans quilexiste X, € Ty < J0, +00 ( +q \/.('xa) = Yo ('xo)

Dass cecns, y et ¥ o Soot+ deux Solutions du pb de Quuchy. [ (D
y(xo) :%Ib

» Ga entraine que Yo =Y) » Cequiest absorde

Lyoubien v,(x) D 3x YxEJ)
ou bien vy, (x) <3x VecG‘E,



Pour x € JO, + 0ol
z2() =€ e 3%74 1 ceR (Q@3)
x 6x
Doges 22, (3,y) estsolution de (1) ss1 (3, Z) est solution de
avec pour xx € d,y(x) = 3c L
2(2¢)
D'apres J=T1-70, + ol , etpourx€]

z(3c) = € e=3%?, 1V

Donc pour x>0, Yx) =z 3x-_ '~ 62
c _-3x2
—¢C -
x €3¢
=3x - 6'3;—
Gce-3xhy)
=3 1-
( GCe’:""'-'Jl—l3
On a e-3x2_> ®)
K —y +00

donc i\ ex (ste xp> O el que 6Ce¥3 >0
donc l—_ 4

cCe- ¥,
fiosi, d'epres o) , pourtout &> O ,y(x)<3x

Doprés (), lessolutions de (1) sontdela forme (I ,y) avecpoorx€T,

y(x) =3x -GCG'J; - ;cER
e

Ve(x) c> -/

avec Yx€T, ylx)  3ac 6Ce-3%2) _o-3x*

&Yx€T , 20 >0

si ¢<{0, 6Ce 34 N0 fce 3% S0 ZCoc.))O)

= > Lbd

&> Y€1 -3x? < ln(
e e 1 oc."’7 -1 ‘nZ—CCX

si |n(_)<o & e
Alorsil existe 2o G +el que x> :—3'—1“ (-Cl_) - Done €3,-Y
C

Ainsi, les Solutions  sont de lo.fome (T,y) avee >, -Yg
ou (1, \,'03



y"-4y +3y =0 (En)

y(o=e™ ysoluHon de
y) (D)= ce ® & 2-4e3 g YO =St BE)
\”’((:) creett & r=3 ovr=\ \]'Cb\

=3e3ba () + it)e3t
+ B(Let ¢ BrBYet

6
Pour £ ER, zCk) = €734y () -
Donc y(t) = 2(¢) e* 3 e u(e) + Bl et
vy’ (€) =2/(¢) e3¢ 13201) &3t g = 3e3t ' (D)4 Qe3t ()
y(t) = 270 e3¢ 4 62°C) et qaAr)et rBlet+ BI(BIet

dooc ysolution ssi

y est+ soltion cle ()
i Ve € R, e'-“"-(z"(e) +62'(4) +Q2(t) ~21(¢) - (22(¢) + 3zce))=o 335 ) +AS3tx(h) « Bet + Bluet

sSi Vi C@’ 20 +22°(6)= 0 -y (‘BC:‘"’O((H-\- P(E\Cb\
+3a)e’® 4 3Bt QE+0et
On pose L2’ = 33w ¢ ce( 1o = (ke ¢

L.est Soloton de '+ 20k =O e R, Done pour EER, M(E)=C.e25; CER
Donc pourk ER z(N=nte® 4B, o, BER
Ainst, pour EER) yCE)=ote® + e

Pox EER, yee)= (k) e3¢ | Bro) et
() = o' (b) €34 ga(t) €€ 4 P(e) e+ Ble)et
y"(8) = B’ (B)eF+ Q)3+ P'(k)e & + B(E) et

yest solutionde
sst VEER, (37 (£) 9 oem)e*,,( BU) g8 et -4 (Bart)e X+ Bltlet) +3(aCt)3b,BLelet) = (2 +de™
st WEER €3 3u’(t) + e’ (B = (t+Ne ¢
Donc atet B sont Solution du systme poor £ E€MR
[ Be3t ot () +etP(E) z(2ts ) 7t
e3> (B)+ et BICE) = 0
& 2830 = (2t+)et
[ Bt = —€ 250 ()
& [ o) = L 2k 4t
[ P’C(:) ="‘T(7_t -&l\c-z't

+(cC =03 )
donc dl(t)= L1 t(28+() e Sds =L (ot -u.()e""t [ 2e43 ds
2 2 -y 2 -y
=7 (2k+\) Y, e,‘qt = - (_(:_\_ +_?_) e-dt
-t |k =23 b S 6
et p(e)-.? (2s+() €%3ds y

-2t - - -
= L (2ee) S +'—/'E2°_ds = b Qeal)e L e® =(i +¢)c 2&



Donc une solution partiolice de est
=-(E 3 et (L +1\et
YpCt) ( q*“E) +( s *5)e

(o)

Donc les solutions de sont de loforme (R 3) avec, pour LeR
)= e S e-t E 3t
V0= (L4 3 )e € + e+ o BER

Y+ Uy =0 etapes:
On rsaou T Peqoation caracteistique : n2+U= O ¢> A= 20 wa=-24 i) résoudre ’équation Casac
On pose pour € ]-'“' [ z(x)= &” 2"”‘(/[:c) (Ew) [ Dpowsziz & rhv
Sylx) = % (x) (y=ertd
Donc pourx € ]~'ﬂ' L, 4§00 = 2 2(x) e"’% 2'(x)e*™ caevler 2, yv et remplaces
: !.I" (x\ = -QZ(JC) e2ex, lez'(x)ep"m 2’{x)c2~3'-' daons V'equation

3) wsoudre pour 2’ pis T
Donc y est Soltionde (1) ssi pour x €I, T
2% (27G) suiz¥(x) ) <O :
ssi 2 liz’2g snr]:;.r,.'g__f

Dane poor o€ LI, 26a) = =Ce™¢, cec
ly2lx)= ole” "X, +B («, BEC)
Donc les olotions de sont de la®rme q('x)- C.e** Coe? poorI‘Q]'"- '“'fd ce,c. €C

On pase, pouwrx€ L [, y(x)=C. b)e 2 CLe®™ ,
Y6z C! (e~ -2, @)™ + G/ uC ()2

On suppete VxelX wl
donc PO) = -2C_e 2™ + 2. e?® 2z ctapes
YO = ¢ CL (D e¥ U GO e L 2. Y2l UCy e (sl particolier
de.ﬁb'l' per,_b
Donc ssi etr supposer
poorx€ 3L, 0L, . C'x.)e’z"x ~4C.GAEIE L e CUX)E XX Yy ex) e X LD e BB o
+4C e, UC. &) ¥ _ 4ancx) ry fEsovdre \e
ssiV¥ x€IT Tr 20 - c_cxyeza) = +a0Gx) sysiéme
+pimitives)

Doac (G, C1) est Salution do syskme poor c €3, T L«
I:Q;. CLlx)et T 2:C () e %) _ 4000x) N
Citx)e ™™ & C'(x) e ™0
& [ HC,+ e tan(x)
[ C2x) =Clix)e X
& [ CY(x)= '_‘j:.c’*"‘-lran(x)
C_(x) = -"-Te.z‘:x-l-on &)



On pose n=(|2 slk) , q;:(\m et B(e\=(:_§e>

Le systéme sietnt bienY’- QY +B(E)

NER
Xa (X) = det(R- A1) = de+(l->\ 2\ = Ci-A) -

2 1-2) = ((»\\-LM().-Q»A) = (x+3)(-95)
- deuX valeurs propreg dishncteS: A_g et A=-3
Donc Aest diagonalisable
")

-y
2
=Ker (L4 @\ = (R(z)
o O l
Ker(9+31\= Kee[ 4 93: R(‘Z)
2 u !
ona A= POP quec oz(s o) aP:(z -23
o -3 1 |

Jc aicle P (2 211 o)
(| |

~(\ -
1 \

Kee (R-ST) = Ker

~ | -1 l/Q_ o]
o [ -ly'

~ [ ol|'y 2
o V|-Yy '

2'(E) = PY (k)
= p-'(a Yee) + B(e)) = P'apz(L) + P-'BG)
=D2(¢) + P-'8(E)



Z’C)= DZ(L)

e[z = Sale)
[zz' (8) = -3 (k)
& [z = GeS*
[z,_(k) =Ge3t

ez={* o (c.) = eP/c,
() e'?‘k Ca C2

Soit ZEC' & (k) = e z(0)
W(E) = -Oehoz(e) +c't°z’ )
= -De'toz(lr) +e,'t°(0\3€l‘\+?' B(I:\)

Donc W(E) t:e'tD P B(t)
et wik) = j' e'SOP"G(s)ds + C
6

Foalement, (k) = PZ(E) = Pe wm&)
= Pe tcy e 0P B(s)as + PP C
(o]

cck-s) 0= < SCe- s) 0
o -3 (e-®

P'B(s) = u( 2 e5

Ll (- 2':-38)
1 (-eSi2e?®

D’00 e(k s\% p"B(s\ (c + e -3s eS(e~s\
(c«a-S' 2 —33) _3CE'S)

= -l—‘CSt (c""s+ 2e'8s)

Y
“g(-e*+2)
oL- s\0
Donc P! B()ds
st ~ys _8s _ St e-us
= _qe (e +2e ds = g c [ +
v -3k
e / C-e¥%.2)ds e [-°:s +23 s
o

Yy ) v’ Oy 41y’ + Qy» : .
On prend Y = (V’ > v ={\/" ) (0::0‘(/’“3 \ Soit A=
v" V"' 2y Sl/' + LIV“
v 0
= <g o |>Y
2 =S 4

OO



(X

-6-A-16 S
lg(/\\= N w -l& S =@ I u-x -\
(e} 2-A 0O 0o -6 -12 S-A
L2 4 x ot [=2@A) x5
%~ 12 2  S-A O  4-r -
=\=A -\ S-2
=(2-NE-N[1 -6 8
O LA -\
1 -2 S
=(2- NG -N |y -6 5
0 Yx -\
o y -2

=(2-N(-\ —)x\(— una W +13
= (- (=D (-0
=(2-A>(-\-A)

3“ ukz

fAinsi, Pp(A) = {-\,27] o /v«(- 0=\

(A+IY)X=0 & [-S5:+163-16x3+Sxq =0
O+3x,40+0 =0

o, —2x; + Sx3 -xy =0

[ -6x)4 2x, —12%3 + 6%y =0

& [x=0

¢ & Sxgq-Xy =0
-8x, -6y +8xy =0
| -6y -2ty +€xy, =0

= x2 =0 | Xa=x3=0
X+ ‘313 -xy=0 A= xl.‘
Qxy =0
-6~y +6xy =0 |
donc (:c\,x; yX3,xy) € Kee (A+Ty) ssi X € \eecr (Oo
\

U estunebase de
2 DS - espace propre.



(A -2T)X=0& [-9x1+l6x,; -l6xg +Sxy = O
O +0 +0+06 =0

X - 2x) 4235 Xy =0
N -bxy +12x, -\2x;3 +3xy30

— -'33:(.\ =0
Xy-2x, v2xy -y = O
[-3xy =0

& 3= 23, -2
xy=0

-2
donc X € Ker(A-21,) si XEvee([ T\ , [ © )

(o) 1

o ()

n U
donc Kcr( A-2Ty) est de dim2 My a2

Puisque l6. mottiplicite” algebaque de A,(3) est siidement supereure o so. motiplicite’ geomeinque (2),
A ntest pas diagonalisable.

Lo modvice. do systéme (A -2T4) w=a; est:

-8 16 -l&6 S |2 © O O -3 |6
o O O o |o ~ o O O o |o
1 -2 2 =l 1 -2 2 -l
-6 2 -2 3|0 O 00 -3]|6¢6
~ 1 -2 2 -1 |
O o0 L ]
(o) O O (@] 0
© OO0 o) o
Ses solohions So0t: [ ¢y = ~l+2s-2¢
Xy =8
!X'.3=|: oGS,l:G@
Xy =-2
yeprends s=0, £=0
Lu:(‘o‘ . Soit alors B= (U“ Ul)""!)“}
o
-2
Par construction, Best une base de R
Q: mo}&:ﬂ= mod TId Mot B mat Td - P Mot ap- O.UCCP:HQ} 52l_é-0|
Bee— B 8 Bem & 8 BB O0O | &
o o



Av

ﬁuz 9""2 sz

et HatgR=/-t 0 o 0O \u
60 2 0 O |\un
0O 0 2 1 |m
O o O 2 W,

P est Lne madrice de passage donc Pest inversible (ses calonnes Rxmeat une base de RY donc elles  Soat
lineairement independarte.

On acole linverse de P par lo.méthode de Gawss Jordan

-2 -1

2 L 00O I 2 -2 -] oo0O
o | o O o | ©o0O o | O O o |l 00
© Ot ojoolo ©o Ot oloovo
(I 0 O -2 oo ol o -2 2 -l -lo o |
I 2 -2 -t O0OO
o |l o O ]J]o |l oo
©o Ot o|loo'o
(o) O 2 -) -1 20 [
| 2 -2 -1 T O0OO
o !l O O |o 0O
© Ot oloo ' o
(o) O o -l -l 2 "2
I © O O |2 -4-4+
Ponc P f2 ~t-y - ol o O0|o 1 oo
o | oO o 0t oloo1 o
ool o o OO - |2 221
-1 2 "2
000-=[V'=9V & [ Py) =eap ey
YCO) = Xo (P ¥) (o) =P-'Xo
<=>|:Z’=T.'L en posaot z:= P-'y
Z(0) =P'Xe
P-|X°= 2 -4-4 - -1 = © =Zo
ol 00 -3 -3
oo\ o o o)
-2 "2 -3 -13

Donc 2CE)= etTzy = O™z, o5 0= diag(-1,2,2,2) e N: E >4 Det N commuoteat,
et N2 =0, donc

z()=/e" (T+tN)2Zo =/
Cze e?.l:
eQ.I: czl:

ezc

o\ [/ 18\ =(1gct 3%
o \[ 3 Bt 3elt
t

|

00

| ©

c |

© ol
e2t o ©0 "5

Puis YCE) = PZ) = (1wet-(26L ¢19)ee, -3e% Bee, [fet-xke)



Sopposons  que (P, P2 sotton systeme  likve.
MY +Xo¥ =0 =M=\ =0
)\( Lpl * )\3_‘97_ =0
[ MW+ A W'=0 donclesystéme admet one unique ol
Cequi niest possible  eue w(k) £O GED

Reciproquement, sopposansqueilexiste ko €3 +q W(ks) #0
flocs, [ N0Cko) + Ay W,(k) =0
AN (ko) + X, Yi(ks) =0
admet une vnique. 2olution (A, A2) = CO, o)

Sugposons Qe P+ AP 0 <.e. W €3, )\ QB+ A Q(e)=0
MO X B 0
€n particulier E=k,, o doit Quoir :
)\l “P\Uro)+/\z ‘p)_(&\zo
[ X &Pl'(’:o\ A2 ‘(’tho) =0 donc ()\1 ;)\J_) =(0,0) et CQ, ) est libre
Or lP\"-_- -a\? ~-b\¥,
Py = -a.\) -by,

Donc W/(H = Ll’l(— '@ -b‘P;_) -(o.ﬂP, '—bq’l) ‘()2
= ‘0-‘P|'~P ’- b‘PﬁPz +o.\(),'\02 +bq,\‘(1)_ = —CLUJU'.)
Ainsi, WCE) = Ce-RCC auec CE R o6 A (k)= It a&)ds
t
Gomme. B(ko) =0 | W(ke)=C.4=C °
e foalement, WCE) = Wlko)e Y qone YEET wee)#£0

() e yr-243 o, (643) ogy
a(b)=-t —'5__('{ , b(¢)= £+3_ , donc (€): Yy ay/+by=0
E E e*
t"=0
(A
donc 24, 7(k) - (£ +3k) 9 () +(E43) V() =O-t-3 +L2e X =O

donc @ &3t bien voeSol de () sor J.



Soit ¢, vne cotre ol independante de ¥,
Blors w(k) =W (ko) e\LP(I Y ds)

S 3 &
orj -a(s) dsrf l+isds =L s+3(ns]tt° = £+ ()¢ c; CER
& &
Olawtre part, W(t)= | (el (e)| =W (&) - §ce) )
"'llaf) ‘01'(0

dofc W)= L&)~
On doit donc avoir EW(E) - $CE) = W(k) et Bctko) .
on pose o) = Cl&) - Wlko)

Ondotient |’equation diffecentic(le (pour ~p,_\
by'- y= aBet & yi=Ly satiet

A(t) = In(E).
Unesol P _¢
w(k) = Y/¢
W) = Y-y _atdet  _ypet
tl_ t’.
¢ [t

donch)(&):o(f Selds = ol([s:‘],;b‘/éds)

Eo &

= (Ee=_¢, ce°-cL‘+e‘"°)

=o<((t-l)eb —(Q-n)c“)



[[)X ]

(Brovillon poor le TP

sol constante: y=c
alors y= O donc O=c?

donc Y(B)= O
Si y£0sorL:
Y=y* = -y\-;?-z‘
ﬁ[#.q*dy:[dt
__’.) —_l_: t'\\-c
v
= 1. =C-t
\1
=y = A
C-¢t
y’-y=0

Y (B = Ce®; CEMR
\IPCQ = 0. ©s (L) +bsinCt) ; o, pbEMR
Yo CO) = - asinCk) + beosCr)
-asinCk) +bas(e) -ace(e) -bsin (&) -cosCE) =0
= csCO(b-a) +8inCE) (~b-0a) - qosct)
-a=l b= -1
a[—i;_.i,:o = [a.:—k/f’ = (2

Sol = § Cet - 0.5 cin() +0.5c0s(B) ; CER 3

yz O so\ qQu' ’annyle
si y#0,
| ? -
=t :[.‘Iv_dy _/‘_tdt
= In(lyl) = In(teD+C 5 ce®

> lyl =€ 1kl
>y(t) =C.k; ceM
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E(E) = ™ g(6)2+ Ey(v)*
2 2
E’()= m y (B B+ K ¢CE)y(E)
= \,nce)(mq"ce\ . Ky(&))
\/

-0 =0

E'Ce) =0 done € est congtaonte.

E'(E) = (O [ -PYCE) ~Ky(d+Ky (D ]
= —'b\.,’U:B2 <O
VNS
>0 %0

E et deqoissante : le ressort oscille «t Se Stabilise  aw bout d’on moment.

oc’(E) =-y (&)
[ 'CE) =5

& X(B+y(6)=0
& X(B)+xCE) =0

Je sal’s que \0. SOl est de lo:_-(-'ormc=
aa®):-a.cos (B) - bsinCE) j o,b €M
Y (k) = (k) = y(&)= £ acos(s) - bsin(s) dg

- asinCE) + beos(®)

uzcall-\_s a2+p?* =C
(2 1) =0



U(E,x) :lo. temperadure de lo. bome g, nstant £ oo point

al-_ u(&.,x) = ax U.(b,’x)
S Oleemn) = Alkn,500)=2U(ky 0) +UCka,2 D)

UCE)ay) Uk (xcaa ~%n)(Xq=Xa- )
UCk ) T T
O‘OCEJrO)¥ ! ]
\l : ' [ alk,nenn ) =0
] I V‘
—_— ] —>
e ",
y'= -ay

Vn+| = (l-hﬁ-)“‘/o

U= (2-vdEem U
ut =@ ~vdt a)"Uo
ny Schema stable s toutes lesualeurs propres ale T+ a-dbf Soat demodoule

ET. Q°¥. -vdtQ U
esoodre s (Id- wde@YU™ - 0°
1T T connu
inconaove
BU =V

t o ndicgonale ~oCn)
~> methode du

pivot de Gao3t
@our trouver tinvese
QCo?®



Roppels( defnitions ,-I-héorémes),
Sott £:U < R?_,R" locdement jipsthtticnne. ON dit que x#€ U est un point d'equilibre (oo point

stationnai) do systeme x* =£(x) Sif(x¥) = O. La Solution issue de x* estolors lo. solotiod @nstaate
x(E) =x¥ poortout £20

Soit ¥ un point d’ilibre  de x> /), € locallement lipcthitzieooe

¥ est i: YEVO, I8V O, Ixo-T¥||< & > llx)-x¥Il <€ YESO
¥ est ilest stable ef il existe £>0 4q llxo-x*))1 <r =3 thE) —sx¥
—>+

Sott V: U —y R de dasse C' sor un owvert U contenant ¥, avec U(x¥) =0, On suppose:
V(x) >0 pourdout £ oc¥ dans UV adhnie positive),
\.’(x) 1= W) . Kx) £ 0O povrtout x€0
Alors x*est Stable. i deplus \UE)LO Vo £X¥ dans ), alors ¥ est asymptotiquement stable

Pour 00 systeme lineaifex’=Rx , ARE M((R) , on note +(A) lo. 4race et det(A) le deteminaat .
detCR) ¢ O : valeurs propres reelles dle signes gpposes = point —seue( instablc)
At (A) DO et 4cC(A)L O pasties relles shictement negatives =5 ongine asymptotiquemeat stasee
detCR)D O et+rCA)> O: parties reelles stictement positives = ongiee instable

[ voic - cotér Qe Routh Howitz]

A ostanqulaie supeseore:

Spec(M) = §-2,-3% 4+ 2vp distinctes = diogonalisable
Par 24, det (A) >0, Tr(a)=-5<K0

Donc longine est as. stable

V() = SCTPx x'=fAx, pPT=P
le long @'one Soluhiont —, XCE), o0 o
\ - 9 T
V(x(e) = _a.t_(acce) chw)
= () TPx(E) +x(B)TPx(CE)

(A6 Poct) + 20O TP(Axe))



= 2TATPx(E) + x(L) PAX(E)
=x(e) T(ATP  +PA) x(E)

Pvedfie I'equation de Lya.punov: ATP+Pp- -1,
Dooc y(x ()= 2(OT(-12) x() = -x(:)Tx() = -lx(E) 12<0 six@® #0

On posc p: a b > A - -2 { s HT: -2 o
b ¢ o - v -3
HTP:(‘Q O)(o. b\ = [-2a -2b
' -37\b ¢ a-3b b-3
PA-/a. b (‘2 1\ =/ 2a oa.-3b
b € o -3 -2b  b-3c
dooc AP+ PA- [-ta  a-Sb =-Iy=/-1 ©
a-Sb 2b-6c o -

Par identification des mefficients, on abtieart lesgstéme:

~la -+
[ a-S5b=0
2b -€c=l
Dazly
> b-=l/e
= 2. Y20 6c<l D Yio & =~ = -6c="Vio >c = Vo

Donc P- [ Vo \ = =—/15 3
Y20 Yeo “(3

voe matrice Qymmetnque est def pos Ssi aY0 et det(P) SO0
Pest symetique
oz liy>0 .
= J\“_I_ - ‘L_ = 3 0 . "
det (P) T TS (2(:) /306>O donc Pest de'finie positive

00 opplique le thm de Lyapunov:
P de+f pos
V@) = -lxli2<o v # (0,0)
donc x*= (o, 0) &5t as.stable (on rtrouve lersulttat dela question 2)



