


Pour decrice des questions de dynamique de populadion ,on est amener & chercher des fonctions y:T<fR —R

+elles que YEET, ' (t)= ay(t)
Lo. fonction y represente le nombre dlindividus au cours du temps  EET. L'equation  dit que la. vitesse & laquelie

la. populadion change est proportionnelle au nombre d'individus
reprekente le * taux de aatalite !

£ On éait ce probléme seus lo.forme :

y=f(ty)= ay , ovec donnee par .
ou ct est un intervalle | et Fcootinue sor ITxU
cotstitues d'un idervalle et dune fonction 1q:

Resaudre tequation ||| Clest+4rouver les couples
yEC(3)
Vtea, y(H€
eedT , ()= F by(B)

Soit 0. € R. L'équation differenticlie sor T =R donnet pac y'= ay | o poor Solutions les (I,l-. —Ce® \o.vcc c ER
Supposons que (7, y) soit une solution, ovec T T et y: TR une fonction C'
Cetle equation steceit y'= £(t, y) avec £: TxR R definic par F(k)x)=ax
T it done. de satisfaine 0
Supposods que y € C'(R, R). Soit w: R R definie par w(t)= c’“’ty((:).
On o w'(t) =-ae *y) +c'°‘tq'&3 =e” d(y’(&) ~o~y(t\)
Rinsi, (T.y) veifie ssi (J,w) véifie :YLET, w'(t) =0
Rutrement o, (T,y) venfie ) 8sTw(t) = ¢ pour un ¢ ER quelconque -
On obtient+ donc (U,y\ veénfie se( (a‘,y) = (a,t ._¢Cc°'t) pourun C €ER

Goncemant T, e roisonne ment ci~dessus  0e reshreint pas Son choi. En particulier, on peutprendre 3=I =R,

sid) =T et (T,y) estune soltion de , alors (a'.,v|m) est encore une Solution

1

On dit que (a’,tl) et une solution maximole de I'equadion y'= £(ty) ovec €T xU—5 R losque (J,V\ et
pas lo. restriction & & diwne sowstion ( J, §)ove 3 =F “-+§"|¢=Y
Rutrement dit | (J,ﬂ est maximale il est impossible de 16 proionger €0 vne solution (&,7)

Dansle cas de Y'=ay on o determine toutes les solutions maximeles (R &5 Ce®



une EDLA est une equation differentielle de o forme (1 y'= alb)y +b(t) ;avec a,b: I3 R continues
On note que stecrit /= £(E,¢) auec -('-.Ixf_RU—*ﬁl donnee par f(t,x) = a(t)x+b(t)

Atex fixe, Vopplicdion x 5 k) est offine.
Lorsque bz0O , ks f(t,x) =olb)x est lineaire.
Dans cecas, on dit que I'equation differentielle y'= €(t,y) est lineqire homogéae .

Les Solutions maoimales de. (| Sont exactement les ( I,t —>Ceflt) / teau")' AE) (s) ds)
o6 bE T fxe'et A(E)=f To)ds e cER quekonque. E
&
Soit (T, y) une solution maximale de
ona y€ CLT,R)etYEET, y(t) = ale)y(t)+blt) b
Sott w(t) = e"’“\,(&) ,» o0 A(F) et une pimitive de o.mﬂ'-ﬂ(l:):/ al(sHds ol b € F fixe
(3

0

(]

One., pourtout E T,
w*(F)= -alt) e-ﬁCb\ya_)_._ e_~R(Hv;(E)
= e (q’(E\ -o.(l:)\/(l')3

= Q-R(") b((:)
Donc il existe c€ER +q
t -AG
wkty=[ e b(s)ds+c
to

t
Rinsi, ono- y(t) = Pt < Ce“(bheﬂmj e b ()ds pouruncER.
o
t
Reciproquement, si y(t)= Cef) esm/ e-he b(s) ds, ontroove ... y' (k) = alt)y(k) +b(¢)

to
o P pes.z_f pendre d =T, d'os lefait que les Solutions maximales Sot de la.forme
(T, ks CeR® ,_/ A -8 iy aic )
to

Soit £:TxU —s R continve . On dit quivne solution ( T,y) de Fequotion y! =#(k,y) est giobale
lorsque J=X
Les solutions globales Softt maximales. Attention, la. retiproque est fawsse en genetale.

On considéns I'ED y'=y2. Plus pretissment, on considéne 'équation y'= £Ct,y) avee £: Rx R >R
donnee par €(+,x) =x?

une €quation diffcrentielle Y1 = €(E,y) 0d € ne depend pas det est ogpelee
equakion diferentielle astorome

On cherche les Solutions moximales (J,y) de

On suppose que ( T,y) venfie et que y(t)+0 paurtout EEJ. 0n aly'(t) = yCey? pour tout EET,

done ;‘:\) =1 pourtout LET.
(S




Rinsi, ~y(e) =t+c pour unc ER
Donc y(&)= .t_'_c pour un ¢ ER
4

H ais cette Gonchion niest pas definie en k- -
Donc aumieux, on peutprendre J= 1-¢,+00l o0 J=J-00, -cl
Ona 4rouve 'deux fomilles de so\uhms maximales. (Jy, Ei—sy =

Elles ne gont pas globales .

)
e4C

cette fois -a, on guppose que(T,y ) est une solution de (| et quiil existe av moins un to € Ttel que y(to)=O
On remarque que (T, 0) est une Solution de Qui rerrire dans &= cadre.
On vo. montrer que cest la. seule.

On peutsupposer que to=0 - Eneffet, je posez(t)= y{t+ l:o)

On a Z() =y’ (E+ko) = y(E+ Eo) = 2(6)* Done (T-toy3) est solution de. | e 2(0) = y(ka) =0

Ona. z(0)=0 e&z'(0) = zZ(0)*:. Q. Depls, z(t) » O Vl-_ , donc z est qoissante
Ou bien z est identiquement nulle et on retropve oo solution ( I,0)
Ou bien la‘bo 1q 2(T)S O

3T<0 19 2(T) <O

On ge place dans lecas (). Pour EELO, T] on a O < 2(t) €=2(T)
donc O 2/ <2(k)2() € 2(T)=(t)
u

Soit a.z2(T), ona 2/(t) <az(t)
Donc (c“"" 2(4) )': —ae % 2(e) + e-2f2e)
= et (201 - a2ct))

En particulier, e 'o'bz(ﬂ £ e%*%2¢0) <0
Donc 2(¢) O pour toot LELO, T] - Mais comame 2(T )>O, cestabsurde.

Les solutions maximales de sont
-(I O) qglobake
(3, b ) C €M pasgobale
(34, —s _l:|+ ) c €ER , pasglobale

On wasidere '€D y's £(ty) o0 £:1xU 5 R est continue. Onse donne o€ T, xo€ U.
SifestCI(T xU) alors le probléme de Cauchy | y'= =f(t,y)

v(to)~xb
admet une unique solution maximale (G’,t/) avecLET



Soitf:IxL 5 R une fonction cortinue
Soit LE T o X EQ.
Si £ est C!'sor TxL olors le probléme  de Guehy
y'= fE)
[ yCte) =X
admet une unique golution maximale (J, y) avecly €J°

On nsider ’EO avec K7 O (1=R,0=R)
Cette equation svetnt ! = £t y), avec € donnde par £(t,x) =Kx-x2 ,f:R «R_— R
Cette fanction £ estC' sor Rx R ceston polyadme sur (E, X)) quine depend pas det
On cherche toutesles Solutions Maximales de

(R,t—>a)) estone solution de 1 ssi
Yt EMR, () =Kyt)- Y(B? & WLER, O=Ka-a? & a(K-a)=0
Donc (R,b—>0) et (R, E—5K) sont des golutions

T

} >
Soit (3,y) une =olution maximale ton anstonte
Beot -on awoir y(ke)=0 poor VN E€F?
Supposans que  ce soit le as. Rlors le probléme de Cauchy
|' y'= {:((’l‘-{\

y(k)=0  admet 2 solotions maxinales: (R ,45) eF (3,y).
Cela aotrtredit le TCL .

Peut-0n awair Y(to) =K? nony pouclaméme raison
A partitde mainteca ot je Suppose que 4p =0 ( vequation est astonome), et je considére le probléme.
de Cq,uch:{[ y'=s €t y)
YO =%
# 3 Xo= O (resp: ko=K) lo solution mavimale est (R, yo) (nesp:(l?,vg\\
¥ st Xg <0, la. Solotion mayimale (J, \ud\‘ﬁc yCE)<Oo poor 4out LEJ
#£Si 0<% <K, \asolution moximale(T,y) venfie OKy(t) K K partot LET
*#S XV | venfie yL)SKpordtoot EET

Soit ( i!',ﬂ lo. solution do probléme de Guochy
[v'-— Ry -y2
Y(0) = xo
Xo€ 10O,KT
Ona : YEC d, y'(t) =Ky(t)-yiCE) = y(¢) (K-y(e))



comme y(t) € JO, KL poor taut E, on aﬂ =l

v(e)( K-y (0)

l =8 .« awveca= Y »b=YRr

x(k-x) ¥ w-x

Donc ona, pactout EE I YO o v
y(t) K- Y(E)
Donc ilexiste une @osto.ote ¢ €R4elle que In [y (8)] - Io| K-y((-)| =K.t +c
Puisque y(t) € JO, kKL ) celacquivavt d In y(t) - ln(K-t/Lk)} =Kt +c
¥ - eft poorun GER
K ~y(t)
& yt) = GeRt(K-y(s)
= (Cic'“-q.l Yy e = KG ekt
= V(E) = —KC'cK&

or

1+ GeXE
De plus, VCO} =%9. Donc RG =3 & G = X
1+G R-Xo
Fnalement, y(e) = _REo oKE, (_‘
K~Xo | + 22 _oKE
 Kaceeht R - %o

(K- + el
Ruisque cette fonction est+C! socR, T =R (~lo solutian maxima.le_c,s+3\obale3
Exerdice: Etodiez les cas2et3 30 YKk et 30 O

One dquation differenticlle dlordre 01 € N* grelnt
qc“\= F(E»\{,y', _ y(“'“ ) &% BT xU_5 R, avec U — R est continve
Regoodre CceMe equation, c’esttrouven +ous les wuples ( J, q\ constitues dlop intervalle T
et done f-‘onc_ﬁonqza.qui +els que
y est de Classe C" soc T
Weed, (v, yict,— n-o(q) cu
WEET, yO (B = E (&), —, yO(ky)

mx”’(t)= F(t, x(t)) quation de Newion

On pest secamener @& un systeme d’ordre
Soi+ F: TxU s R une fonction continue, awec T< Ron intervalle de U < R"

it G: LyL—5 R" defnie par G(E, X, %)= ;(;
Fl"e
~ Jx lx -\
Si(3)y) estune eolu-h'on(ac I'fquation dlordren ylo)= E( ¢, VI;V‘: i >y o)
aors(a,y) o6 V-t —s \‘,Ina.\ est solution du systé me difidenticl dlordre 4 Y/ =GCt,V\
\l(n-()(q

r'ciproquement, st (3,y) estone solotion de¥=G6(E,¢) alors notant Y(E)= ( Y (e\) e v{\ ot
Y
une Solution de \{(lﬂ = B(by ., V(M) ) Yn(



Supposons que ( d,y) soit solution de y(“‘ - F(&,—)
Soit V&) = (yle, 4 '(8), —, y -0 (E))

v'(e)
ql'\ﬁ)(H
&) —)
y2(¢)

ST RN RTT()

yol(e)
Donc ona. bien ULt) = G(t, v(rY)

Suppagons  que (3,Y) soit voe solption de Y'= G k,Y)
Y. T s IR®, doac on peut eire V(L) = ( “lla") odles Vj SONk fes composantes de {f
v (L) Yn(®)

Oon o-

V() = [ g ey Yo (0
| z6(h Y@ = B©
vy (E) yn (k)

FChy 0, —»yn®)
Donc [ Y/'Ct) =y, (t)

\’2’(&\ < L/3(E)

Yn-( (k) = Yn (k)
yh(t) = B(Ey ),

Yo (H)

=

Cela. entraite que yO-U(E) =y (8 et vl(n) O=c(t, )
Ooncy, est Solutign de yan)_ Ty, , L/m-n)

Poor resoudre les équotions dlocdre pev éleve, on peut pacfols se comedera un systéme dlordre

Transposer les rssuttads Hheosques o propcs des eqQuations d'ordre 4 vers lex €quations dlordre 0
Par exemple,

St FIv U _yRove TR iMgualleet U< R voefonchon cortinve.C'
SoH-l:oGI et 10@0 -

Le pb de Couchy [ y ™ _ FU::V;V':—;YCN'“)

(\/(t‘o\, V() —— v@ (k) =0
odmet une onique Solotion maximale (g, t/)



On appelle ysteme differentiel lincaire une eqoation differenticlle de lo_forme = F(¢,Y)

o6 F:ixx0 —y R avec T = Runintervolle ,g = R™ estone Qnction axvtinoe
Resoudre ce 3ystéme, Cestrouver ~ous les avples (I, Y) censtituds dlon inteualle T T e+ dunenction

V:-J__; R0 +elle que:
yeC'(T)
YEC T, VDY €UV

YEE 0, yi(B=F(t, )
Lesysteme est dit lineaire. lorsqoe F(E,x) = B(EYX+B(t) avec A: T — Ma(R) e+ 8: T > R" continves

) = as bt siat\/ y, . J
PREE AL
ORI

\
(&)
SiB= 0, on ditque e sysikmeest homogéne. SiB(t)ne depend pasdet, on dit quiil sagit a!

systéme o oefficients congtouts.

[y\‘_- ayi- by\Ya a,b5,6,d50

y? =-CY2 +dY Y2
Rritention: ce setemedifferentiel niest pas lineaire.

Soit E= A" =i(x\,_,xn\ JC)'€¢}

On note lixll, —J_Z| |le porx € " lloell, = \jz_llez e x|
= <. =m
3" ® l<.|g“j

Ce soot 4rois normes sof € qui sont- €quivalentes.

On €xe I 1l parmi ces 3 normen

Posr € My @), jencrelllANl =  sop NAXH
x#Q x|

L'agplication M: HhCC\ —> IR defnie par MA) =R || estune neme.

Ona. de plos (1811 < AN
E,\e.n,(ﬁn(@,w IN) estun eyn complet de dimension n2 comme espaLle yectane] sur @

€ WAl = sup melu {+ew
¥ N est Une.“ (~¢o.ctle \

#IABW = sop ll(-\Bxl(
z#.o e (g

oc IIABx Il = Ayl 00 y=Bx
T guffit done de mq LAy LA Ul llyll puisqoraloss (1A Bx (L= Ayl <l AL Hylt £ (1A ILIIBll < Iunuuursm

Ce quidonne, pour x.#0, MRABxU < AWM W W
Hall

aup IRE=U iy IUBI(I

Gomme Wy=to, OV (=0 ixll xl g bieo IRy € 10 A Yymt O

Cette (neg est O.OSS|”V" Vcaie poury=0




Soit ( E, W ll} uneun complet. Si la serie de terme génécal Mo converge absolumeat, alors elle @huege
Z g |l converge = Zan converge

Soit A €H,CO)

4N
On note ef- exp(A) la Somme ae o serie  absolument convergente %_%
n%0

mA"u ¢ nAw®
=
1 cr on 0. choisi bne Norme mMmadncielle

, A" : o
Donc la. série 2 H'l est majorek par lo. serie % ~ auecc= AN
n>0 ol :

d

a
Clest la.valeor en WAl ge 1o Serie entiere 'é-% dort le rayon de nuagence est +00,
Ao passage, llle®nl <M

A=0 (lo. matnce t\olle)

n
eh-2 O _1.i0=TI
n20 ol

por conveation, 0°% T

Soit A une madrice diagonalisable
T existe P € GLo(@C) e une matrice diagonale b = ("l O > tellesque A= PDP™

O\>n

K
Onvest coleuter efl = Zﬁ—,
K30
or HK=(PDP-I)K
A°. 1, ‘A'=PDP' , A< (POP-')(PDP) = PD(P-'P) DP

= POPP-'= PO°P
Por recorence, A% PREP

ef_ 7 PO'PT = Pé:i) P! = PelP
\

K20 >0 K!
X O
De plus, eP '—(
R TI) PN
Zﬁl“_ 0 ™
koKl

1
o
N
Px
I



Soit =<° ‘> e u,(@)
© o

Cette matrice n’est pas diagonalisable . Neanmoins, on peot aalwler Son exponentielle :

o, “°=(§ ;)(5 l>(§ 2>

et donc A* = O poortoot KRD2
Ainsi, e . Taf- (n .)
o |
Soit N € Ma(€) . On dit que Nest nilpotante d'ordre pEM lorsque :
UP:O e+|\lp'|fo
st

P! sons cette @9

alors €Nz 2 N* (somme Rnie)
R=0 K\

On essoye d'ecrire Al = A+ avec A diogonolisable | N gilpatante

SoHH:(u 2).€sso.yons A=-/1 ol +/0 2)
03 o 3 0O O

Hais ef - P+ N7é ebeM
le pobléme, Clestque AN £ ND, et donc eﬁ”\ #eﬁ.e

{ Ici,la bonne decmposition est A = A+O
T nilpotente

Soieat B, B ENn (€). Si A e B commutent (RB=BR), alors M8 A8

N

dio.gono.(isz.ble

Dlaprés la. fdrmoule du bindme. de Newton, poisque Aet B commotert, ona
(A+ B\K= 2|— 9:’ BK-j

Soit £ : € "_y C° uneapplication lindasire. Tl existe un onique auple ( d, n) dopplications lineaires
telles que

d diagonalisable, n nilpotente

don=nod

£= d+n



(on trouve qQussi le nom de Décompasition de Dorv(-‘o‘-d)
Lo. preyve  de cetheoreme fepose Sur ke lemme  des noyaux

Soit AEHN (), et Pa () Soat Polyndme. Caracterstique (pa¥)= Qet (A - x1) )

- Ondit que AEC est unevalevr propre de B lorsque py ()= 0. La. moultiplicite’ olgelbique de A
est lordre de )\ comme O de Pa-

Pﬂ(x\ ( l\n T(X )\,\ "

00 Ny ——, Ad soat les valeurs propres distinctes de A
mj est lo. muttiplicite’ algebrique (m. ) de \;.

- Le souUS- espace vectonel Rer(A - ><JI) est le Sous espace  propre assade o@ N
Ses €lements non -noulssont les Vecteurs propres de A associes & A .

Sidim g = m; , olors Aest diagono lisable

Soit (el., cm’) unhe base de €j
Pour x €6, R(x) = H(Zx.(e, )

= Z‘.\C« H(e,() = 2___)\ xKeK = )\]

l1'-

Soit alors B'—')g B =(elll—e"'1 )C?/ 'er“;\z ) —)

B contieat m; +m,) + + ™j veckeors 'mdebenda.(ﬂs. Or m+m + * My zdeg Py =n

ponc B est yne basede C" (C" = Q\EJ)

|
\ N 2#;

M Ciny

Ad

\ N Ié

Ce qui proove que A g5t dio.qonalisable.

onvoit en particulier quc./uj' = dim Ej < m; pour =1,

La mottiplicite’ gebmetrique ) de)jest lo.dimension de

Soit A €Ho (T et ), Ag Ses valeurs propres(24 2 distinctes d £n)

On appelle sous espace propre genaalisé ossocic’ L A; le sey Gj= Ker (R- A 1) i > dimGj = My
caractenshque

qn - ,(5161-, Tl suffitdonc dietudier R|G] ?OL)rCM.QUCj ef \
)T

-1 o\ emMy(a)
O .

L I

(@) |

Astique est Py x)=((,¢_ |Y+IY = (X—(l-,;))2 (x—(m-))’

[
|
o
)
Son polyndme Caracte?



Les valeurs propes de ff sontdonc N = 1+é, A= -4 =2, Mp=2
les Sous - espates propres associeS Sont

Ei=Vect(&' = (1,0,,0))

E;= \Jed-(ef: (I,O, L, O\\

En portiaulier, m=let I l. Bonc B niest pas diagonalisable.

Soit Gy = Ker(RA-A\TYV
Gy = ker (R-AT)°
Les sous - espaces @vactenstiques 0sSodes
#0n it quee €6 (A-AT)%; = [RAT) (R-AT)e;) =O
(enfait, Ej<=G +oo}oors) 5

Je cherche A, independantde e oppartenaant d G,
Je €sovg (H -A,I) b, =€

(A -AL)% = (A-21)€ =0

De plus, Si fr= ®e;, on o e|=(A -AI)I\:—:(A -/\,)(ole.') = o¢.0 abgorde
= (0,,0, -¢)
Deméme, (e ,4-,) estune base de G, o0 1, = (o, 1,0,4)

A;;\ 94’( Q‘
y | '
¥ Ha_ R| =

.%e{,‘b,) ’f’l <O X )""

. L
De méme, Ha'+(c.’, ») A L; ( o ,\z) [ o ¢ V) o
y +
Hot A = [ 2] @ A 0 O \ W0 commotent
(c;a.‘l |el"|“") o ) ' = A‘ A + ‘o



On gystéme differentiel dordre 4 siexit Y= F{E,y)
o6F:Tx0 _y C"avee T imkecvalle deTR erU=1R ",est une appliaxtion aontinve.
Deplus, F(t,x)=R() X + B(E), avec A:T _5HaCC) ,8:1 5. Si B=Q, onditque le gystéme lineaire

est homogene
Résoudre le systéme, crestrouver +ous lescouples (J,4) 06 T T est on intervalle et Y: T—5>C 5 de clase
C' telleque ) YLET , Y(OEM

VEET, Yi(b) = F(k,90)
V. g > ", Y= (% Y2, >Yn) asec y;: J—>C e FIyu5C", F=(F, &,

sieesit § Vi = F(k,y, —ym) & v.\ = A(t) ‘i«)wce)

I
Yo =Fﬂ(t)‘/n /‘ln) Yn

P Fn\

Soit F:Ix U 5 &" vne application affine wntinue
Soit tg ET et Xp € 4. Le probléme de Quchy

[ l": F(t;‘(\

‘/( ‘.‘o.) =X
admet une onique solution maximale (3, y) - De pls, elle est globale (3:1)

Soit (E, . ||) un espace vectoriel Norme” cmplet
Soitf: E — E une application @ntractacte:
il existe K ELOILTg Yox,y€EE, IFG) -A) llg < Kllx-yllg
Alos £ admet un vnique point Axe dansE.
il existe ununiqe XEE 1q f(X) = x

e

S Soit Grn)n€E Mla suite défnie pas:

['xo- e€t
Xn+ ! = x0) ¥ndO
SupposOns que (xn)y CV Vers un certain £EE. Comme fest continve,

|tmx‘txn) = #Clim xn\ £6) limxay = €
Dans cecns e es* on pol“'f fixe de.'Fn—”w

On mq (xn)  converge- On va. mq (3¢tn) estune SOC.
Ona Xpgp -3 = K¥n) —£Cxn-1) pour 0% )
Danc ||3Cn+1‘ An Il = ||'€an) 'Pcatn—l} ll é K "3Cn- Xo-4 “
far recuren ce , on obtient Yo, 0, llxn -Xa-l| LK™ 1, =X ||

Seit p,q €N avec p<Lq-

Wap-xqll = ||%p-Xp1 +Xp- - Xp-2+ —+Xqy1~xql|
Shixp-acps W+ N3py = xxpa 4 ——+ Mgy -ql
<KL kP v &)l - Il
LRI_-KP 1y g
<X




Soit €70. Ll existe N=Ng €N +q 7q2V , alers K € done lixp-xqll <€
La soite (xn) est bied une SPC de€. Elle cv denc ver on poa!li‘ o x"el‘dc f.

£ 0e peot pas avoir deox points fixes dinstincts.
Sinon Soit > etx, tels qoe X #Fx, ef /) =x) , €09) =X;.
On a i) - £6) 1<K I 26 W<l x, ~x, |l
"Nax, 1l
Clest absurde.

ON transforme Péquation differentielle en so.forme integralte,(T,Y) estune soution do probléme de Guchy
ssi V: 0 s €est une fonchion continue qui venfie alors Y est dénvable et Y(t) = ACE) V) + B (L.
De plos, Y(to) = ¥o.
Recipraquement, si (3,y) venfie alors Yes+C', dooc Y'est continue et
[ Cpeshds = J Ea@ue) + B6)ds

n
0

Y(B-yCes) = Y(F) - Xo
Soit (Yn)n lasuite de fnctions definie par
Yolb) = %o .
[ Yaar () =X%o +f A n(s) + BB as
ko
on note que s Yo €C°( Ca,bT,€7) pooc oot €W , & cncition que Eo€ [o,5] = 1.
on e soovient Que CY(Co, 63, €7) est un espase vectone! normeé complet pour 1. oo
Supposons que (Yn) converge vers une fonction Y soc T& I

Alorsyt €7. L
Yo (&) = Yo + [ ACs) X Cs) + BCs)ds
l .
t
v = X +f ALY (s) +B()ds
to

Q& condihon que (Yn) S Y uniformement sor T
De plus dans ce cas Y est corvtinue .

On +ravaille poor Vinstante dans T=Lko,T] | Je suppose duilleursque ko =0.
Donc 3= L0, 7.
On pose W= Yn- Ym pooctoste 0l
W, (&)= YA Ck) ~Yp (k) = (k) - X0=Ibﬁ(s)‘lo($) +B(s) ds

0

dooc 1wl 4[ € LAY Yols) + BCS) |l ds
0

< E suphBes) Xe+ BN
. sero,T)

=M<400
o W)= (Y- 1) () = Xo +J.°t[-\(s)-Vl($)+ B(s) ds ~ ( )(O"'Iol: ﬁ(S)Vo(S) "'Hs)ds)

J

k
- f ) (Y6) -% () dis
o

t
= I AGYW,(Hds
0



En pactiolier ; 1w, (B} (1 < supllBGIN « EII(.O,(SN\ ds
selo,k] o

€Co, 1] Jo

< soplta) [t Hsds
< B~k

S
A ME
2
Par rdurence on obtient .
lwp(oll B HEL WEE [o,T7)
Finaement NWoa N < A" r«TT‘: sor [0,T]

Ponc lo sene 2 Wn(t) converge normatement sur £0,T7 car M. (M?"( o,
[\
€n particulier cete seéie converge. O 2 Wn= Z_Yp-Yn-1t =Yn _\;‘020 .

Ainsi, (Yn) v unifarmemen t sur Lo, ﬂ",’= ersa ipaire Y : 0, 17— €9 est one galution de sdonc de

Je vais congtruire une Solution gobale de
On peut aussi construire une solution surl-T, 07 pourtout T4q L-T,0] < 1.
Par recollement, ob Sait donc anstruice une solution Y suc ET.,.,Tﬂ pour Tx, T¥4els que CTy, TY) <1
Ona T =TUT¥ET{:,T*J ( MECT, 3T, T 4 TuSESTY e T, ™]=1)
% s
Soit &?;1 —5 & definie pacr 9(E) = Y*(DaS ¥ est doisi de sorte que l:GETv,T*] .
Cette fonchon ¥, o 'est de'fng Q3. condition que le choix  de CTy, T¥] contenant tae Change pas
\@valeor de \F¥(L), Siclestbien lecas, Test continpe sor T et uehfie s0c T Cestdancure  sogtion de

Si Vi¥etYs¥ sont des solutions de sor T avee V¥ (o) = Y (o) enon ko €s,
Qlors Y\¥ =Y, ¥. €n effet, .
V¥ (&) = Yot I G Y(s) + Als)ds
U (1) = X0 € BCs) Y6 +B(S) as
Z (4¥-%*) (=[BT (Y 5)- Yo ) ds
SYt- et 1| T BNV - Bl

~ ol
. n-\
Clest absurde POISque ﬁ_ — O quand n— 5+
n{

Auec le ¥hon du point €ixe
€= Co,11,€C n\ mouni dela nome |l (|, Clestonespace de Banach,
Soit ¢ :E5E Vapplication definie par §(N=Z o Z(e)=t/,,+J € AG)Y(S) +B()ds
o

® admet Une iterde aontractante: ilensteun pEWN telque $F= fodaoq est contractante.

Enefet, (LGPl £ “:_l"ﬂ
L
< %}‘{chmd

Par le+hm du eoint €xe,

P admet 0n unique point Gixe VEE

GG 9° (D))
& ($7(9)) = 6(9)

Ponc ¢ 9) est oo point €ixe dcq>P; cest \?
Ainsi, ona. @(9) = §. Donc § est solution de



Soit ¥'=F(t,y) on syst€me lineair dlordre 1 auec F(t, y): ACE)x + BCL)
I'ensemble So des Solotions  dv sysiéme homogéacassacie’est onsev de dim nce C'(T)
L'ensemble des Solutions de = A(L)Y

Si M, N € Cr—\ Y, ,% € S0, alers ()\; Y+ 2 \(z.)’f )\|\/;, T Vz, =M ACD)Y+ A2 ACE)\Y2
=AY\ Y +/\sz)
donc V) +xY2 € S
La fonction nolle est+-dans S
So est bien sev de C'
Dapresle 4hm de Cauchy, un €t de So est entierement caractense Por 1a donnee de Y C°



(2 cours examen, une Semaine vacands, Une Semaine  Gnnulee )
T et impassible en gencral dlecrire “explicitement » les solutions o’e0 ( sawf lineaires & meff constants)
troover un moyen d'obtenir des “solutions approchées

On cherche des solutions agprachées du probléme de Cawchy [y':f(bﬂ

Yy (o) =xo
Onsuppose. €:TxU —> R auee € C'sor Iv0, T <R intervalle et O < R. Du coup admet UNE
onique Solution mMaximale (J,y).

Onsait que: YEE T, ¢ (k) = F(E, y(O)
<'10\'\c.f‘= q»(s)dS:/eF(s) t/(s)) ds
t to

€
yC8 = yCe)+ #(s,9() ds
ko

mment clwler “ numedquement™ poe integrale.
On demupe Vintervalle [ko, t]en N sous -intervalles de \argeor
h=£5-t0 . Onpose tp= & +0h =kay +h
N

n-|
Ensutte 00 @iasle F(kn, y(En)) e a0 pense que C&s, y(s))ds ~ n_Lo.h"(h\, v(l:nﬂ
6 =
Pour clc lcr/ ¢ (s, y(s))as, il Rt oanaitre y. Mais yest ce gue lon veot calawler!
&

On proced e deprod)e en grodhe:
on connatt ¥ (to) =5 - On pose Y, = Y (to). Ensvite on pose -

Yoo = Vo +0FCEn ) @y, + /t" £, y(si) ds
En-

=VYn+ (taw -tn) F(tn, Vn\

ily o deux sources dlerreors
ona remplace (s , y(s)) par la. cnstante flta, yp) SurLka, kney )
Yo Nest pas egale ot y(tn)

L algorthme
[ Yo = Y(ko) =g
Yow = Yo +heCEn, yn)
est oppele’ shema. d’Gler explicite.

est- ce que Q. marche ?
Ce schemoa. produit une wite finie de combres (Yo, 4,
approchees respectives de (yCks) ,yCt), —, y(t))=y (6))

’ VN\ qQuon espére étre des valeurs




Celo. corcespond @ lo. @nstruction d'une forction affine par mereavx VO:P:E&O,&] —> R achnie par.
4\
Yu-H M
YoT «
Va2 T ~
Vl B A
Yo

1 " " " M. Y
E b i:z tu- bty

et e Que ygp & Quelquechose & Voir aec la solutiony ?

=y solotion ' R - R
[y{d):n t et
N=3
@ Q laic de @aveger quand N _s 400

Bans la formole yp,, = Yy + h £, yn)
leterme fkn,y,) ressemble & ' (tn) = flka, Y(tn))
Ory () estlo pente de la tangete o Cp Qo point dlabscisse kn.

VA /L €k, ya) vy CEn)

En
Donc leschéma.  d'@ler estaussi vne méinode geometrique de mnstruction des yy .

Pe maniére gene'cale, onappelle sthema numeique dlordre 1 toot algedthme e . forme:

Yo =X0
[Vm-l =Vn"'h¢ (&“ »Yn, Baa, \/ﬂi-l)

Por exemple, Euler explicite corespand a. Q(bn WarEney \qm,\ = -F‘(l:n,qn\
le clcul de Yo D de'pe(\d qUe de (tl\ ) tl’\-ﬂ) n

quand e depend pas de a4 )Y s )
Sinon, onparle de schema implictte.

Enn
Yoa N Yn *‘hj £(s, yer)ds
bn
T
£(tn, yeen)

Vosr = Yn+h ¥ (kows ‘/m\.\ (&ler imp\icﬂt')
+ 1 L

many nno 00N
Ia, lecalcul dey,,, demande l0-reolution de cette dquation.
q)(tn) Yny Engia Yra (‘ = F(Ens (s Yne J-



On suppose  connus:
NEN
Lto, b
hV_t-to _h
N

$Cen, ‘IrD

On Sherche. une sowhon approthee du probiéme de. Conthy [ vz flt,y)
Y(to) =0
Soi-i-Ca',t/) lo. solution moximale de . On suppose Que Cp,tl < J.
Soit (yn) la. Soite de fombres obtengs porle sthema.: [ Yo = X0
Yner =Un Lo d(kn, 4a)
On appelleereur de anuagence de lo.methode le pombre eCh) = max § Ly, _y(en)l ;n €0, —, N} 3

\\ 4

ko ¢, 'hl k

On dit que la. méthode mnuerge lorsque elh) 5 O quand h 5 O («.e.quand N, +00)

elh) estoun abjettheoique. pour aalculereCh), il fout connaftre y, ce que l'on cherche o approdher.

mesorer Vereurcommise far le schema. losqudon reenploce €Cs, y(s)) par GCen,ypn)

Sott+ (3. \A la Sseluthonde On appelle “ecreor de. casistance pour e scheme a l'dtepe n relative
a lo solution y* le nombre:
E(h) =y Cenyy) -y Cn) ~ hfCtn, Y(tn))

€,(h) ne peut pasé&ire calwlde sion Oe Onnait pas .
E€,(h) Ne dependpas deyy,.

EnCt)= y (tasd) - ‘-/((:n) -h€(kn, Vctn\) (Gu\ef)

tael

=[ y'(s) ds - (l:m-(-(:n \#’Chn ) V((’.n\)
En
. Ens
- ] bl ors,y Cs)) dis- f Me(ta, yCt)ds
En n

Ensl
=[ mC £Cs, y(s) - €(tq ,v(tn\-] ds
tn



t
ercur de @onsistance ~ methode decalcwl approthes thoisie  poor M,-F(s‘,l((s)) ds
n-1’ En

On appelle erevr de cnsis+ance globale la. quantie €Ch)= Z_ | Ealh|
n=0

Pour la. methode d'@ler explicite,on a. £Ch) = OCh) quaad n— 50 poue £C!

Si pour le schema.(s) an trouve ECh) = o(nP)
On dit que Cs) est une me+hade dlordre p.
Sler explicite estdode |

Ene:
Ona voque &,(h)= J €(s, y(s)) - £(tn, YCtn)) ds

= j (Y -y ) 9
&n
or poisque festClet (k) = €(t ,c/CI:ﬂ , la. fondion y est automatiquement C2
Je peux done applice” le TAF oty sur Ctn,tand: | g (8- ckn) | € le-Eal soply”Ce))
Enet E€Ckn,koa)
ponc 18,Cm) J : ly?¢s) ~y'Cen) lds
0

< ket -ta 12sup | y¥(s)]
Ctoit]
£ ch? avec C = soply’(s)
y Cto, t]
€nfin £(h) T | 2]
n=0
Ch’ﬁ_. | {<Cnh?

n=0

% c“'T""‘hzéwsoo M=c|t -kl

Comment se comparte \o- sote (o) produite pas le schemo. () lorsqu’on modifie ( legerement) lo. dennee
Un pour calculeryn, ?
Essentiellement, envest VOIif quel areur on ammet quaad on rem place y(en) fPar yn dans \ny1=VYa +F(knyyp)
Pour comp endre leghe nomene, On introdloit:
[VM( z=(p+ bF(bn,yy) schema. d'Guler
2041 =(2n+ 85) +b€(t 20) schema. d'Gulef pertuche

8’il eiste yne constante c>o et-on reel he >0 tels que V‘Io 3o ,Y(8n) ona -
l2a0- \Inl< C(lzo“/o\ + 2__ | 8k [\

Ondit quele schémo. est stoble,

§1( ) est stable e consistant diordre y, alos el h)= OCHP)
“mmsistaace + stabilite’ = convegen ce » ( Lax)



§i(5) est stoble ek consistaot diordre , alos e(h)=OCHP)

“mnsistaace +stabilite = convegen e ( Lax)

Sous ¥ hypothése suivaste.:
Lo. fonctionf:ITxU 5 ®est lipschitzienne Qorcapport a Sedeuriéme vadable vaformement
par copport @ o premiere, c.at . d:
K0 +elle que & ndependaat

Yx, %, €0 y,UEEL I\F(E.SCD-FCI:;'-KQ ” \< Kl o -acy Il
si fest C'(TxV), alors pourtout mmpact K <= T, £ e LIOY sor Kx U

Soit T +NE ¥ fixe \e nombre determes de \a Suite .
Sitqosst 0 L V-
|20t ~Yout | = [[20+80 +56Cin,20) ] = [un € (b, ym) ] |

<Lzt |+ 1801+ [h(#Cta,20) - £ty |
L lza-ynl+\8nl + Khlzn-yq |
S (l+hl<\ |2n~‘ln | +18&nl

Rar recucrence, on obtieot :

n-
n-m
pour tout NEN ,  lzn-yn | € (b)Y | 20-Yo | +%(l+hrﬂ3 | S|
or(\+hK)P: cp\n(lmk\ L™
{e w«eCZO_yo |+£_o| Sm |>
3 B ]
chCE-to (I zo-\/°|+mL°|SmD

Celo- proove lo. stabilite du ssema. d'€ules Soos Phypothése

On obtieat donc: |zn-t/n

la constante C est dawtant plus mavuaise que lintoualle Cto, £ 7 surlequel on veut
approther la_solution cst grand-

Onsuppo Se que Phypothese est atisfaite.

On . ECh) = y(tns ) - yCEn) = bECEn, yCEnY )

Je definila Suite zn comme ci- destus en prenant 8n = &, avtrement dit:
Zne| = z!\“'&n*‘ h{-'CEn, zn \ , 20=Y n

Onvieat de woicque |zn=-yn | £ C(Izo—qol +%_O‘IEM|

< &h
car €)= Z | €] = oCh)
Rinsi, e(h) = max | Ym-yCtml| = OCH)



On se mncentre sor 6. methode  d'éuler explicite.
methode diordre 1: il faut mottiplier lenombre de pas N par 10 poor am €ljorer lo. pre'cision
diun facteur Y10 .

Surun exemple: [q’:-c.y avec a, x>0
y(0) =Xo

Lo solution esty(l) =xpe ®F . y(t) — 50 quand £ s+ ety(d > O.

Le Schéma. d’uler pource pb sréart:

[ Yo=Xo
Yo = Yo ~ahyy = ( l‘C‘-h)l;'n

On-reove Y =Cl-ah) "xp. Pourah 52 ll-abl Sl
Donc lyg| —5 +oquand n_—5+ao
Lappoximation de y(En) por y, est-facement 4res mavvaise pour n §raond.

foor quiil y aitone chance que Qo marche, il fawt prende h tel que h ng - Pour o grand, celes
veutdie valN grond.

[ \’J :—3\{+|
y(0)=Xo C
Lo soluhion es+ y(t) =3'_ + (t!co-_'a_)c:'3

En particulier, pour X =3, lasolution est lo.fonchion Yo k> Y3, constonte.

le schéma. @' ler Seayt: [ Yo =Xo=If

Yna = Yo BC =340 ) < Ynu=Yn
MaisSixg = Y3+ 8 (ereorde ooncc:(-ure_)

On+rouve
- yn |
\n= y"S+ /3
S ;mpcxg%dlaﬂ"d'
qucu\d ‘\S d

Donc I\/n “\[nsl =478 —3s+o0oquand Nn— s 500

-

le schema. d'€uler implictte est [ Yo=%o /
Yoy = Yo + D8 ko NmD

L N

| &n €l
On rappelleque le alcwl de gy, netessite laresolytion d'une e.’chﬂ-ion(numérique_),

Cex: méthode
de New ton)

y’= alk)ly+ b(b),
devient Yy =yp + h(q,(bm—l\\m“ + b&m.ﬂ

& \/nu(l' h Q(Enu\\ = Yn+ hb(l‘.ms

=5 Your = Yo +hbCensd) (acema =+ ‘/ﬂ
1-ha(en+)



En porticolier, pour \'équation 1= -ay, on oblient:

Ynat= Yo
1+ hoo

for reurrence, On obtient yn=
(+an)"

Comme l+ah S|, on voit queyn — 30 quand ny +oo.
Dans cecas, 1o methode. d'Euler implicite est'dien meilleore’ que & methode A6uler explicite.

-\ Cavtause progo.mmer vne médtho de (mP(de\.) cde gsolution
nomerique, POrexemple , l méthode de Newton.

EI &+EE sont relative ment faciles o programmer, mais un peu lente . En tooscas, aocune
des deuy ne peut cemplacer totalement 1autee.

On cherche Lne solution approchee paur le pb de Cauchy: [ ¢ = f,y)
y(to)= %o
lo_ So lution de ce probléme r:s+t aossi solution de \'équation:
VEEL ko, TT, y(8) = Xo+[  f(s,y(@)as

¢o
On veut Calculerde maniée gpprothee Pintégrale (Sans cublier que dans cette intelgrale figure (Nnconnoey | )

I
Poor calwler, \’in+e'g(‘0.le[ g(u)du, onessaye une (-br(Y)ole_(de quadrature. 3 de lo_forme :
}
fg(u)du.uj%' bjg(c}) o]

()
ayec by des coefficients, et g des points cle Co,0.
Tlyo 3 paramétres o fixer:
le nbde. points
les b = les poids
les ¢j= les points dlintepolation

tous Jeg choix he Sont Pasvdicicox.
Rz=1,6=0, b,=1|
('g(u)duv 4.gc0) &
° (o] !

Co- comespond ol \g. methode cles radangles ol qaocte —5 EE

|
K=l =L b=l jg(ﬂt\duu 1-gCt)
(6

methode des rectangles a droite €T

[\

fl gluydu ~ bigla) +byqCe,) = —;—(gco) + gC()) /
o /



Le schema. correspondaort S'euit: [\lo =%
Ynay = Yn "'hq) (E"'qﬂlb“'\ \Vn-u)

£Ckn,yn) + €Ctour) Vm\\
2

Precisément, Yny, = Yo+ heCtn yn) + hFCEnar yyot) ( € + €1 \)
2 2 2

C’est un schema- impli cite, qui Porte \e nom

06 ¢(E“ ) VmEni-U‘/m-.) =

On peut modifier ce schema. Eour lerendre. implicite.
On cemplaee  le @lcoldiect de Yns Par lo. fomole : Ypy = ‘In*'L,_(\C(E“Mn) +£(Ens ,qm,\)

On obtient (e sehema. de :
Vot = Yn * Lz (F(e“: yn) +FCensh,y, + h€Cta,yy \)
Ce schema. est explicite

VUoia une manier de
o = fCka,yn)
p2= FCEn+h, \n -!-hp,)
Yon = P\*%CD\“'P&)

Sifest(? et L2201, glos le schema. de Heun est convegent dlordre 21
On montre  d'abord que ¢ ech€ma est stable .
Soit(ynlet (z0) les Suites definies par :
VYour =Ya + h (ta, yn) , 00 (b(':,x) = L, x)+ F(b+h, v h-FCt,‘x))
Zn+| :Zq+Sn +h¢(tn,2r\\ 2

Ona: Wyaw ~2ow] € 1Yo~ zal 1 Sal +0 ] Plta,yn) - Pltn, 20|
Mq q) est 1201 (El: L‘,D

|¢(|=u'10 - Cb(l:z fxi} \ < ‘?' F(E,,x) +~C‘(‘=n+h)0f—u+h9(l:u xl)) = FCEQ, %) "F(Epjh, °Cz+h1’-’ftz,xz))‘

<L | eCkipc)- €0tz ,5) [+ L L€Lk ok, X £k, )] - £k, vty + Dt

CLKlmemal w8 k(o ebeCk,x)) ~fa +helty xa) |
4 _'Eklx. -le -l-_l?[((' :)Cl"le +|hllFCl:|,x¢) - 1“(&2 ;) ')
< l_zlel-XQ_l -l-.‘3 th—le +_;_hK2(3C|~12|

< (K +'_2hl<2) |, ~x, | <K 3 -, |
De ce i, = Wit —2aal <y, :2n|+8n+hR’|l/h-z.-J
= |yan -zan | € (14 1K) ly -2zal +| &l ol
Por rdcumaace on obtient. Yn EMN ¥, |yy-zal €€ "’"U"Ea(lz o~Yol +L€ ‘Sjl)
J=

c.a-d. que le chema de Heun est stable



On part de l/(l:n-u) =y(hﬂ+ B (s, ‘/(S))ds

tn .
On veut calculer de mani€e approchee f cau 'P(S,\/(g)\ ds =TIp
En

On nale que, enposant 8= U(kay -kn) +En
In=J' “£( to + w(Eaw -tn) ] \;(tn + W(taw - En“) (l:n« _h‘) e
o]

= h[ Ig(u) di

On avu que Von powait essayer de donner une yaleyr approchee des

auec q: Nombre d'dtoges de \e methode
b Poids de la. methode

Cj: points

/g(u)du " 2:_b gCes)

Une fois q, (b)), (c,) fixes on obtient le schéma. :

ool =Yo +0 T b:glai) =yoeh 2_5 Clt+ch, yCheah)

acz=l I:n+C|
or y(ka+ci h):y(l:n) +[ P(s,y(sf) ds= \;(b\\nf f(kn +hu, y(ta+ hu\\du

En

Cela ondoit o Valgorthme. suivau:

Vo =Xo, ko = bo
Pour n € {0, SN
bnat = Enth
kn,1=tn
Pnn -'F(En,n‘in)
Pour LTI, > 9- \3

tn;l’ = En-\r hCz.n

Pny A< F(E-n PR SN :‘In\ +hLQl+l 2) Py,

Vn-ﬁ-l =y0*h% b'\ %N\.

\/o=3fo l:O-'=l':0
Po=€(tn, Yn) &—N=2
p=Fltn+h, yy + hpy )

Your =0 + < (pos ) N=2 . 2 ctages

bozla bi=lh
la methode Q’ €E
Vast =Ya + h€(tn, \ln)



Chaque methode Runque -Kutto. peut &tre represente’ por son +ableau de Butcher:

G =0
Ca | Qa1
G |as: @32
o 972
] ]
cq |0q, Q2 - - - aqQq-9qq
b bpby — bqubq
G=0
G:O C2:| qllo-;l
| bt ’ | bty o=ty
on appelle méthode Runque -Kutte. dordre U le scheéma. qui comespond ao tablecy
de Botch ers
©F Pour £=0 - N-2
az | iy R \'E‘-]\ § e
= () '/')_ q:l-l c'-l-o,gcs Pa= "‘C(:EL—.I*'h/l VEA.] +2 Pl)
a=| 0 o Py= F(ECT+M, VLT vty py )
pyz F(eLcd%n, Vil « b 93) Sanst2
ko /z by='/5 by-') by Zy =l 1%1_.

[ tC]+h(_p.+ SP2t p3_+_pq)

Soit fone ®action C'. Onmasidere Pequation diff = €(t, t/)
Le schéma & un pas eplicite You =fh +hd(En, th)csw“cons‘ls*ﬂfﬂ' si Q(t,x,6) = «¢t,x)

€nCh) = Y(kna) -ytn) = hP(ka, yCtn),h) , 0 yst la Slution dupb de Gauchy
En particulier y estC?.On peut eanre y(kasr) = yCen) +hf( kn, \/(('-nﬂ +oCh)
Donc EaCh) = hfltn, yCtal) +0Ch) ~hdCEn, yn +h)
Ainsi EaCh)= (k) $8i€Cta, YCEN) = Plta,y, ,0)

(onsequence par Runge -Ku tta. :
Ono Cb(l:n, Yn) h“ = i b;pn;Ch) et de(‘h:O Pn,i (h\ = ‘qtn, Vl’\j

Oonc RK est stablessi £(t,x)_= d(k,x,0) = Lbn“Ct,x}
& Zbiz|

4_-\

RK(q) - onsistant dlordre q prq < U
Mais, #la.methode de Runge Koltta diordre 5 o.aumoins € etages
¥ o av moins 2| etages

Atteotion lordre niest pas egal au nombre de¥tages (savf 1,2,3, u)




On cansidére le pobléme de Quuahy [ Y/= FY) ; 00 F:U_5 R estC' ne d€pend pas du-temps.
V(O) = X,
On suppose. que L. solution maXimale de ce probléme est( fR,V)-. Y est defini pour tout L2 0
Que pest -ondie de Y(b) quand £ —y+00?

Systéme predadene - peoies ( LotKa.- Uol-tq-no.}
v =ay, -byy, (_ogmggb,c, da>0
V2O +cyy  emio

yi(8) = nombre  de proies a. llinstaot b
y,(E)= nombre de gredatenr o Pinstant &

st ¥ est on zero de F:
Dansaecas, lo.Solution de (P) est(R, £ —5¥%)

Ondit que % estun point d'equilibee  pour lequation ). FCY), lorsque R(Ke)=O
aas: POl'fH' as3

On oosidére : =AY, o AEM,CR) a cefficients coastants.

 poivt d'equilibre
du systéme

On appelle acbite. du systeme YL F(Y) toute coucbe O definie par 8= § Yb); EERT] < R, o6 ¥ sol

Ne pas confondre : - trjechoie | (£,4ctl), EE R*j= RxR"
- Ocbite TV, LERYY) < R®

Y b s(cost, sc\;»zt)
N

b —sy(t) =Lt*

XCVl (v, (I?_CI:B

> \/‘

N

Ruron systéme actonome, Y= FCY) (u.e. F ne pend pos de b):
si Y est une solotion alars Yot —> Y(E-T) est qussiote soludion pourtout T
¢ 1) 8iMy et ¥, sont deux Solutions distinctes , leus orbites Oiet 0, ne se doisent jamais

un peJ X



3ot R, ¥) unesowtion e+ TER So# ¥:R—s (R" lafdaction definie par J(E) = Y(E-T)
Ona: Pr(e) = 3¢ (WET) = Y(e-T) == F(y(t-1) = FCTC)

Sifiet ¢, deux luticas . On suppose quil iste MEO, NO,. Tlexiste by 4g Wk) = M, etilexiste b,
fel que Y (k) =M. Be aote T= & - by, e+ 3 1o Raction definie por Vo () = Yt~ T)

VetV sontdes solutions de Uequation Y FCY) gieea £).De plus, Vy(k)= M. Vo (k) =V Ct-T)
=¥yt (e ))
o =Y, (k) =M
Oonc fet ) sont soiutions do méme pobléme de Gy : [\I': FCY)

. V(k)=M
Par tontafe’ de Quuchy, V=Y, Doncdi=0y

Si 0)e+0y ontoun point commun, elles somt-an{dndues

quitte & Changer de bose, a=(o 0> ,[w:o & W=
o V2= Mgy [‘h.:czc)‘h

alos O est vpdoublee\-ﬂ:(o 13
[ W=t & [\I,:Cz"-*q 0 O
Vz:C)_

L /\‘)./A)

A =(A\ (0] [ Yl’: A|\/‘ Yo [ Y =C‘CA\A2t_ — V2 = CV'
0 M V' = Aoty ¥2= Q¢

ocbites? (voirgoctralts phase 2x2 notebaok )
noeud stable
nocud instable
point Selle

SU A, M 00, M/ ) noepd (nsfoble
i A, <0 M2/Nn <l noewd  stable
Si Aco g "2/ <0 sele.

ﬂ:()\ l> .. noeuds impropres



M=e® Ny = re <O pare que A est eelle
[v.(e): a(E) s (B
Vo () = ack) sin §(¢)

On trauve [[aX(L) =alt) s SCE)
82¢e) = ~alt) sin@(e)
etalt)= re™O  gcp) -o -csm@t

Dans tous les s (0,0) et un point dequilibre du systme ﬂ(g) _-[g) (F()(o\zo (bor)@:O)

it Xy un point d'ehuilibee pour = £(Y)

Ondit que o &t stable (au se0s de Lx/o.poumu) locsque
X\ ‘\/

V€>0,38>0 +q si IX-Xoll<S alors YE DO,V CE) - Yy, (B 1L E

00 % CE) Cresp Y (DY) est losolution  du probléme de Quudhy: Yo
V=FY)  esp- [\ll: FY) (re Yo = Yo)
V(o) =¥ Y0) = Yo

Pourles syskmes 2x2, quand (e point ( o,o) est-il un poitt d'equilibee s*table?( voir )

it Xo un point dequilitre  poor Y= FCY). On dit qoe Xo est asymptofiquement  stable lorsque :

Yo est stoble
Tl existe S0 4 IX-YlI< § = XD =X
( Lyapounay ) by

Soit Yo on point d'equilibes pour V=F(Y). SoH Ve R" o voisinage de Xo et L: V— R* une
fodion C'. Onaitque L est one Dadion de Lyapaunov sor Upow V= F(Y) ea Xo [orsqoe:

L(%)=0
VxeV\ fx0f , LONS O
WeEV Yux) . Fex) £ 0

S i jest WKEV TLOX). FIX) O on dit que Lst une fondion de Lyopounov Sticte.

\J
Soit ¥Eun poit dequilitre poor Y= FLY). Seit LiV_y R*one fonction C!
Lest yre fdnction de Lyapounov sucV ssi pour toute sokition ( fR,V) de ldquadion , 1a.fdaction ks LLYCEY est

deqoissante.

Supposons que L:V_—y [R¥estune Rnction de Lyopounov. On a
(Lv®) = UL((ved) - Yiee) = TLlyee)). HYew) <o
Donc £y LLYCE)) est bien dedoissaste.

Réciproquement. e suppose que L( \/(e\\ est delqoissaorte.

Onadone dt( LV} o done pour dout E, TLCYCH) « FLYCE) <O 6
On peutfai® ceraisonnement pour atimporfeqeele solotion Y'= FCY)



Poucr X done, jeaate Yy les solutions deryr = F(Y)
[ (o)=Y
Par G en £=0, yobtiens VLK) . FOA)L O

S existe une Rndion de Lyapounov poor = FLY) eo Yo oloes Xo et poittt dlequilibve stable

[v.' zay -BpYy &Y'z F(Y)
W = CYy +dyy, 06 Flx;, %) = (@x -tz ‘Cx2+dx\xz)
Points dléquilibre. ¢ FCO, O) =(0,0)
F(d_ b):{d b)
: c’'a’ ¢’ a
(0,0) est instable

(d/c, b/o_\ est stable: il existe une. fonction de Lyapoonoy LLx,36) = xi - log io" + Xy - \og%
C‘F TD \/2 SN

(0)0)



