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Exos1
,
3

,
5

,
10

Rappels :

forme sesquilinéaire b : K
*

x CN > 1 b(x(y) = <b(cc
,y) ,

JA +pb(x,y) = x* Ay=[Aijaciy;
forme quadratique : 9 : (N

> H b(xx ,y) = 2b(x
,y)

9(x) = b(x,x) . (JAhermitienne + Pa(x)=*Ax
=[ij

ccTAcc)
,

0 etx xTAx = 0 Ex = O

* matrice définie positive: toutes les valeurs propres

EXO1:

Rp q(x , y) = x2 + 0 .ky + 2y2 définie positive + matrice associée/majorerlicyl compléter le carre

diagonaliser la matrice) 2) Que dire de q(x , y) = x
2

+ 2xy+ yz

1) methode 1 : méthode 2 : [completer le carre]

-(x , y) ER
2

f(x, y) ERz

xyl(x2+ y2 9(x,y) = (x + 0
.0Sy2 + 242 - 0 .0025y2

2
= (x + 0 .0Sy)2 + 1

.9475420
9(x ,y7), x2 - 0 . 1xy + 2y2 9(xy) =0 E x + 0

. 0Sy = 0

<
, x2 - 0 .

1(x2 + yz) + 2y2 et y2 = 0

7 0 .
95x2 + 1.sy2 DF # y = 0 et x = 0

methode 3 [matrice associée]

Soit (x , y) ER2

On pose A =

/ab,
lamatrice associée ao

(5)(i) (a S
(xy) = (xy)

= ax2 + bxy+ bxy + cy
= ax2+ 21xy + cyz

Donc en identifiant : a = 1
,

2b = 0.
1

,
c = 2

=> b = 0 . OS

A = 1 0
. 05 det (XI - A) = X - 1 - 0.

OS(0
. 05 2 ( - 0

.
09 X-2

= (x-1)(x-2) - 0. 0025

= X2- 3x + 1 . 9975

~ A = 4 - 4x1 . 99757, 0

X1 , 2
=

3 = D=0 Donc A symetrique définie positive
2

Critère de Sylvester : les n mineurs principaux sont >0 Et A SDF

~> Di = 10 Az = det(1) = 1
. 9975)0

2) P2(x ,y) = (2 + 2xy + yz = (x+ y(2), 0

92(x, y) = 0 Ex+ y = 0 Ex= -y = pas définie positive



Exo 3 :

Si A matrice NXN, mq la sous-matrice des n & N lignes est colonnes peut être obtenue par X* AX

(calcul brutal avec laformule de multiplication des matrices/X= (V, , wn) (X* AX)ij = Cei
,

(X*AX)ei)
= <Xei

,
Axe; ) &

Méthode 1 [formule de multiplication]
(X*AX)ij=e

↓
il ne doit rester que les

On veut (X*AX)ij = Aij tresenie
s

K
, l > n

, 0 =0

(X*AX)ij = [Sake Skj
Savec Ski = I si= i , Osinon]

K
,
27

, 0

=> Aij=i
*

aijjj = SiiAij Sjj

In
X =

On . n

EMn
,
n()

Exemple : +
X*

+
F
+X

A = abcX=

10 AX= a b (nxN)(NxN)(Nxn)
d ef de

gh i
o 0

9h

!00
= a b

d C

9h

Méthode 2[X= (V, ·en)]
X = (2,, , 211) bi CRN

(X*AX)ij = <Vi , Avj) = Aij = Lei , Aej)

1.e . on veut que VA
, Vrij - n <vi , Avj)=Lei , Aej>

Vi
, j < n , <Vi , INVi) = Lei ,ej)<vi-ei , A(vj -ej)) = 0

I ↑

< Vi, Vj) = Lei
, ej) Si i fixe

E + Swi - e; 3XA

[Vi
, Avi)= Lei , Meil

Méthode 3 : [(X*AX)ij = <Ci , (X*AX)e)) = (Xei, Axej)]
On veut : <Xei , AXej) = <Ci , Aej) Vi, j <n

Exo 5 :

Vérifier que (M) n
= sin(Kn) = 1, N-I est un vecteur propre de L'opposedel la matrice du La placien

en dimension 1 ; Xk = 2N2(1-cos(n)

(problème : - M'(x) = f(x)
Rappels : A :Un u(o) = u() =0; fECP([0,

1])

U : MN
> IR

,
WiR <R ,

DU = r

[
,
L] discrétisée en N points (xn) (maillage uniformel

U"(xn) =
2m(n) - V(xn

- 1) - U(xn+ 1)

(ivz) 2 - 1

O
- 12 - 1

xn = - L + (22 ,
u(x)= 0 V(n- 1) = 0 An = N2

-12

j
- 1

- 2



* on veut montrer que

UK
, sin( sin (Tk
DN X ( = N2 cos

KIT
- 1

N

sin (nk)
sin (TTk)

VK
2 - 1

- I 2 - 1 sin(nk+ ) 2sin (TkYN) - sin(T)
- I

- I
(

sin (πk)

= -sin (πk in) + 2 sin(TTk) - SinCT)
- sin (Tk) + 2sin (1) - sin(Tk()

- 12

- sin (kN) + 2 sin(

(- 4NX Vk)n = N2(2sin)in) - Sin (i(-1) -sin)] sin(a+ b) +sin(a- b)
= Sinacosb + sincosa

- sinbcos a+ sinacosb

= N22sin(n) - 2 sin(n x cos( = 2 sinacost

= 2N2 xsin(πn) x (1-2cos)

siN>> K

Sin (1Tkn) n TK

2N2)1-cos([k)~ XINE
= 2

[[quantification des up du La placien]
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Exercices 4
, 6

,
9

, 10

EXO 4.

a) AE (NXM
, mqA * A symétrique def) o ssi A est de rang maximal M(colonnes de A independantes)

A * AE CNXN

symétrie: (A*A)
*

= A* (A*)*
= A* A

défini positif : il faut vérifier que <(**A) , x) >0 VoEC 203
* par définition. FxEKV, yECN (Ay, x) = <y ,

A*L (A*= EE)
< A * Ax

,x) = <Ax, Ax) = Il AxIl2)O

( = 0 ssi Ax = O ssic = O sit est injective (1 . e
.

les colonnes sont indépendantes(

1) mp si A* A = LL* (L : triangulaire supérieure) alors A(L*) est une matrice orthogonale

L'adjoint est l'inverse

↑produit des adjoints = LL
* parhyP

On calcule (A((*)-1)* A(L* )
+

= (((* )
- )

*
A* A(L* ) +

=L
*((+) =

Id

Id Id

2) Appliquer cette méthode A = (e (2) v ,v,
*

denorme 1 + comparer avec Gram Schmidt

A =

,

[A(L+ ) + 7 L*

=Q R + triangulaire supérieure
- orthogonale

* Chercher LA* AE (2x2 (pour trouver la matrice de Grain:

A+ A =(v, 0,7 <8 , 227
< X , y7 = [ixiyi X =1)=

< 22 ,
517 <22 ,227 ( **A) ;j= (A*<Aj= AAki = Cerisvil

A = (e, vi)

1 = 20
,
(*

=(0))= + 112)b C

7 a= (v,2,7 = 11vill = 1

b = <220,
7

c = 1 - ke, ,02)12

L= 1 OI<02 . 21) 1-Keve12



EXOG :

matrice de rotation de Givens :

Gli , j , 0) = 1 0 o 0 C = cosO

S = Sing

O c - S O lignes et colonnes particularisées : i et j

O S C O

O O 0

a) interprétation géométrique
On regarde l'action sur un vecteur

xI

Gli
, j ,0) I

il op) =(sosi)
j'

* G est la rotation d'angleO dans le plan Vect(ei , ej)
N

Xx (lei , ej) base directe

-

~O
z = xi + ixj

·

Z
I

2 = xi' + i))
>

6) comment choisir 0 +q(s)(c) = (ab
-

(a , b)
a

(2+b2

, 0) cos(0) = = cos(0)
(20 - O

XX > a2 +b2

(0
,0) (a

, 0)

sin (-0) =
b

=

- sin(O)
a2 + 1

6) Mq (Alij = 0 en multipliant à gauche par une matrice unitaire, en ne modifiant que les lignes iet j

+ methode pourcalculer la factorisation QR d'une matrice ↓

(que les coefs ij ji
GTG =Id (si Gréelle)
G*

G = Id

A matrice: But A = QR) triangulaire sup
-

orthogonale
Q

-
A = R R = (rij&

0 o

G Ael =

=
ani

↳ (0 +po(1 , 2
,0)h() =(

Quand on effectue le produit Gli , j , 0) A ,
onne modifie que aii , aij , aji , ajj



G (1 ,
n

, 0n)G(1 ,
n - 1

, Oni) ....

G(1 ,
2

, 02)A

*

61 ,
3 .

8
.) 0(. 4

.
8

.)
=f(

12 matrices de Givens
G et G2 orthogonales

(G, 02) " = G2Gi = G2 GT= (G ,G2)T

Autre rédaction : (pas faite enTD)
Soit AE KNXM ,

iLj. On veut annuler le coefficient Aji

On considère le vecteur I Aij . D'après (b)
,

50 +pG(i , j .0)/t) = (5)(Aji
La multiplication à gauche parGli, j , 0) ne modifie que les lignes i etj .

En particulier, dans la colonne i,

1Aci) est remplacé par en
Donc (G(i , j ,0(A);i = 0

itération :

En répétant ce procédé pour tous les coefficients sous la diagonale, on obtient une matrice triangulaire sup. R
.

Ainsi , JG -G +pGk-GA = R
.
Comme ChaqueGe est unitaire

, Q:= G,* -Gi
*

est unitaire. Donc A = QR

Exo 10

f(x) = 111x- b(1 + X(kx))2 ; X)0

mp la solution de ce problème est unique, même si A n'est pas de rang M.

* f admet un min hi
fest continue et 'coercive (f(x)

11x11 -2+ ! i

donc admet un minimum global (D! pas forcémentunique)
(exo)

·
soit un minimum def.

Alors Vf(x) =0

(f(x+ h) = f(x) +<Vf(x)
, n) + 0(n)

f(x+k) = (A(x+h) - b
,
A(x+ h) -b) + X(x+ h

,
x+h)

= f(x) + (Ah,
Ax - b) + (Ax - b

,
Ah) +X)(x ,

n) + (b
,x)) + o(((()

= f(x) + 2( ** (Ax - b) + x( ,
h)

f(x)

· On veut mp A* (Ax-b) + Xx = 0 admet une unique solution dans IR
.

f(x) =0E)(A* A +XIn)x = A+b
↑ -> sys linéaire unique sol

injective ? en dim finie,

injective) surjective E) inversible

On resout (A* A + XIn)x = 0

Comme Spec(AA)CIR
+

On a Spec (A*A) < [X
, +o [ (0 N'est pas up donc A injective

ou = ((A* A + Xid)x ,
x) = 0

=> 11 Ax112 + X11x /2= 0 = x = 0
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Feuilles exercices 2
, 3

,
4 , 5.

8

Exo 2

Mq les matrices sy Re 2x2 up double est un sev. .
Que peut on attendre des up d'une matrice réelle syn 2x2

Sy() = G(c) = a
,

b
,dER]

1(t) ?

E = {AES2 (IR) ; A aune up double

thin a pectral : si A symétrique réelle
,

alors &P orthogonale ta PAP = (2)
si X 1 = X2 = X

,
alors A = XI2

donc E<[XI2 ; XER3
siA = XI2 , XA(x) = (x-X)2 saup est X(double
donc [XI2 ; XERRY LE

E = vect(12) est un seu de S2(IR)
une base de Fest (12) .

Donc dim (f) = 1

* Si A = A(t)ESz(IR)
On peut choisir deux fonctions X,(1)

, X2 (1) EIR continues ent et &X, (t) , x2(Hy = (A(t) Vt

si X,(t) = Xz(t) ,
A(t) =X(t)I(t)

Exo 3

Mpsi M hermitienne def pos,
alors <, Y=*My produit scalaire

Calculer B (adjoint de A pour leproduit scalaire Msi (x , Ay> i = <B
, Y>m)

M hermitienne (définie positive) (x, y),y= *
My

· <x
,
x> m

= c* Mx > 0(70 sicc = 0) car M hermitienne

· (xx, y>m= (x, y)m(x* = Ex)
· (x, Xy)m = X(x,y)M

matrice IXI

·
(x , Y)m=My = (xMyt(MI) =ETEMne

<A*
x, y)m = <x , Ay> M

f
= (x

, MAy]euc

= <[Mx
, Ay)euch

=< tÄtMx , y]euc

= < tEEMx
,

M -My Jeuc
= <M

+ tEM
, My] sevil

= (M-'EAM , y) M

A *
= M- t AM



Exo4

Mq si A hermitienne def pos et B hermitienne
,

alors AB diagonalisable à up réels

(Ind : (x
, u)a - 1

= x* A-y)

A HDP
,

B hermitienne

(M = A-
dans l'exo3) (0 ,

o) A
+

On calcule l'adjoint de AB pour ce produit scalaire

(AB)* = Mt(AB)M
= AttA-1 = AB

E
In

Exo 5

Mq toute matrice diagonalisable est normale pour un certain produit scalaire (commute avec ce produit

scalaire)

A diagonalisable
A = P - DP

(x , y) = <Px
, Py) eval

Il existe une base (e, , en) de vecteurs propres +p Hei = Xiei : XiEK
tout E"se décompose

1

x = [xie,
i = 1

↓ Coordonnes
de vecteurs propres(x ,47 =Eivi

M

Ax = Xixiei

(Ac , y)=iciyi <*)

La matrice adjointe doit satisfaire Vx , y < Ax
, y) =<, **y]

=> A * [viei) = Exiyiei
On calcule :

#*A([xci) = #*([Xixiei)
in

=Xi(ii)eiii
AA * ([xiei) = A)[iociei) = [Ixilici

Cou bien : A = P- DP

<PX
, Py7 ?

JPAX
,
Pieucl = <DPx

, Py) euc

= [Px , JPy) euc

= <Px ,
P(p-DP)y] eud

A +
= P- 5P

AA +
= p - /D/2p = A* A)



Autre rédaction (pas faite enTD)
méthode 1 : méthode 2 :

A diagonalisable ,
JP inversible et D diagonale +q A = P- DP il existe une base de vecteurs propres

on définit: <x, y) : =<Px
, Py] euch (ei ,

en) +q Aei = Xiei ; XiEK
On calcule l'adjoint de A pource produit scalaire :

Soient
, y EN. N, x=e

<Ax
,47 = (PAs, PyJeud

= (DPx , Py) eud (Ax, y)=Fis:

= <Px , DAPy) eud

= (Px ,
PP-D*Py] euch or A *

y=Tiyiei (pardef)
= (x

,
p- DAPy)

donc A+
= P-

D * P donc Aei =iei

et AA*
= AP- D* P

= P+ DPP- D+ P A*A(ei) = # +(xie) = (xi/2ei
= P- DD+ P AA * (ei) = A(Xiei) = 1xi Pei
= P-DADP car best diagonale donc A*A(ei) = A*(ei) Vi

= A * A commele,--en) est une base de K".

Donc A est une matnicenormale
.

A* A = AA*

Exo 8 :

Soit AE KNYN HDP

PE(N**
rang n ; 1 [N

Mp* AP inversible + contre exemplesi A n'est pas HDP

* B est hermitienne:

B +
= (P+ AP)+

= PAA# D = PAAP (car A est hermitienne
,
A= A)

= B

* Best def pos

SoitcE(1503 .

< Bx,x) = <P* APx
,
x)

= [APx ,
P+x)

= < Ay , Y) avec Y : = PoECN

o P est de rang n
, donc l'application linéaire p :K

-

>West injective .

Donc + 0 = Px 0

or A HDP, doncAy , 4) >0 Xy0

CCL : Toute matrice HDP est inversible
.
Donc P* APest inversible.

Contre exemple :

A = 01) P= (b)( 10

↑ de rang 1
, or P* Ap = 0

donc PAAP n'est pas inversible
.
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Feuille 3 exos : 6
,

7
,
9

EXOG :

Man = (xB) commute avec (01) + en déduire sans calcol une base de up de A

BX
[cours]
↳ argument ne marche pas

si les vecteurs p pas de dim 1

A commute avec o I donc laisse invariant ses sous-espaces propres i) ! et M (
10

Exo 7 :

B sous-matrice de A hermitienne. Mpsi X
, (A) _) X2 (A) < Xn(1)

X, (B) (X2(B) [xe(B)
(désignent les valeurs propres de A

,
B ordonnées dans l'ordre croissant, montrer

Vi EEl , ,
e3

, Xi(A) <Xi(B)
e+ xn+ 1 -i(A)), Xl+ 1 -i(B)

i = 1 : x,(A) X, (B)

· X, (A) = min (x,Ax]
Ilx) = 1

CEC"

·
A =

# * -i ,
B= Di

* H =j

I*
A + projection sur un espace de dim 2

Vect(ei , ej

↳ B = P* AP j

IR"
->IRO IR

, Ri
E

"Projection" inclusion
"

si B = (aij) i ide

1[j + 2

dans ce cas
,
on peut prendre P = (ge

PT = (ie0)
si B = (aij)ieI ICEl

, in3

jEl II =C

-> R" = IR'F'O IR
P -III

,
donc on peut définir P :RR

~ Re = IRM
-1

~

Tisomorpheomorphe a M'F1
, IR"

inclusion
+ voir aud 6



+ aud 7

·
X

,(B)= <y , PAPy) = min (Py , APy) ; or Puéric p* P = I(mais PPIn , PPTImorogonaleYEKl
11411=1

11yll = 1 sur l'image de P

< Py , Py)Qu

rqi (l Pyll = 11y() (caP*P = [e) = <P+

Py , x(ye = (y, 4)de

< Py : y(((3 < [XixE"}
11 yl) = 1 11 XII = 1

donc min <Py , APy>>, X , (A)
Yee
11yll = 1

* pour i)

énoncééquivalent : si B admet K valeurs propres [C,
alors A admet K valeurs propres [C(2)

Si il existe un ser IC (C de dimension K tel que Vy(F , (By ,4) CIIy112 alors on peut faire pareil avec A
.
(1)

Cave 8)

(1) pour K = 1 :

siJyECe solta
~ Jx(" 503 <Ax

, 2)2)CIkIP
si on prend= Py est non nul et (APY

, Py) = <By , y) ,
et 11Pyll= /bl

cas général : F
= P(F) ser de dimension K

ExEFi <Ac
, () = (APy , Py)

↑ =<By , y]74EF
x =py[Clly/1
[ (1k113

aud P

(2) Si Badmet K Up - C
, on peut trouver une base orthonormée des vecteurs propres de B : fil , fi

+P(Bfi ·fi)CIlfil Vi = 1, K

F : = Vect (fi fi)
FxEF

, (Boc ,
(]CIIl2 (verifier) [Autre rédaction]

Best une sous matrice principale de A,

· F' = P(F)
,,Vx (F)

,
(Ax

, x) )(1bl2 il existe PEMn
,
e(() +qP* P=Il

B = P+ AP

contraposée :

si A n'admet pas Kvp- Xi (M) = min max <Mx,
x)

FCKMxEF
(ei en) base de upC climF =i (lxIl=

x = [xei -> (Axx) = [Xi(A)x + [Xi(A(ci 2 donc -FC(l + q (By ,y)[Xi(B) 114112
i < K

i)
,

K VyEF . or FxEF
, Jy EF +px = PY

jeposeV = Vect(ek
,, en) dim (V) = n- k + 1 pour F = & Py ; yEF3

VoEV
,

< Acc
, x) >

, XkIkcl2)ClcIP or (Axx) = <APy, Py7
= <P*APy , y]

or dim (v)+ dim(F1)) dime" = UnF'*503 = (By,
y)[Clyl[CIkcIP

Conclusion : (Xi(A) Xi (B)) Xi(A)[max(Ax, x) (xi(B)
on prend C = Xi (B)

XEF

11xIl= 1

Badinet i up& A admet i up <
=> Xi(A)(((= Xi(B)

E car on a ordonne
les up de façon roissante



EXO12 :

Mp=C
n - 1

-2iTTk; &
-

* F(x)k =

I
2e 17 x ~>Contensionnaisepasans renonce (

↑ j = 0

11F(x) (12
=[/FX12

n - 1 n -1-
1 D ! /z2= z2

=
n - 1 n -1-

1

+ 2eπkj)=je
Czit(j-i

·et
↑

nSj =j)

= = X

(F(X(k = e
-2ikty(t)dt(

Exo 10 :

donner latransformée de fourier

disettedes KESO , ,
n - 13n- 1

F(X()) =
I Ze-ziki e

#j = 0n - 1

(
2

I (2 -zit(1-1)j/N-SiCkti oretmi I N si in = 0
= C (modN)

2 = 0

I 1 I

O sinon

= Nsik-1 = O[N] E) k = 1 = N ssi k = N - 1

= (S + Sk
,n) = (S,

+ Si
,
mi)
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Feuille 3 : 9
,

11 Feuille 4 : 6
,

14 , 15
,

16

Exo P.

Mq si A commute avec T Cest invariante par translation) alors A est une matrice cumulante

Creprésentant une convolution

A commute avec T A est une matrice cumulante

(A = [arT" (AEK[T]) TY= In) (
k = 0

inclusion

# TA = [arTT" = [akT"T = AT

-> Q : quelle est la dimension (deser) de SAE KNX . AT =TA3 ?
N -

-DiQuelleestdimension an)ENZ ?

in 1:

· XT = X *
-1 Cracines simples

,
donc c'est aussi le polynôme minimal (de degréN) pour ma

T = Ol
dim

CCT] = N

I 0

marT_

90

a Lei
,
[akT" ej) = aj- 1

ap
al
a2

m3 :

· Si A commute avecT
,

alors A laisse invariants les sous espaces propresT (sont de dimension 1)
donc A = P-' DP où P envoie lesvecteurs propres sur les vecteurs de la base canonique

↳ on a N' facons' de
mettre les upsur la dias

QI : dim N

+ inclusion les 2 sous ensembles sont égaux.

RQ : Au = a+ b

AT= TA = AT" = T"A Av= *↳
donc Hen = ATheo = Tr (Aeo) =(Aeo) en

es

ici
, (eo, _, en-) designe labase canonique de (2/n2 Alo = a Neo = a



EXO II :

Donner la matrice représentant la transformation

(Ax)j =
4) - 1 + 2xj+ (j+1(1) (Ax)j =

j- 1
- 2xj + xj+ 1

=(methode
4 (2π/)2 des différences finies

Appliquer le thin de convolution. Donner l'asymptotique pour /KIN + interpréter

↑ x = a* X avec a = te -
++C ++2 (thm convolution : F(Ax) = F(a+ x) = F(a)f(x)

↳ F(a)= aj

=ne+ )= ( +cos()

F(x)= ·
F(fxg) = F(f) x F(g)

F(a+x)( = 2( + cos(())FX(
* F(x) · lIF(x)1122 = NIIF(x311?

~ I

(k(N)

si X Oscille peu alors F(x) est concentrée aux basses fréquences(KN)

↳ (Ax)j =
C- 1 - 2xj + xj+ " 2)S..

- 250+ Sil

(2π/N2)
↑(Ax) = F(a+x) = F(a)F(x)

↳ a= 1(y - 2e + 2 -)
2

(2π/N)

F(a)))=) - 2 + cik()=( () = - 12

eik-Ker
F(-()(k) = - k2F(f)(k)



EXO Gi

Rappels : conditionnement de A

cond(A) := 11 All . 11A "Il
II . Il

ex : /Allo = max(aij)
11All = [aij 2

Calculer les vecteurs et valeurs propres de la matrice 10 (0 E

Calculer le conditionnement de la matrice des vecteurs propres

e = (b) . e = (i)
Spec(A)= 50 , Es
A ei = 0 (e, vecteur propre pour 0)

~ = ()) (autre vecteur propre E)

P = (o(s) , p")jj
Il Pllo = 1

, IIP-llo = E-

cond .,, g(P) = E -

(matrice (pasagréable (
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Feuille4 Exos 1
... 7

Ex1 :

Mq les valeurs singulières d'une matrice sont invariantes par multiplication à gauche ou à droite par une matrice

unitaire. Ma ce n'est pas le cas pour une matrice orthogonale (rectangulaire

Rappel : les valeurs singulières sont [ESp(#* A) 3

Soit AE &NXM A = USV*
où Uet S sont unitaire

Soit NE KNYY (ou (MXN) unitaire .

RA = RUSV*
RU et V*

R sont unitaire

~ Sne change pas

· (TA)* TA = A* T*TA = A* A

=>Sp((TA)*(TA) = Sp(A*A)
e + (AT)* AT = T*** AT

= PDP- d'où égalité de spectre

EX2:

Mq la plus grande valeur singulière de A ne peut pas croitre (resp décroitre)
Soit Af KNXMà laquelle on ajoute une colonne,E (NXMX

SoitcECN +q(kx Il = 1

Alors c = x((4+
e+ 1x)) = 1

I (m
De plus ,

Ax= E

Ainsi : Un = EllAsI ; EKVetIkIl = 13 =Un
+ i

=Ellie]<VFlclicEC et
D'où minL

, min et max { max
VN Virti Vi Vn + 1

fi = min < A* Ax
, (c) = min 11Ax11

11x (l= 1 IlscIl= 1

Ex3 :

up , singulières, det
, conditionnement de (1000) : (100

pour A = /100(o00) . ATA= = (100010000det A = 1

E

(
Vp = 51/100 , 1003 , VS = 5/100 , 1003

conditionnement: 11 All
.

11 A-'ll == 10000

&B = /100 0cetB00o-21003
k(B) =0 = 1



Ex4:

calculer les VS d'une matrice NX2 de 2 vecteurs detaille N normalises

A = (c(x) ACCNX2cECNetcEKN

A + m = (,) + (cx)

=()
= (c)

X (A + A) = (X -12- (yk = 0

= (X - 1)2 = ly)
Sp(A* A) = [11 1413

Exo S :

siA = USV+ [(NXM
.
B= UV

*

MpB= A(A* A)
-2

Calculer /IA-BII et 11A-BIIF + comparer avec la factorisation QR.

Soit A= USV *
et B= UV *

A(A* A) "R
= A[USU *] - 1

= USV * US
- V*

= UV+
= B

11 A -B11 = 11 A - A( A* A)
-

-Il

= llA (Id-(A* A)
-2)()

= (1 U (S - Id)V+ 11

On a llA-B11 = 11S-Idll = max[lSj(A)-11 ; Sj(A) ESps(Al3
Pour la norme de Frobenivi : IlA-BIIF = VS-Ia)

=(SA-114)"
EX07:

Mp A = QH Q orthogonale et H HDP

A = USV +

A* A est HDP

e +A+ A = PS2p- 1

(+ Exos 12
,

13
,

15

=> S = P
-

A* AP missing
=> S

= U* A* AU

Supposons A = USV*
= QH

A+ A = H*Q + QH = H * H = H2

H2 = A + A = PSP+

= H = p8"2p -
1

H=A ,
Q: = UV*

A = UV * VSV*

-
Q R
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,
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,
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EXO 12 :

Montrer par série de Neumann que(19) est inversible pour & suffisament petit
El

+ donner son inverse sous forme de serie
.

M question pourJ')
Thm : A

,
BEC

**" A inversible

Si VIBII <//11A'Il , alors (A-B) est inversible et :

(A - B) =
= ((1 - BA -) A)

- 1

= A -(1 - BA - )
- 1

↓
= A- (1 + BA-

+ BA- BA" + C
= A "

+ A- BA - 1
+ A - BA- BA -

+

(19) = 13 ,
2)0

2

Pour 3EM , ona : As =
2

+ Bg où Ba =(03)20

Donc si lIBE11 <"11I211 alors Agest inversible

> IIz" Il = 1 121) =

-> Ba
*

Bs =(0)(03) =Je(
donc Il Bell = IE/

donc si /E/ <1 on As inversible et

Aj = Fz" (12- By +B ) = 12 - Ba + Bq +

= (1) " Ba

det (Ag) = 1-
2

si/21 < 1 on a det (As))0

A =
1

1- an ( -9)
+ a

*j=BB
=B

B5 = 52 12

=((")()
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Introduction au calcul fonctionnel : exercices 1 , 2
,
3

Exo 1 :

A ,
P=&X , PCA) =La

>, 0

but : determiner le spectre de P(A)

rpires pour toute

les matrices

CoefSp(P(a)) = [P(xj) ; xjESp(A)3 spD = diag

C: Soit XESp(A),#0 v. P . associée .
Donc Ax = Xx

A0x = x = Xox

A2x = Xx

Note : (pour avoir l'idée
Si A diagonale,

Ax= X"x D = Xi( (Donc PCAlc =(Cax)x = PCx x) -
P(D) = (P(x ,)p(n)

Donc P(x)ESp(PCA)

-
>: Hyp: A diagonalisable
On écrit A = Q"DQ avec Q inversible

D diagonale
P(A)=ak(Q

+DQ)

=Q)[D)Q = Q"PCD
= Q diag(P(x,),, P(xm)Q

Donc P(A) et P(D) sont semblables

Donc Sp(P(A)) = Sp(P(D)
donc Sp(p(A))< [P(x) ; XESp(A)]

rp : résultatvrai quand A est pas diagonalisable

2) P(xi) = Q(xi) VXi ESp(A)
MqP(A) = Q (A) si A diagonalisable.

A = U
+ DU avecD = diag (Xi)i = 1,m

Alors P(A) = U-P(D)
,

U = U-Q(D)
,

U = Q(A)

(P(x)
=Q(x, )

P(xn) =Q(xx)

. Contre exemple si A n'est pas diagonalisable

A = (01) Co sont les P A n'est pas la matrice nulle

~> A n'est pas diagonalisable.

SiP(0) = Q(0) (e
. g .

P = 3X
,

Q =X)
,

P(A) = 3A + A =Q(A)



3) Si A = P-DP etf une fonction

on definit f(A) : = P"diag (f(xi))P

· (fg)(A) = P-

diag
,
((fg)(xi))P

= diag(f(xil)diag(g(xi)
ID = PP-1

= f(A)g(A)
· Spec(f(Al) = [f(xi) ; XiESpec(A) 3

Exo 2 :

1) A HDP, f(A) HDP ?

vraissi f(xi) > 0 XXiESp(A)

* si on diagonalise A en base orthonormée : A = U*
DU alors f(A)= U* f(D) ( (montre que f(A)
↓ 11 est hermitienne)

diag(xi) diag(f (xi)

2)lIf(A)ll = max (m) = max (f(x))
~MEspec(f(Al) y XESpecCAl

f(A) hermitienne car Sp(f(Al)
= f(Sp(A))

A diagonalisable

3)AnAEf(An-f(A) pourf continue
n ++0

a Supposonsf polynomiale (f(x) = Xk)
⑧ An > Ak

Les coefficients de An sont des expressions polynomiales en les coeffs de An"
,

donc ils dépendent continument des Coeffs de A.

(Mu(()-> MN()

AAk est continue

Donc An-> A = An
-> Al

· pour passer def polynomiale à f continue :

THM [ d'approximation deWeierstraß]

VfECCI)
,
I intervalle fermé

,

il existe une suite (p;) ; <
, o

de polynomes +
psuplf(x)-p(x)- 0

j
+ + d

· Soit (Pilj)
, o
convergeant vers A

.
Alors Vj , Pj(An)-> P; (A)

n ->+ 0

· f(An) = pj (An) + (f- Pj) (An) (par le+hm)

· On a : llf- Pj) (An)ll = max (f- pi)(*) (Q2)
XESpec (An)

& sup I(f- pj)(x)) < Sup ((f-pi)(x)
[-11 AnII

,
11Anll] ↑ n assez [-llAll-1, 11 All+1]

[pour An pour que grand
&

hermitienne
l'intervalle netterend pas den:

X E
jbjo(E)

Y
THM



·
On fx(eAjn) Elops (pHourA)(fr(j) (An)

On a 11 pj (An) - pj(A)I)(E(l)

Sij est assez grand (en fonction de El

1lP; (An)-f((n) 11
_
>E (2)

1) pj (A) - f(A)l)(E(3)

donc 11f(Anl-f(A)ll (32 (1) + (2) + (3)

Exo3:

1) Tr (ACt)K)
-> A(t)2= A(t)A(t)

= A'(t)A(t) + A(t) A'(t)

ACE) CHA A(t) 1 Les matrices ne sont

K fois pas commutatives

= A'(z) .
A(t)(

"

+ A(t) . A'(t) A(t)k-2 + A(t)k-

A'(t)

k -
1

= F(t)"A'(t) A(t)k
-1-j

* (fix x f(x) =)(f, x Xfn
- 1
) x fn)

= (fix-xfn- 1 ) x fn + fix- xfn
- ,

xfn
-

(f(x- x fn
-z)x fn

- 1
+ fx- x fn -2xfn

- 1

Comme Tr est une application linéaire,

↑~( A(t)k) =Tr) ACESACE)A(t)"-"
- j) =k .Tr(A(t)"A- (t)

->ir(A(t))A'(E)A(t)k
-1 -j) = Tr(A(t)k- ->A(t)"A'(t)) = Tr (A(t)k-A'(t))

1) f(A(t) = f: (A(t) A: (t)

a) f(x) = x2

* Act= A(t)A'(t) + A'(t)A(t)

b) f / (A(t))A'(t) = 2 A(t)A'(t)

(a) = (b) =) A(t)A'(t) = A'(t)A(t)

A(t) =()( Alco) =(00)
A(0) =(68)
A((dA(d) =(00) ACOA'co = (8)
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Exos : 2
, 3

,
4

, 5
,

6
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81 Feuille 6 (Calcul fonctionnel)

Exo 2 :

- j = - A2x

x(0) = xo CEEIRM

(0) = 0 a pour sol(t) = cos(Ato

existence : (calculif(z)= anz" , f(tA) = [ant"AP
On a : x(t) = cos(tA)eo n)

, 0

x(t) = - Asin(tA)co
0 f(tA) = [annE""An

c(t) = - Acos(tA)co
at 131

x(t) v = A[ant""An-1 = AfiCtA)
n)1

unicité:
con change l'inconnu

X(t) = x(t)S ic(t)

X(H) =( =(=I =Bx

= B

x(0) = (0
(On a donc l'equation : X(t) = BX(E)

X(d) = (x0)
a pour solution : X(t) = etBX(0)

Soit X(E) une solution. Montrons que [1 <etBX(t) est constante ·

(e-tBX(t)) = - Be-tBX(t) + e
-7BX(t)

=(Be- +B
+ e

- tB(z)X(t) = 0

EX03:

Mq l'exponentielle d'une matrice anti-hermitienne est unitaire

On a : A* = -A

(exp(A))*=(in *)
*

=i (A +)"

= [ (-1)" AT carA*= -A

1, 0 n !

= exp(- A) (f(A)g(A) = fg(A)
= (exp(A)

-



EXO4 :

Calculer exp(t(0,b)
11

J

a) Par diagonalisation
. Jdiagonalisable :

xj = x2 + 1

Spect= [-i , i3

·esprope)
m =

(3) = (i) pour

wa =

(3) = (i) V - p. pour - i

↑

Conpeutec est
car j à valeurs réelles

5 = P +

(0)P ,
P( -j)v)9x)ie , Pie

p = - (i) = i( !
donc et= p-et) - )p

= p+ (eitP
=(i)(e)[i)

(i) =(it) /et e it)
-i(er+ eit) (ent + e

- it)

=

(
cos(t) - sin(t)

sin(t) cos(t)

b) Par serie entière

Jei = Eid
J2=

- I2 cos() = "Reeix
DoncetT= [te" jan[Int Jant sin(a) = Imeix)

n30 (2n) ! 130 (2n+ 1) !

(-1)"I2
(-1)2nj c) eq .

différentielle associée:

= cos(t) [2 - sin(t)J

.

2 et -etJ
= cost - sintS

St2

sin cost résoudre : sc(t) = -x(t).



Exo S:

Mq : exp(A+ B)
=limexp (A/n) exp(B)

< exp(A) (préliminaire(- Mq (Id +=)
-+

= en(n)) + (n)
· 1+

= en(x/n + 0(((n)

Cne fonctionne = ex + 0(1)
< ex

pas pour les

matrices
formule du binôme

· (= +1) A *

pour fixe

n -+d-
n ! (n - k+1)

-> (i)-1)!=
-

nK
I S

< 1) = 1 -(())z)(()n-> +d

-M *
n ,A

k =0

On a lamajoration : llAK 11 {lAIIK
an , k = 1 n(n-1) (n- k - 1)

il faut que : an,
n=+

YK !

K ! nK
et 11 an,All MK EIR

-(D(1 - Yn) (1-1) pourn), 1
+p[Mk +0

(tm cu dominée
4

et MK=A

[Mk= exp(IIA(l) +d

donc (Id + 1) < exp(A)

O Lie-Trotter :

exp()exp())(
= (Id+ R) avec Il independanteea

conc (exp(=) exp(t))"= (Id +1 + R3)



· (Id+)
Rn C

En reprennent lapeuve: (n -

1) (A + Rn)"n K !

pour un K fixé:

>
A carl*-0

hyp de domination:

(l(A +2)"(1) (1(A +2)11
*

[()All + c) k
- indépendente den

pu ok

donc

( < A+ B(Id +1R
n -> +a

2) En déduire un schema numérique de résolution deci = (A+B)

dans le cas où exp (t17) et exp(tB) sont faciles à calculer

&YBLY
I

ohii ...2

EXO Si
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Feuille 8

Exo1 :

SDP, mq la methode de Richardson s'identific à la méthode du gradient pour la minimisationdeTAx-b.

Tracer l'allure des courbes de niveau + iterés de la methode degradient.

L (2/XN ? Taux de convergence?

* notes : f(x+ h) = f(x) + (0f(x)
,

h) + o(t)

[c4
=(x+h

,
A(x +h)) - (b

,
c+n) = f(x) + -((x , Ah)+ (h, Ax) - (b

,n)) +o(x)

Soit A EMn(M)une matrice définie positive

On considèref(x)=TAx-b

A est symétrique : Of(x)= (AT+ A)c-b [gradient d'une forme quadratique]
= Ax + b

méthode du gradientà pas2) 0 :

xk+ 1
= xk - XXf(xk)

= x -9(Axx - b)
= (k + 2(b- Acx)

or methode de Richardson pour résoudre Ax = D est c(k+ 1 = Sk + a(b- Acck)

· courbes de niveau:

le min (* verific Vf(x*) = 0 E) AxA -b = 0

#x = A-
b

On pose y =-*. Alors

f(x) = f(x) +t(x-x+) T A(x- xx)

= f(x+) +LyTAy

A def pos: June base orthonormée de vecteurs propres (Mil avec Ali = XiMi , 0(X[n
M M

si y = [viMi , alors yTAy =Xiy?i = 1

donc les courbes de niveau f(x) =ci

Xiy = 2(c-f(x)
-> ellipses centrées en cy

associée à la plus petite valeur propre ↑plus allongées dans la direction

· condition sur :

On pose ex =Sk -x*

ex+ 1 = xk+ 1 -x

= xk - C(Axk- b) -x

= xk -2A(xk - x+) -x+ (Ax*= b)

= (I -xH)ek



Dans une base de vecteurs propres de 1
, e= e

,
Mi

Donc ex+ 1 =-2A) ek
M

= [(l - xxi)ek
,
iMi

i = 1

pour avoir convergence :

il suffitque 11-9xiKI Vi

E -1(1 - 2xi <

#0(2xi <2

=> 0<2(2/Xi

# faut donc Od <2/ XN où XN = Xmax(A)

taux de convergence :

ek = (I -2A)"es

donc Ilek112 [p(a) "lleollz où p(a) = max 11-2xi)
1[in

de plus, f(xk) -f(x+) =-e,Aek
donc fOk) - f(xy)[p(x)2

*(f(x) -f(xy)
meilleur pas constant : <= taux optimal :p , avec
EXO 2:

Mp la méthode de Richardson appliquée àlarésolution de-M" =f avec conditions au bord de Dirichlet

en utilisant la methode des différences finies à N points de grille converge pourun pas suffisament petit.

Complexite?

(f)
On considère -u"(x) = f(x)

,
c [0

,
1]

avec conditions de Dirichlet : u(0) = M(1) = 0

· discrétisation par différences finiesi

on prend une grille uniforme: C =/N , K = 0
,

N

on note UKM(xK) , Mo = Un= O

developpement deTaylor:

u(x+ h) = u(x) + nu(x) +u"() + 0(h3)

u(xk - n) = u(x) -nu(() +u(xk) +0(h3)

donc u"(4) =
u(x+1) - 2u(x) + u(xk-1)

42

= N2(2Uk+ Uk+ 1 + Mk-) [h=N]

(*) (E) - N2 (2Uk+ Uk+ 1 + Uk- 1) = f(x)
=> N2(- Uk+ 1 +2Uk - Uk-1) = f(xk)

les équations donnent :

- N2)2U 1
-Uz) =f(x)

N2) -Vi +202 -Vz) =f(xz)

-

N2(-Un-z + 2Un- 1) =f(x-1)



le système discret est donc : MU = F

M = N
2 2 - 1 O O E MN-, (IR)

OI
- I 2 -

O &-12 - 1

O 0 - 12

et F = ( f(x) + f(xn-1)T

· Mest SDP

pour X=(Xis n ...
XN-1)

,
Xo = XN = 0

(MX, X7 = N2[(Xx+ 1
-Xx)2>

,
0

k = 0

et (MX , X) = 0 = Xk+ 1 = XkVk ,
orVo = Xn = 0 donc X =0

donc M SDP

· Application de la methode de Richardson

MU = F

y(n+1)
=
y() - 2(My() -F)

e(n) = y() - U * où U* est la sol exacte du système discret MU = F

donc e(n + 1)
=
f(n+ 1)

- 24

= u()-a(Mu()-F) - Ut

=U() - xM)(()- (*) - V*

= (I- (M)e()
donc la methode converge si p(1-M) <
MSDP : 0 <<2

Xmax(M)

On majore Xmax(M) .
Pour lIXI1 = 1

(MX,X) = N2[(Xx + 1
-X

-
>N2(XX
[4N21IX11S4N2

En Choisissant 0<<IN (ex : x = 4N2 ; 0 < <(2)

Richardson Converge

complexite+ comparaison avec (V
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Feuille 9 exos 1 ,2

Exol:

methode de Garlekin à Acc = b
,

A =(2) etX=Y=span(l

AEKNXN
,

bECN n) /N

XCK"dedimn

Cours : Y C CV dedime

On cherchecce X +q Ax- b 1Y

- =(i) .
" = (2) x=y= vect(b)

SoitsEX
. One= (p) ·

On cherche t a

(Ax -Dx(b)) =0()(i) -(i) , (0) =0

= (() ·(0) = 0

Ex= b
,

Donc la solution au probleime de Garlekin este = (2)
EXO 2 :

MiTAx-Tb i Montrer l'existence etl'unicite

2) donner les conditions d'optimalité au premier ordre

A SDP réelle 3) Ma la sol sidentific à lamethode deGarlekin avec X = Y

f:¢ N

< K

3)IACC-Ebec ,
A SDP

On veut la minimiser sur X Ci
*

et mq le minimiseur est la solution approchée dex = b

donnée par la methode de Galerkin avec X = Y

X = Vect(e, , en) (*= Vect(e, ,en
-- -

BON BON

La Solution de Garlekin à Ax = b est lexEX +qAx - b 1 X
17

Ona = [Gei · Onveut : FyEEl, ne
i = 1

< Ax-b
, ej) = 0 E /[citei-b , eiL = 0

↳ (e ,ej)=bei

= Le ,
Hei) Ci =Le

# Axb = bx,
où Ax = (Lei , Aet)1in [C***, bx = ((i ,b))iinEK



+
*

((0) = ((2
fix

-> 1K

3A-tbe=Ay-Eb

En effet
,

Ebx = ) =bxbreste)) ) =xx

=xAx = ) Ex

a()) :)
= ) Ex 0) ((xx) =xxx*

fest convexe et coercive d'où l'existence et l'unicité d'un minimum

Ce minimum est l'unique point où Vfx = O

Il

Axx- bx

Le minimiseur def est donc lexEX to Axx = bx ,
C'est la Solution de Garlekin


