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Exocs1,3,5, 10

R b(e,xy)=ab(x,y) »IR4 blxy) = x* Py = Znux.yj

b (otac ,y) = b(x,q)
(3A hermitienne tq qp(x)= x¥Ax = ZH\J X ac))

b d:“’xd:

q(x) b(x,x) -
xTAx) 0 et ¥x xTAx:-0 &x=0

toutes les voleurs pmpf’es\o

Mq q(x,\/\ x2+0 \xy-\Q\,’ definie positive + matrice o.ssocie'e( majorer Ixyl / complcter lecasre

diagonaliger la. mo:l-dce_j 2\ Que dire de q(:x,y) = X%+ 2:y4+ 2

¥V(x,y) ER? Y(x,y) €R?
|.'x:.\/| é 3‘-9_""/2 q(:x;v\ =(I+0.05\,\2+ 2y’ ~0.0025 \1"'
2 = (¢ +0.05y)?+ 19935423 0
q('x;ﬂ Y oc2-0.1 |Or.\/| +2y2 q(x,\,) =0 & X +6.05y=0
Y x2? -o.0(x24yd) 4242 et y2z 0
& y=z0 ek x=0

% .98, m%sw OF

Soit (x,4) € R?

On pose A= {o. b) , lo-maztrice associee & q

b ¢
a b x o +by)
b ¢ y b3 +cy
(x V) = (xy)
= &x?+ baxy+ bacy + cy?
= Q%+ 2b:>c7+c.\./"
Donc en identifiant: g =1, 2b=0.1,c=2
=>b=-0.05
A=/ o.os) , det(AT-A)= |A-v  -o0.0s
0.0 2 ~0.05 A-2
= (A1) (»-2) - 0.0025
= M-3)41.9975

~> N -q-4x 1.9 0

)‘n:.= 3 r"' >0 Donc A St/mél-n'quc_ definie positive

les 0 mineurs principawx soot >0 & A SOF
panapav

~>D =10 B, =det(A) = 1.993S) 0

= X%+ 2xy + y2= (2t y)2 D 0O
q;_(x, q.) SO xty=0 & x=-y pasdefinie posttive




31 fl madrice VXV, mq la. Sous- matnae des N v lignes est Colonnes peut &tre obtenue par X¥ AX
(colcol brutal auec laformole de mutiplicadion des matrices/ X= (0, ,‘lrny /(X* HX)L_', = <e,_~' (X*nx)ei)
=<X el, RXej > )

n N
(x*a )().;J' =K,Z_—‘-§__—I ;% e X

Onveut (X*QX);j = F\ij \cli,ji<r\j > YK 2>n, Xye =0
(X"R)(\;;j = eZ SK‘QKE 8«3 L ovec Sk, =! si K= , 0 sinon]
Ke>0

N O e X n A ..
= F\‘J =% o X = S,:,;O-L'j SJJ

X= (1“5 eHN,nCm)

N-n
JX* WP X
R=-fa b c X=/1 0 AX=/o. b (an)(NxN\(an\
de (o '> d e
9 h & 00 g b
. b\ - b
(u oo)(d c) (: >
ol 0 g h <

X::('Ir., ,’lrn) nr,;€fRN
(X"‘HX),;J. = v, A ) = Aig= <, Rej)

x.e. onveut Que YA, Yo, <n <‘lr4£, n'lrj>=<e,;,ﬂe3§
Vi €0, {0, Tnw) =Leg 6> &< ve-e 5 A(wj-€))>=0
—_

» L, VD= Leg,e) ) o x Axe
vk, Aviy= <z, Ao

onveut: £ Xeo, AXejD) = Cep Ry Y, 5 €n

Venfier que (Mlan = sin('lTKnT) K= 1, ——, N~ est un vecteur propre de (l'oppogc'dC) lo main'ce dulapiocien
en dimension ; Ay = QN’(l-cos(‘lTiN.))
N .2
Q" u(x) (probléme: -~ A''(od) = 0D
RSE&QIS: A: U L PfOb
Tis1 oo u00) = M) =0; FECYLo,T)

V: R™~_, R, U:R_yR,N=0U
[, L} discrehisee en [V poirtts (xrﬂ (mailloge sorforme)
U"(DC(\.\ - 2alxen) - Ulxen_y) - OCoxcpsr)
(&) 2 - 0

Kh = —L+_"KJzL, Ulxg)=0 Ulen D=0 Bpy=n2 - j ;%

O\ S 7




#+ 0N veut montrer que
YK,

sin( k= )
Dy x

sin C TTR)

Vi

(-dn xVK), = N? [stn(

TTKn ) - sin (T”‘C_nﬂ) - 9‘”(Mﬂ

)Y}

sin (TI'R —,:,-)

(=) 1)

sin(TK)

N N

- N’[Qsin(ﬂ) -2sin(m"” X cos(ﬁ) ]
\Y] V]

= 2n2 X Ql'n(

g(n( Tl'l:ln )o\, Trlsn

N

N

_) X (l-zaos("K“) )

QN“(l-cos ("T“) ) ~ 282 2N%_ 2T7?K?

NZ
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Exercices 4,6,9,10

Q) A€ R ,mq A¥A symetique def >0 ssi A est de rong maximal M (colonnes de A indebendomfs)
AfAa e eV
(A*A)* = A*(A*)"= A*A
il faut verfier que {(A*A)x, x> 20 VYx€C"\Jo0%
{ A¥Ax,xY =< Ax, R = lAxll” D0

(:o ssi Ax=0 ssix =0 sifest injed-iv‘z(g.c_ les colonnes ot inde'pendmﬂts\)

b) mq si A¥A=LL* (L:4riangulaire gupeh'eureJ olors H(L“‘)" est une maince orthogonale

L adjoint est l'inverse
¥ roduit des adjoirrs .
On calevle ( a(:_*)-')* AL =((n") ALY

=)' =1d

3d 1d

) Appliquer cette methode A=(tn 42) 41,4, €TV denorme 1 +comparer avec Grom Schmidt
A= (AL T

=@ R rnanqulaire superevre
T orthogonale
Chercher L A% A€ €22 (powr trouver la. modnice de Grom; )

om;
f\;<X)V>=L,xL% X‘= Tl V: T
A= [, mYy %,y

xa Yn
M ™M
<'ll'z,'b’l> <'\r2 |'U’z§ (H*H‘ ij = KLl(ﬂ*)A.K nKJ = KLI Fr“ﬁk, = <‘In.'\ %}5
A=(v | )

L=foc O ,LL¥: O.O)O—.
b ¢ b c/lo

a:z= \|<«n,'lrh = =1

o' ol

= ,alq G.E
ab (bl +lc?

b= <'b';) 'U" >
c= V-l an o

L=/ o]
((mz.'u'b \Il-|<an.u,>\">




madrice de rokdion de Givens:

G-(i,j,G)—. | o o) o\ Cc=os6
S = sin®
O-—c =370 | lignesetcolonnes particolansees: i et
(@] s cC—0
0O —0 \

a) interprétation geomerique
on mgarde laction sorun vecteur

G-(.',j,e\ T\ - T: ou x‘:, = [ @se —Sl‘(\e) X
"Il' X Sin® sd )| K

x;’
| # G est lo.rotadion d'angle® dans le plan Uec:i—(e.',ej)
X X ( (ei,€j] hase dicecte)

b) comment dwisic® +q (; - s)(q)-_— (\lo?_+9>

¢c/lb

A ©
/.Co-)b)
' (2, 0) |es(-8) = _* =s(0)
S a? +b?
(0,0) (a,0)
Sin(—S\: b— = - sin('G\
o2 +h?

9 Hq (A = O enmutigliant ot gpuche pas une madtrice unitaire, enne modifiaat que les lignes et
2| \ g ] \ 4’ e .
+ methode pouccoladler la. factonsation QR d'une mairice (ope les 0efs 'JJ'>

A= R R={'o &
| (0]
o4
Ae\-: an
Qg
er\l
l, 30 4q 6(1,2,8)A(e) =/ &

*

o
Quand on effectve le produit G(i,j, 9) A, onae modifie que Qii, Oy, @i, ay



G(|,o, Bn)G-(l,n-l, en_)....G-(l,Q 9,)\A

G et Gy orthogonales
(G-le)-‘-_- Gilcl": GZT G|T=(G|G2)T

(pos foite enTD)
Soit A€ CM™,£¢;. On veut annuler le meffident Ajs
On considére le vecteur ( A4

.D'apres (b), IO g G(A,J,B)(f-\a) = (o()
Ryt Rj« o

Lo. moltiplication @ gauche parG(x,J,e) ne modifie que les lignes <etj. En particulier, dans lo. wlonne 4,
( ﬁh.') est remplace’ par( o
Qjc

Donc (G(i;jxﬁ)ﬂ)j,; =0

o

En répétant ce procede’ pour 4ous les mefficierts sousla diagonale , on obtient une malrice tiangulaice sup. R.
finsi, A6, —.,Gx ¥q Gy — G R =R . Comme cho.que Gp est unitaie, Qi=G¥ —— Gi* est unitaire. Donc A= GR

£0x) = 1Bx- b2 + Mlxl1?;3>0

mq lo. sdution de o= probléme est unique, méme si A n'est pos de rang M.

fest conhnue et ‘@ecive [ £(x) > +0 I
lxll —> +o00

donc  admet un minimom global (A pasﬁrce'mcni-unique)
(exo)

Sott x un minimum def.

Alors V‘F(xx =0

£(x+h) = < BGc+h) -b, Alx+b)-bD + Adc+h, x+h

= () + ¢ Ah, Ax - b> + {Ax-b, Ah) +)\(<‘x, hd>+ <h,x)> +0([hl’)
= fx)+ ?—< A*(Ax-b) + X\ x, h>
V£ ()

Onveut mq A* (Ax-b) + 3¢ =0 admet une unique Solution dans R

V\C(x) =0 <:>< ﬁ¥ﬂ+>\1n x = A*b

’qus Kneaire unique So\

en dim finie ,

injeckive &3 surjedive & inversible
On resout (A¥A + )\Irb‘x =0
Comme Spec(ﬁ“‘(-})c R.
Ona Spec (A¥A) = LA, 4 [ (O nvest posup donc Ainjective)

v = (A*A +7id)x, =0
=\ Axl? + AlxW2=0 =>x=0
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Feville 3 exercices 2,3, 4,5, 8

Mq les matrices sym R 24 2 vp dovble est un sev . Que peut 00 aHendre des up dlune maina reklle sym 2x2

S, (R) = I (o. b) ;a,b,dERY A’
b d

E-3:RCE S, (R); A aune vp dooblc)

si A ymétrique reelle, alors 3P orthogonale +q P'AP- ()\l (o) )
o A2

st /\.:/\1:)\[ alors A= XT3

donc E<= TXxIz; AERT

siP=AT,, X () = (x-2)? savp es+ A(dovble)
donc ATy, AERY <€

E = vect(T,) estun sev de § (R)
vne base de € est (I,) . Done dm € V=A

On peut choisic deux fonctions N(E), dp () € R continvesen £ et T X (8,2 (0F = g~(am) vt
ST NG = X2 (€) , ACE) =AY T(E)

Mg si M hemitieane def pos, alors <x,ydy = X¥Hy produit scolaire
Galcyter B (adjoint de A pour leproduit scaloie o s <x, Ayd = < Bx, tDM)

M hermitieane (de’Ghu‘e posdwc) {x, YonsX My

. 4,30 = x*Mx % 0(>0six+#£ 0)
e XYYy = N Lx, Wy (% = EX)

e Xy XDy = ALXYIM _ _
. {x,i7n= EEMy = bx Wy = t(xrtq)= bitNax = Ly xom

< R.y'x: ‘/)ﬂ = <x) Q\/>M

'=<'x, HA¥/>eud

=< t(‘_ix, QV)M\
<l=§'=ﬁx, \/)eucl
{tAtNx, H"Hy)eud
= KM EAM, MyD Seuil
= MEAN, O g

AY=t'tAM




Mq si B hemitienne def pos et B hemitienne, aors AB diegonalisable d vp aels
(T0d: <‘x,u>n.\: x¥ ﬂ-‘\/ X

A HOP, B hermitienne
(N = A" daas lexo3) » <o, g

On lavle r'adjoint de AB pour g= produit swlaire
( AB)*- ME(AB )M
= R*BEAA' -nB
s A_
In

Mq toute maince diagonalisable est normale pourva cetarn froduit Salasre (commute owec ce produit
Sco.lo.ireJ

A diogonalisable
A=P-'DP
{x,y> = < Pac,PyD euel
Tl existe une base (e, ,en) de.vecteurs propestq Rei =X ; M €C
Tout x€C"s= deompose

X =.Lx.'el-

1=1
i(a:ordoﬂﬂeés
dans la.bose

n
oy = gt
i=1

n
Ax = %Xfxl' e
n —
<Hx) V> = Z. A ¢ Yl'("‘\
1=\
Lo. matrice adjointe doit sodisfaire Yx,y < Ax,yD = <x, A%y

> 8¢ (Zyie) = ZRye
On alwle:

R*p Cz:'ac.'er) = A* (ilk,- xi e:}

0o _ N
b 2_:' )\.’ {)\.'x{)e,' = Z l)\l PJCL'C(

AA “(Zx.-e.‘) = H(ZX' :x.'e.'\ = 2 INilPxiei

(oo bien: A= p-DP
<Px,Py??
< Phy, Pylencl =< DOPx, Py eucl
=< Px, DOYD eucl
= < Px, P(P'DPYY Y eucl
ﬂ*: p-‘BP
ARY _ p-1IDI2P = R*H\



Autre redaction (pas faite enTO)

A diagonalisable, 3P inuersible e+ O diogonale 4q A=¢-'DP
on defai: <x,4Y:={Px, Py eual
On aclwle vodjoitt de A pource produit scalaire :
Sciemt-x,y€ C ™
<F\x,q§ = {PAx, p‘;be.ud
= £ DPx, Py) evd
= { Px, D*P\D eud
={Px , PP'D¥PY7 euvcl
= < x, p- 0“PL}7
donc A¥ - P'D*P
et AR* - AP-D¥P
= P_l DP p-' D¥ e
= PDo* P
= P'D¥OP cor Dest diagonale
- g‘ﬂ
Oonc A estune madnce normale.

Soitpe €V HOP
pE CV*" mangn; <N
Mq P* AR investble + ntre exemplesi A atest pas HOP

B¥ :(P"HP\*
= P*H*P =P*p o
=8

Soit x €CV\10}.
Bx,x =< P¥APx x)
= { APx, P¥x)
= <Ay, Yy awee Y= Px ECV

il existe une bose de vecteurs propres
Cen ,eh\ +q Aec= Mel; A,;GC

n
VXG C‘\J; X = Lx,;eg_
Azt

A%, 47 = Z A X, Ve

of Ps"i[ = ZE‘\I;Q (por def)

A=

dohc Ps'ke‘: = -)-\ eL

A*a(e) = R*Q\,;eb =|Nil%ex

AR¥(e) = A(\ce) = 1ac e,

done B*R (e;) = AR*(el) Ve
comme(e, Cn) est une bose de €,
A*A = AQ*

rd

of P est de rang n, donc lagplication lincaice 0. €"_, CNVesxt injective .

Pone X £ 0 = P £0O
or B HDP, donc<Ay,yd> SO Yy=£0

Toute mmodvice HOP est inverstble. Donc P¥ AP est inuesible.

A=/0o l\ P= (()

I o o
P derang1, oc P*AP=Q
donc P¥AP nlest pas inversible.
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Feville 3 exos: g, 1,9

Hq A= (o( B\ commute avec (o I ) + en deduire sans calowl une bose devp de A

fj o | (o]
Ceows )
l> argumeat ne mascthe O3

siles vedaes P Pas de dim 4
A commute avec (o 1» donc lisse itwasiont Ses SOUS -espaces progres TR(') et R ( ‘)
) ' .

B sous- malrice de A hermitieane. Mq st A\ (A) ¢ A2 (A) S < An(A)
MBS M (B)E — < xe(B)
(designent lesvaleurs propresde, B ordonndes dans Pordre coissant, morvtrer
Ve €31, ——, 03, X (R) <X (B)
& Ay (AY2 284, (8)
NCR) € N (B)

« A (@) = min <x,AxD

lixii =\

xeqg”
-A=|,F ]\ —- ,B=[aii qj
Qji Gy
[ |A‘ " Y K
Tt ¢ 1
L J
f—\‘ + projection Sur un espace de dim 2
\JCC-"'(C{,ej)
L,8-P8 P
RR R L,R"
s/ B- (o..-j) y<age
1558 T,
dans ce @s, onpeot prendre P = (O)
o= (z O)
si B=(mj)i€I I i, —,nj
jJE€EL Y4
SR R\Il ® ar-l'.t\ , donc onpeut definir P'-rReq R"
*R ¥R ~
L isomorphe isomorphe a

+voicaud €



+avdd
. 4(B) =, ie, <y, P*APYD i;?i{‘e <Py, APy ;5 or Puddfie PYP=Ty (mas PPU£T,, POVS ‘lTIm(pQ

yll= yll=! * Wina e
<PV; eyog”
“pv “ = "V " (Q‘U p*P= Ie) ='<f‘wpq,\pce =<V;V>a\e

tPy:ye€®y = F x; vea"}

Nyl =l Nxli= t
donc mio <Py, APYD D A

‘,{elﬁfel y, APy (a)

l/ =

si B odmet X valeurs propres ¢, alors A admet K valeors propres C (2)

Si il existe un sev T = @€ de dimension K el que VY€ F,<By )< ClylI* alors on peut Ruire paseil avec A.(1)

Covd 8)
Q)

3i IYEAE \ foitq
» T €CN\Foj < Ax, x> cllxl|?
si on prend X Py estoonnol et <APY, Py =<By, > et Ry I=lac ]

F’- P(F) sev de dimension K
Vx € F', <Ax,x>= {RPy,Py

= <By,y?Y
gxqufl < cuyl:I2
<clxl®
C'.)SMSi B admet K vp € C , 00 peut-irouverune bose atonormee des vecteurs propres de B : , f

+q <BE £ L C N Yoz, — K

F iz Vect (4, &)

Ux €F, <Bx,x¥ < Clixl?® (venfier) L Autre redaction ]

B est une Sous madice pancpale deQ,
F' =P(F) ~ Ux €F’,{Ax x> < Clixll® il existe PE My o () HqP*P=Tp
¢ ) B< Peap
si i n'odmet pos K vp<C A (M) = min  max { Mx, 30
(cl) ,erA base de uvp £C gﬁ\:‘lf:i T‘E‘F‘;‘
x= e —5<e,x> = Z_ A (A’ 4 7 Xi(A)xid donc 3F < @2 +q <By,y> <X yW®
«<K Ok WEF .o VX€F,3\/€F+qx=Py
je pose V= Veck(ey, ,ea)  dim(V)=n-K+| pour €= ¥ Py; yEF]
Nx€V, <AX,xd> > A lzll® DCllxl or { Px,x) =< Apy, Py
=< P*APy, \/7
=4{8y,y) £ cwyl?® £ Chx)rP

Gndosion: (AiCA) < N (B\) %8 € moxdpx, Xy < A (8)
On pend C=>~;C83() (:;e\t;‘

B odmet L up C =2> A admet ¢ up <¢
= N <cl= A8

4+ cor ono ocdonne’
w[g: up de @gon qoissante



Mq Z ;|2 __2'_ I(Fx)K

“" -24-'lTK
s i 0
* F(’q k= rTée X" e Copnle lh ST o venones

WECO 3 = ZIFOUK\2
K:‘?_| n-1 p.t b‘. ‘212: ZE

- . K' - .
L I T A T

n-1\ n=-1 .t
_2,.1'“(, + 2,1 K;?
- Z Z: xje ~a ij\
N K=0;=07':
aw( p-y)
2 .l DK
< xJac,
n-\ TI'
oo 2< K
su \
A L
pJ=°
no. .
n-\
=2 xx.0 = |IXIP
n J=°

(FOp= | e *T % xwyae)

N

_ 2.1 res
= 24K =5+ _—‘“nﬁ
? e _nL e +C

F(Xg ) = ' >
n o J7Pun (K-03/N ¥ TCK+V)) /v - T oy /N
- ~ -+ <2 { =
= _! /}_ c_a:.‘“ T Le_a ! > or Z_c-z =[N > ?«:?N)
2\‘—;\_[3:0 i=0 g=1 0 sinon
=N st \("EOLN] O K=\ =W ssi K=N-1

= M— (Skﬂ + SK,M.B = 4;’;(8““4- SK)N‘D

2N

donner lo_+ransformee de Ruder disaete dex; = cos ( ﬂ)
K€ Fo,

,n-\'ﬁ
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Feville3:9, 11  Feville 4:6, 14,15, &

Hq si A commute avec T (est invanaste po.r-\mnslo.ﬁotﬂ alors A estune matrice cumotacte
(représentant une  convolution)

A commute quec T & Aest une matrnice cumulante
(A=Z—aT" (REQLT) T Iv) )
=0

incivsion

MR- T oxTT8= T que TRT =AT

atm CCT] =N (on aune bose donnée. par (TO,

) TN-') j

X1 = X .1 (racines simples, done Clesy owssi le polynSme minimal (de degre N\) poOC Mq
T=/0! dim
\\ &CT)=N
| ol
AR .
ag ("= 2‘11 Lo, ZoyTH g = Qj-1
x a4
Q.
Q;

Si A commoute quec T, alors A laisse invariars les 30us espoces prores T
donc A=P-'DP o6 P envoie lesvecters propes sor les vecteurs  de la.base anonique

ona N'facons’de
Mekre les up Sor lo-diag

dim®

+inclusion ~7 les 2 sous ensembles soat eqoux,

A= arnr

AT=TA = AT =T"Q Qa,_=ai&
donc Aen = ATNey = T*C(Rey) =(Peo) ¥ en So

ict, (eo, ,Cn=) designe lo_base @nonique de QZ/n?‘ Reo = teg=




Dooner la. madrice representant . la. transformation
) xi 23+ X _ Xy —2X; 43C4
(nx)J = = \"'q i* Xet (1) / (““-BJ = g ’)z ? . (methode
( /n des difRrences Raies)

Appliquer le thm de convolution. Donner l'agymptatique pour (KL <K I + irderprétes

AX=-a*X avec a= 'ITC" +L € +_‘L(_c. (+am convolution: F(Ax) = F(arx)= Fla)F(x)

Nk
F(O')k =2 e N Qd

v i=o

~22MK 2mWiR

' —

=?N(_‘q_e_ ~ +L2*_‘?Q_~)=;‘FN(|+COS(3%<_))

N- 2
Rx)g = T e 2Ty - Fleeg) = F(€) x Flg)
N j=0 - UFCNN2 = 0 NECoN?

Farxl = Z=C(1r co3(2M9) FX0o

O B R s 2 (8., -280+ 8D

(MJ ) (>v/ 2) J (2N 8. or =t
N
F(aﬂ :FCQ.*Q:) = T () FCx)

az ‘_(e|—2e° +e-\

(™7 _H\' Rk

Flo)y g = (c"m%‘-J_w:z N): 2 (cos(_z%g)_|)___ 2 -t 2Trl<)’ = -K?
(aT/v)? (2T (T"/N)z 2 N

F(#)(K) = - R¥FCOK)



Rappels : onditionnement def
aﬁﬂﬁ*(ﬂ = LAl R

ex: 1Allg = ma.xla,u\
AL = 2 aye
Godcoler les vecteurs er valeors gropres de lo. modmice (o
o &
Calcoler le @ndifionnement de la. madrce des vecteurs propes

“(e) *=(7)

Spec(A)=fo0, €3
Rei=0 (e‘\lcd'eurpropm poour 0)

ﬂr:(i‘ ) Cawrtre vecteor propre 8)

P - | \ J P-( { '£-|>
o €& o g

NPl =, WP g=E"

co(\d CP\ =&

. u a (radrice rPosogmhb\e,“)
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Feuilllely Evos t...3

Mq les valeurs Singuliéres d'une madrice soat invadantes pas mottiplicotion o Qauche ov a. drotte par une movice
unitaire. Mq ce atest pas e cas pouc une malice octhogonale (rectangulaire)

Rappel: les valeues Singuliéres Sont { {x;x € Sp(f* Ay

Soit B€ CV*™ A ZUBU* o5 Vet S sont unthare
SoltNE QN‘H (oo d‘.ww) vnitaive .
RA-RUBV* RU et V¥ r sont unitaire

~ B ne change pas

.[ray*TR= A*T*TA- A'A
= Se((re)*(TA) = Sp(A*A)
et (ATY¥Y AT 8*AT
= PDP™ d'od éqalite’ de spectre

Mq lo. plus grande valeur singuliée def ne peut pas crom: ( (esp dmm)
Set A€ ¢“"‘" loquelle 00 ajoute wne colonne, A €M
Seitx € " +q lixli=!
Alors %=X\ €EN*" et 1l =
xn
(o]

-~

De plus, Ax= Ax

Rinsi: Vy= iR cl; e €CV et o=y =V ;= § WAL 1:x€C™} < Vo, lAel:x € €V extoclt=(
D'os min % min e mar < max \oclizi
N Vwat V(\ Ve

§'= min L A*Ax, %) = min (A l*
Well=l Ix =1

VP, singulieres, det, apnditionnement de ( Yoo © ), (loo (v )
0

(6) (00 () 10

pooc B= (Yoo O ‘ o
(9} 100 - B¥A-= hi-.': ((OOOO

det Q-1 O 10000
\JP:E '/|°°, \003 ; NS =f‘/l00. \(b}

100
conditionnemedt: Lan, 1A'= b () = |loo io 000

& (”)

B:(loo 0) ,def(B) = 10 000
o 100) SpCB)=Ses(B)}lo0}

K(B) = °° _ 1
00



Calauler les Vs d'one malice N x2 de 2 vecteurs detaille N nocmalises
A=(ale) AECM? €V eta €Y

ST (CJ ¢ (o o)

ci? GG

g g2
l < Cll CL>

<C)_ ,CO l

)L(Q# ﬂ\ = (\(-ﬂa-lvP:O
= (x-0% 2wt
Sp (A =§1x (yl]

sin-usvFe @ V™ BV
#q B= A(AY Ay
Colculer (1A-Bll e+ UA-BUE + comporer quec lo. factonsotion QR.

Soit A= USV* et B=UV¥

a(a*ny2 - afvsy<d"
S ARV SV
=y\v*:=8

Na-8 - Wa-n(are) ™
= WA (Td-(e*e) ")
= | 0(s-TIVA
ona IA-BU = (§-Td(l = max} |§CM)-1]; S;(R) CSpsc@) ]}

Pou \a. nocene de. Frobenivi: WR-Blle - (Trre™s

(L( s —l\l\"

14,8

Hg 0 = GH @ orthogonale et H WOP

A= LBV*

p* A est HOP

et A*R:= PSP (+ Exos 12, 13,15
= St = P-'a*af missing)

= 8% - U¥A*pQ

Supposons A= USV* = QH

P«"(-\ H¥QF QH = HfH= W2
- a¥a: P3e”

-ﬂl—\:: p s|hp-l

H= (H“ﬂ ) Q:= UV*
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Feuville Y exos 9, 12,13

Hontrer par seke de Neumaan. que ( \ 8) est mvasible pour € soffisament petit
€1

+ donner gon {nverse SouSRyme de Seie. M question poor ( | s)
£ 2
The: 8,8 € C"*7, Ainversible
Si uen<!'/yatu , aloes (A-B) estinversible ot
(A-8)-'= (Ci-8A-)B)""
= 8'C1-gn-9""
=A-' (1+8R-'+ BR-'BA"+
= A',0a-'GA '+ A-'BABA-%

(n € =Rg, £50
£ 1

Pour EER ,ona: B = T,+Bg o0 BE‘:(O £>
E (o)

)

Done i U8l < Y/ o fAgesti i
o i g ¢ /“'I,_ll alors B¢ est inversible
"I,z"“ -_llI,_Il =1
Be*8c=/0 €\/o €\ =(e& o
é (o] a (o] lo) EZ
donc UBg =z (E]

donc si leI< ! ona Ag ioversible et
-t -1 2
Bs -_-.l-2 (‘_‘[1-884-88 ):Iz—eci-eeai-—

+od
- 2 0¥ Bg_R
K=0

det(ag) = \-€*
gl [E1 <l on o det CB)SO

Ag's ( ! -e)
-g2 (-g¢ |
400

+00 +®
ﬁg-l = Z2_ eHl BSK = 2 B;K"B; = Z._ enkIz-Ez“ﬁe
RK=0 R=0

Ke O

- K_Los"‘cz,- Be)

(E oY ()

8= €T,
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Introduction qu calcul 4dnctionnel : exercices (,2,3

A, Pz Lo, X*, PeA) L_axf®
K20 K20

bot: determiner e spectre de P(R)

Sott A€ SpCH) ,T#0 V.p. assecice . Done Ax=Aoc

APx =x=Px

A%x = N
Note - (poour awoir ridee)
si A dicgonale,
AK!.: )&Kx D= N R P(@: PC/\O
Done A X = Z}_cq(x"}:r.: P x \)\3 \p(,\n\
K20
Donc. BCX) € Sp( PCAY)
Hyp: & diagonalisable
On erit A- @'DQX quee @ iaversible
O diagonale
e(a) = Zax(ao@)"
Ko
- 0 Za®)Q = @70
Ko = a diag(P), ——, PO)Q

Done (g e+ P(D) sort semblables

Donc p(KAY) = Sp(PCAY)

donc Sp(PCAY) < T P(AY; A SplA) Y
résottatunai quand A est pas diagonalisable

D) PCA) = QN YA € SpR)
Mq P(A)= QCA) si A diagonalisable.

f =00V aue D= diag C‘\d.‘::(,_,n
Rloes P(A) = U PCO)U-0"'QC0IU = QCA)

(PO\D =Q(N)
\ PCxn)=Q(AR)

+ Contre exemple si B nest pos diegonalisable

n=(o | (0O sont les up, A nrest gas lo-madrice nulle
O O/ ~A nest pas diagonatisoble.
Si PCo)= @CO) Ceg.P=3%,@=x) , PC(R)=3A= A=QCA)



3) Si A = P'DP et € une Raction
on defort AA) : = P'diag (€O ) )P

(Q)(A)= P diag( (FgHea)) P
= diog (F(r)) aiag(gCan)

Spec (o) = § £ ; NE Spec(R) §

) A HDP, fCA) HOP?

vrad ssi F(x)> 0 YA €Sp(R)

# Si on diagonalise A en base orthonormee : A = U*DY  alors FRY= OF o) U
¢

diogCA() diag(f (AD)

2..) “'FC'“": maX ( ‘ = MNOX l'pC/\\l
ME Spec(FCaD) 1 A€ Spec(R)

2
Y A —— A AN —5 F(A)  poor £ continoe

N\ —>+00 N ——34+00
a) Supposons £ polynomiale (FX) = XX)
Les @efficientsde Afdsoat des expressions polynomiales en les coeffs de ﬂn'f
donc ils dependent cmotinument des meffs de A.
( HuCe) — M, (@)
A —5 A% est conhinue

Donc An—>A =>An —5 A"

Y€ e CCD, I inteualle Rme ,

i\ exismunem'rte(pﬂp,odepolqnomes tq  sup 960-g 0] —5 0
x€1 3 —> +eo

Soit (5));y o, @Wergeaat vess A, Alors Yj, Pj(AR) —> @;(A)
! N —>+00
£C80) = B (B + (F-PP(Am ( par lethm)

Ona: If-g)(amll =  max 16-g)N|

(ontre que €(A)

est hermitienne)

A€ Spec (An)
{  sop IE-edN] < sup (F-es)Cn)
C-UAalL, NAN] X SUTRNT Iy
L &€

32jo(8)



On MEAp) Ricps (R AEE(D) (And
Ona llp; (Any-p3(A) Il <&
Si j est assez grand (en fonction de €)
gs CAnY - F(AN £ &
L p; (M) - £ L€

gooc L £(pm) -FCaON £ 3E

0 ?‘i—Tr (ac)*)

2 Az 2 A Acy)
ot at
= RA'CL)AC) + ACL) A'CO)

_ﬂE_ ACLK= 8 A(OAG) Ace) D' Les madnces ne soat
o ot

pas cmmoutodives

= AC). A 4 ACY. A1) A2
<=

. 2 awamae)
J=0

« A" aY e

& (-q X X'Pn.y‘ =( ('plx Y'pn-r\"p"‘)’
= ('p\ ¥ X ‘Pn-t}’x €n s+ fix— ’('Fl'\-\ xfn’
<'F| X X pn-zB,K foo, + £ x xfo-z *fn.,

Comme. Trest Une applicxtion lindainer

K- i ? .
Tr( d ace)"‘) - _l'r(LﬂCl:)j B A " ‘) = K. {(A )

3t ico

-

N :TP(n(a)) 74 £ (AR (v
CLB e(x)=x2

9o QY= ACH AYCE) +A'COA

ot

b) €' CACRNA(E) = 28 ()ACE)
@) = (b)Y & ACE)AYE) = ATCLIARCE)

(—‘CQ:(:: 23 a'co\z(?s)
GCO):(l o)
o O

88 Colz/o O A(o)R'Co):= /O ©
| o e



D10 0/53/26 = Missing: TOQ

Exos :2,3 4,5, 6,8 | Feville G(Cajcol Ponch'onnel3

i = - Hz:r.
x’(0) = 0O o poor Sol 2lk) = cosCALY Xy

(ol RD=Z— anz" , FEA)= Z_aak A"
Ona.: xCl:}:ms(l:F\):xo n30 n>o

%(E) = -Asin () 9 fA)= L Qnnk™ A"
£(E) = - A2 cosCEA)Xo ot n3

(on change l’-‘naannu)
X(L) = ( x(t)
x (k)

(3 (3 (o 3)2)
(3

( On o donc Yequation: ¥(t)=BX(H)
X(O)= (xo O)
a. poor sslotion:  X(&) = et8X(0)

Soit X(E) une solution. Mortrons que k —s e t8X() est mnstaate.
ait [et8xce)] = -BeBX(L) + e 8K ()

Mq Veponentielle d'one maince anti- hermitieane est onitaire
ona: Q* = —ﬂ

»*_ 1 o ¥
(expCR))*= ng\.“)
=2 (a¥®"

nzo n!

-z %0
n)o nl

:cxpC-ﬁ)

=(cxpCR))"



Galculer exp( e@‘) )

o) Par diagonalisation

= )é*'l
SPCCU-: E'JL, ':j

T2y AE) e () ()
)+ (2) o
=) (7

<) g

T (on peut prendre
le conjoque

car I & valeurs relles )

J=P, 0)\P,o00 P - i
o -« | !
P= - x A £ )_ \ -£ |
2 -1 T T2 <
<0
donc ¥ p-’et(o 4P
= P"(C"e O\P
O e‘L‘t

- é(: *') ( f&e%)(_; t)

»~

it e""") ( it _&)
- —\__ ic‘ct _A:e-l'.k. - | - _L ( + 4 € -
2 | enk -t Co 2

= os(k)
sinCt)
b) Par sere entiere
2_ _
J - :[2. n Q.fN-l 2n+!
Doncetd= 7~ " g ) J
n%0 (2n)! o (20+l)|

= os(K) T, - sin(t)d

= ast -sint
sin & cost

"Al(c'l+ c""‘) [ et o<t)

-s‘o(e)>
os(t)
( e™ - 2"

cos(x) =
sin(x) =

Ime < )

d) &. differentielle assecie.

J
* Cb = -CEJ
ot?

cgsoudre: (k) = - x(t).




Mq: exp(A+B) - l\‘:\o(oexp( A/n)exp (8/n))

| +X\" = ﬂln(|+1/n)
( n = c“cx/n + °('/nﬂ
(e Ranctionne - ex+o<l\ Cx
pas pou les E—
m&h"\ce;) S
_;b\-mule,dubmom&
L N too
1d +_P ";)’(“)_'_nﬁ 7 o
n K=o \"/ " v-o K
B 2 D) B SR C.C Cn-Kal)
nt¥ | K Kt (n-K)! nK KL w
(:u-(:—¢)(l-i) (,_(k_.))
n n "
+c0 n l
. _L((K)Wﬂm Ak
On a.la majoradion: 1A% (| £ ((AUK '
an, = A JnCn 0 (n-K D) |H-'ou(-qoe; Qn’“r\_em I/K.l
- - (k-0 e ll oo,k Su €
£ JI-(T(D(I l/n) ( )M a> K +q > UK<+°°
<! | (+vm cu dominee
TR
o Uy=—t- — A" (l

2 U= exp(llﬂ W) < oo

donc (Id . GTY% exp(A)

& n gmd(o“o
l\] R(‘n')
BEAE AT

(Id + F\-I-G * R.3 ) avec (IR Cn)” \< Cc indc'pendo,(rh de n

n (n) o
donc (‘3’(9( P') cxp(ﬁ)> :(Id+ 9;6 + an )




400
En repennant lo prevve: 4 ty ¢n n(n-0

(n-K) A+ Ro R
R=0 ok K! n

K R c

pour un K Axe:
hyp de dominadi on:
R K Rn "
IR+ R) UL N (ReRa)N
(e« 9)

T independente cen

pv ok v
donc

N
Cn)
Id + 406 Ra S5 cQ-rB
(») n 0 —>im

2) €n deduire un schema numenque de Ssolution dex = (A+B8)x
dans le s 06 Cxp (ER) et exp(tB) sont fhciles o @lwler

J(V=By@) , ke (3, 2w
AyY € [ax 2me ]

n

s
o 2



T0ON 13 /oy/2¢ Missing: TDI2

Feuville 8

S0P, mq lo methode de Richordson sridentifie o lo- methade do grod(etﬂ' euC lo- minimigation de _‘iac"'(-\x -bx.
Trocer [allue des courbes de nivean« iteres de lo. methode degrdient .
o 2/ ? Touxde conwergence?

+ notes: f(x+h§-_ftx3+<v'(-‘('x), hY+oCh)
T =L dxwh, Al 4)D - <b,x+nD = £x)+ JE (¢3¢, ARD+<h, XD -<bhY) +och--)

Solt A EMnCR)une matrice définle positive
On considére £6x) =,'E, xTAx - bTx

Vé(x =5 AT+ M) x-b [ grodent dune focme quodicatique T
= Ax+b

Ly, = Xk - A VE(xg)
= X -dCﬂxK-b\
= XK +°l(b— Axgj
or methode de Richosdson pour resoudre A =b est Xy =Xk +ot(b-Rx)

lemin X* veifle VF(x¥)=0 ¢ Rx¥-b=0
=S =A'b
On o= y =X -x¥. Alors
) = Rxr) 4L (x-x%) " ACx- < ¥)

= {{c¥) +é\fﬂy

s Jone base orthonormee de vecteurs propres () owec Bl = At , O N E
si V=4:%T yoMe, dlors yTAy = Z 3.2

L=

£An

donc les courbes de nivecy Fx)=¢;

[a)
2—_ Ay2= 2(c- {‘('zﬂﬂ

L ellipses centrees en ocY
plus allongees dans laditch on 11t
assodiée o o plus petite valeur proge

On pose ey =Xk -x¥

ek4l = Xyt -xF
= Xk~ of (Aagy-b) -x¥
=Xy - Al ~x¥) ~x¢ (PAxr=b)
=(1-otM)ey



n
Dans une base devectews gropes de &, ey Z'_ ex,i M
L=
Danc ek =&n‘dﬁ)e\<
= L Q ‘Ol)\i)ek,g“a:
A TS

il suffitque  [1-ani\ <1 Wi
& 1<l -an <
& O Kani K2
& oL a2/
T ot donc O<uo <2y 06 Xy= AmaxCR)

ew=(T -8,

donc llekll, gf(oo"ueonz od  p@) = mox l-atni |
1 €4<n

de pWS, Ay -—P(x*):‘?c,;r Aey

donc Oxy)-€lxr) ¢ P(oc\ 1“(«1& ~Ax¥y)

meilleur pas @ostaat: oY= 2 , Jaox optimal: P*’: K-t , QNec K= My

—

A+An R+! M

Mq lo méthode de Richordson appliqueR g lo.resolution de -u” = £ auec conditions aw bord de Oiachlet

e utiisant lo. methodedes differences finies ol N points de gille movege pourun pos suffisoment pelit:
Gomplexite'?

On considére -y (x) = x), x€ Lo, 1]
avec onditions de Didchlet: o) zaN=0

on prend Loe grlle unidorme: x¢ = ¥/, K=0,
o0 note Uy~ ulxyg) s Moz My=0

, N

Mgt = M) +bh W) +L;_ A" +OCh?)
Alocg -hY =0l -h A xe) P81 AuiCeey) +0Ch3)

donc M"(QCK\ ~ M(f’c&(-\-l\ '2:1-[:!0 ~ ALleK-0)
h

= NZ(QUK'!'UK*,H- U.K_D [h:‘(N-_l

& —N2EQUKH Uy + UK-D: FC‘.nO

L N1("UK-H +2Ux -Ok-y) = €Cey)
les dquations doanneat:

[~ N‘( Q.U\ —Uz) ='pcx()
N -U, +2U, —U:ﬁ =€Cx;)

| N2(-Up-2 +20n-02FCxeyy)



le systéme diserst estdonc: MU=F

€ My, (R)

et F:((-‘Cxa,

Pour X=fYX,, N_l,XN-J , Xo=Xpn=0
<HY)X7 '—'NQKA. (YKN'YK\q >,o
=0

et MY, =0 = Yka= Xk VK ,0r¥Xo= Y = O done X=0
donc M SOP

MU =F
™2 0 _ (MU -F)
e . U¥ o6 U est lo Sol exacte du systéme diserst MU=F

donc eSO U™ e
= Qg (MO ™-F) -U*
=u® _y N(UCM-U*) -u*
= (T-ott) e
donc lo. methade movege S F(.-L -at) <1
M SoP: O<u< _2
Amax (M)

On majore M!’;}CN\ .Pourll¥ll=!
MY = N2 D (Xgar ~Xe )
R=0

N~ 2
gNlLQCX{«\"'YK}
K=0
duwruxi? <yn?
En choisissant gl Yan? (cx-. o=/n2 ; 0< c<'l:_)

Richardson @moverge

mmplexite+ @mMparaison auec W
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Feville § exos 1,2

methode de GasleKin o. Rx=b ,R:(l 2) et X=Y = span( ((‘)\)
3 4

AEC™™™, beCY n<d<wn
Xcd:Ndedimn

Cours: VC @ N dedimn
Oncherche x€ X 4q Ax-b LY

N R ©

Soit x€X. Ona x=z [ *1). On cherche x tq
o

e e <(2) () oo
@ <z {3 7=°
& xz=b,

Donc la. Solution qo probléme de GarsleKin estx= ( :,‘)

min LxTAx-xTb yMontrer pevisteace ertynicie’

xcX 2 . et .

1) donner les rditions doptimalite’ au premie ordre
0 SOP reelle 3) Nq lee S0\ sidentifie o \o.methode deGosleKin auec Y=Y
£ C" 5 C

X 5 LExAXx- tbx ,A Sof
2

On veut lo- minimiser sor X RV ot mq le minimigeur est lo. solution approche’e deRx =b
donnee ror lo- méthode de Galerkin auec X=Y

X = \’Cd’(c., ,e.—D d:Nz \ch-Ce,,

:QNB

Lo. solution de GosleKin & Axzb et lex€X +qAx-b L X
Ona x = Z_Gei.Onveut: VWWE T s Y

iz
{Ax-b,e;7 =0 & < ZLciRei-b, e;5:=0

& L cidbe,e¥=<b,e;)

L=

& Lo, Aeda =<e,b?

&> Ryb=by, o6 Q,=((ci, “°3’\-<-'.3\<n EQ™™, b,,:((e‘-,b)\ ec”

1< n



00 (¢

'F=)(_) IK

X L ExAx - thx = x Ayx - Ebyx

-
2

2
En effet, tha= threste ) = Y x
o
tehiez( [z ] 0)/ny |
| e 0
(=1 0) (ﬂix - bxfAx
M

Fest mnvexe et cmercive d'o0 'existence et luhicite’ d’on minimom
Ce minimum est tonique pointos  VUF, =O
1

ﬂl ‘32- bx

Le minimigeur def est donc le x€X 4q Ay X = by, Cest la. Solution de Garlekin



