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Rappels:

Loi d'une variable aléatoire P(X = X) pourx- + mode dex : lex +q P(X =x) soit maximal (strictement) si il existe

Esperence [xP(X= X)
X

Variance [[(X-F(x))"]

Exercice 1 :

Y Yn ~: id Bernouilli(p)
p[vi=0 = l-p P(Yi= 13 =p

Si = Y +-+ Yp ~ Bin(n, p)

i . e. P(n = 1) = (i)pk)1- p)n
-k

*
somme de variable indep de in loi

Fait: Sna la même loi que 25n-n => Sn+~Bn(np)
2

/ ala même loi que24i-1

(n+k)/2

P(Sn = k] =P[[Xi = k]

p(Sn =
k) = P(5n= 7 =

Si-p) sinon

= [P(X,-,
Xn = (x, -,

xx)]
X11 =,Xi

+q[xi= K

par indep = [P[X1 = X1] P[Xn= Xn]
Xx- XM

[Xi = K

= [P[2Yi-1 = X1] P[2Yn+= Xn]
11

= [P((24i -1 = X11
, 24n =xn)]

="P[2-n = k] & formule des probas totales PSA)= PCSW

Xk = aYk+ b(transformation affine

siYk = 0
, Xk = -1 Eb= - 1 (voir probas) donc XK = 24x - 1

siYk= 1
, Xk = 1 =) a-1 = 1 za= 2

7
3) E[Si] =2

+ E[Yn] = MP

= 2np- n = (2p-1)

· linéarité def : X variable aléatoire réelle
,
a ,

bCR
; f(aX+ b] = af(x] + b

E[f(x)]= [ f(x)p[X = X]

4) var(Sn) = [ (k- 12p-1)n) P[Sn= k] (formule de la variance(

(2 = k(k - 1) + 4)

Snw25 - n

"
Bin(n

, p)

· prop de la variance : Var (aX+b) = avar(X)

-> Si Z, , Zn indep , alors Var (2,+ + 2n) = var(2, )+ var([n)

-> Sin ~ Bin (n
,p) ,

alors Var (S)= np(1- p)

Sn = Y, + + Yn toutes indep

Donc Varn = nVar (y,)
=
[5(-p

= (0 - p(2P(y=0] + (1-p)2P[4 = p)= p(-p)

= p2(1-p)+ (1- p) p= p2-p3+ p-2p2+3

var (Sn) = Var(25n -n)

=
22 var(n) = 4np(l- p)



2) Con cherche le max de lafonction P(Sn= k) (
9k=

(Pour quel K P[n = 17 est maximale(

->tableau de variations"

(pour quel la- +- on Pk+1 (x) ak = (i) pk)1- p)n
-1

Soit OSKn , on a:

91+1791Si

=>de
(C

H ! pk(1- p)n
-k

k !(n-k) !

=>PETk+1 1- p

# np - kp)k+ 1 - (k+ 1)p

E)(n+ 1)p> k (x)(X[(x) + 1

kinax = ((n+1)p)
Donc : 90/91) <

Kmax
> 9kmax + 1

et 9kinax+ 17 9kmax +2 ] 79n

Donc le mode est kmax + 1 = ((n+1)p)
↓

de Si

Donc le mode de 25-nest2((n+(p) - n

~
2n+ 0

2

5) P[S2n =0,] = p(52n =n]
21

= nP(1-p)
trouver l'équivalent :

(is)=-s !
Formule de Stirling nivt(e)

( =

2n !

· InTuAFin

-

P[Szn =0]+(4p(1-p))"
#

,
si la variable est centrée
le mode est G

p = 12 -
1

-

Mit In
la loi s'applati·

p 12 -> ch où c <I <
-

>

int g

· Ineg de Bienayme Tchebychev

Si X va réelle (qui admet une variance

alors P[IX-E[XJK J SE2Var(x)

· Markov : Si X v. a. positive ,
P[X(77[E[X]

t
= E[i(x) + 4]
(= 0 . P(X(t) + 1

. p(Xyt)35]] f

et M(x) + 2-Si Crapa
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Exercice1 :

Atribu de 1:
- 0,

REA fcollection de parties de
, algèbre d'ensembles S:

- VACA ,
ACCA -D ,ret

- VAn)neinEA, YAnCA -VAEA ,
AEA

↑ unions dénombrables - VA ,BEA , AUBEt
munions finies

& =30
,

17 , Ay collection des Ja ,
b] avec 0[a><I

1) Mp Aj est une algèbre d'ensembles

· 70,
07 =EE

· Soient A,BEE

alors 7(Anloan et (Bn)onM avec An :

An
, Bi intervallesde la forme Ja, b]

AUB =(n) UlBn) : c'est bien une réunion finie d'intervalles de laforme]aa

· 0 [ai (bi (az <b2 (enBobi
Si A est de la forme 30, 131uJai , bi]

()A= ai , bi] avec ai bi(ai+ 1 =
NJ0,

13 1 Jai , bil j =I_ 1 In
En

i - Ei (( + 1,-14
Alors A= Jo, aoJU . UTbi , ai+ 1JU] bon , 1] = J0,aiJU] bi . 1]

formeJai , bi]
Int Ii

En fait, toute union finie d'intervalleJai ,bi] est de la forme (t)

(4) A = VIx
XA ↳ l'intervalle max contient

9 [X
,
X(A)

2) Matopas unetribu

A = U 30
,

1 - 2
-"J = 20,17 to

ou Attent 1 .. -- =
(infinitéde composantes connexes

3) Ai : collection des elts qui sont une union dénombrable

A, tribu ?

Ai pas une tribu car [14Al = (UJ0 ,
1- /n]) (A, pas stable par complémentaire.

EA,

Exercice 2 :

(n,)

atome def: élément deFFQ
necontient aucun ett de Fautre que et lui-même

1) def d'un atome

(xF ,
x = 0 ,XxF((q,

x4
, x(X]

# EFest un atome si :

-VA'EF
, [A'$, Af AJ E Ada

- VAEF
, A'C AE [AtO ou Al= A]



2) Mq deux atomes sont disjoints

Soit A, B deux atomes distincts (AfB), montrons que AlB = 0

Sinon,BCA
,

donc AMB = A car A atome

#0
Similairement,BEB,

donc Al-

ARB= A (i. e . ACB)

AnB = B (i. e. BLA)

Don A = B contradiction

3) Atomes de BCIR??

- -
,

A ens de parties de Les atomes de BCR) sont les singletons.

w(t) = nT -XX, SxhEBCR) = [X
,
X]

↳ tribu Ttribu

engendree TA -
si A-)B(IR) et A [ {x4 , alors A = 0 ou A = Exh

Donc les [x4 sont des atomes.

Si A atome,
alors A0

Donc JxEA
,

alors [x4[A donc {x4= A
#0

4) décrire &(1) (Si les (Ai) sont quelconques)
Soit (Bi, B2) = (A,, Ai

, Az,
Az

, ) (On arajoute les complémentaires(

On prétend que :dat Bi :InanNo
Ici , A partition
a(A) = A =GI(1-n)(

preuve :

· ACM car lesAi sont des unions finies d'éléments de

ACT

· et Atribu car :

-0 , REA

Ti
- stabilitéparunion dénombrable :

SiBEA', UK
.

Alors UBK= i
KY,

"UAi
IEIk montrer

Si BEA', B = UAi -> par double inclusion
iCI

Alors B=i=Aj = U Aj
iEG , m,192I

5) Atomes de SCAI?

Les atomes de T(A) sont Al · An

Soit B atome de(A)

Alors B = UAi ,
avecI0

iCI

I91,- , n 3

En particulier, Jitq AiB

A
tatone

Donc B = A

Inversement
,

Vi
,Ai et si U AjAi

jEI
Alors J = Siz car les (Aj) distincts , donc UAj = Q outi



Exercice 3

Masse de Dirac

XEIR , Sx est une mesure borétienne définie par : VAEBCM) , Sx(H) = !Six

(pi)neIN suite de nbis de [0
, 17 ta [en=

n), 0

(Xn) ne IN suite de nbs véels . M=pix

1)M mesure de probabilité

On doit verifieru(t)= 1

M(R)[Pnx()=Enn)
, n

2) Xv. a .
de loin
.

Soit UnUnif([0,
1])

On pose X= inf(x :m(2 -a
,
x])

,
04

2= IN

Pn = 2
-

Ton,1
, pi = 112

, pz= ....

[in = [ 2"=2

= (sériegéometrique)
n= 1

M =[pnSxn= Si

fd(u+v)3) Espérence de X : (
=fau +(fd)

(XdSy = X(w)

(Xam= (Xd)[PnSxn) =EPn(XdSxn

4) Variance deX .

= [PnX(Xn)
V(x) = E(X2) - E(X)

= [Pnx(Xn) = (Pnx(X,)
5) E((X1) < +o) X est intégrable
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201 Xv. a .

MSo, 17

6) construction de X

(50, 17
,

BISO, 13) ,

Lebia) . 150, 17)
Leb ([0, 12)

Unifsur[a, b) n (Sa
, b)

,
B([a , bT)

,

Leb). nSa,
b])

Leb([a,b])
=b- a

Exo: Silen) ni.i . d . de loi Ber(1/2) Alors U=En unifo,

PX rationnel ?

1) XxEQM[0, 1] on a que IP(X= x) = Leb({x4) = Leb([x,x]) = 0

par union dénombrable d'ensembles disjoints P(XE[o, 17nQ] = [P(X=x] = 0

XECo, 1]n D

2) P que 7 apparaisse dans l'écriture décimale de X

Soit UnM((0,
13)

et notons ledeveloppement décimal de U : U = 0,YoYY avecyieso,
11 , 94

a) Loi de Yo:

YkE50, 1 , , 9]

↑ (y0 = k) = 1/10

b) Montrons que U = Yo + V oùU'rM/SO,1) indépendant de Yo

~ démonstration de l'indépendance

On écrit :

P(UE ! +ij (a,b)) = P(y = k, U'f(a,b])

~ U suit la loi uniforme

or : P(UE , + [a
, b)) = P(UE[a=

=> P(Y = k, U'E(a,b]) = ij(b -a)

Dona Yo~ M/50, <P3)
M'su(50, 1])
et Yo + U

=> IP[Un'apasde7] = IP [47].[U'n'a pas de 7] independants
= 9/10 P[Un'apas de 77 d'etU ont inloi

donc P(Unia pas de7) = O

3) Y=(X- 42) .
Loide y ? (Loidef(x) ->formule de transfert cvariables aléatoiresa densiti)(

Soit f: R -> R+ mesurable
,

alors [(y(x) =((x)f(x)dx
M(0,

1](x)dx
Formule de transferti

#[y] = (f(x)dIP= (f(i(X= 12))dIPx(x) finestableet

Ef(x) = (Yd=fxl↓ X~ M/50, 17), sa densitéest

formule =

de transfert (jf(TT(x-12))dxague3a
Riemann !

(r, F,) =1fa
où (Px(B) = 1P(X(B)

u= ( - (2)=( = (f(u)+15 du - loi à densité si jt(f=

(changement
=

(faxde variable) R

X = ( +t
(

dx=
donc YUnif(I Crappel : densitéde la loi uniforme [Thm pour intégrer par rapport (GANX

a Mia
, b)

à une mesure à densité = fgfax



[ Méthode de la fonction muette] ,A)
Pour montrer que m = 2 (deux mesures sur (m ,F1)
Il suffit de montrer que f: RR, bornée , on a Ifdufa

4) Loi de tan (y) ?

(fdtany = (fotandy =(((any)tu
Formule de transfert : (f(XdP =(f(x)dix

Posons Z = tan(y)
dXVf : I->R+ mesurable

, (f(2) dIPu(2) = (f(+au(y))d(Py(y) = ( -(tany)* (π(,+(2)

A

=anCardoncalpy(y) = -dY
I

z= tan(y)
y= arctan(2) et quandy E[ ]: 2 ER
dy=22

= (f(z)
+ ↑
[π(z,/zaz

R ,T(1+ 22) ~ densitéde F
.

donc 2 est la loi de densité sur IR
,

de densité

π(l+22)

Ex 2 Xv. a
. rUnif[O

,
17

-

U = longueur du plus petit intervalle parmi [0
, XJet[X,

1 , Vplus grand

mesures, images vs lois à densité

(2, F) f:(e
,
F),, (2) ,

F)
mes

Minesure sur(2,
(

La mesure dempart est Vaef
,ValM(f-cal)

g(x) étapes
banzatou

!

[(yz = (f(y)dIP = (f((x-12))d transfertfX)de
= (f(t(X

-2) x densité dX

M20
,
1

= (so
,
i

dX 1tax=x

= (fT(x-12)d (fax=A
-
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RPX= (x),, xd) 1 .(= (x(2+ (x2(2 + +(xd)2

y = (y's · yp) <X, y) : =Ex :yi ,
(2= (X ,

X)

Hyp: M
, 1 ,

UnEl
,
FiE[1 ,

n]
, (Milz=

Mq : 7 E
, En Eq-1, 13 +p 191,

+ Ele+ +EnUnzI

Prenons[1 ,
En v . a .

i
.
i . d

,
Vi IP(Ei = -1) = /2 1) Onposedii En

P(Ei = 1) =2
v. a . de probas2 .

On défini S = E, M , + EzUz+ + En Un
etS = E, U , + + EnUn

Isl = <S,
5) ISl2 = <S,

S]

n

=Meu 2) E(IS(z) =

↳ définitionales

↳ definition de f

=EiEu,bilinarite 1) = m

[SIs]=[Ei ui,
vi

#[Ei] = 0

linarité #[5] = 1x12 + 1x12= independant

ii,[EiEj] =[[i][Ej] = 0

#(EiE] = -1i=juj
0 ij

par
définition

de l'espérance

#[IScK] = [P(E= e , En = en? &Mi++EnMn ?
Ei , EnE5-1, 14 I

2u

= [ Mi + +EnUn2 = M
21 El -EnES-1, 14

=> JE1 En +p [M++EnUnn

EX .
2

:

Rappels: (2,
F, )espace de probabilité

X : (r,
F,) >(R,

B(R)

Loi de X : mesure sur R

BEB(H), IP(X-(B)) = P(X(B)

o(X) = SX-

(B) , BEBCIR)}
La methodede la fonction muette :

Xf: R < M continue bornee
. #Cf(x)]==(f(x)MAR

a) X(w) = an/(w)+biz(w)

XE90 , a , b
,
a+by 1) Ecrire les valeurs

Supposons que 0, a,
b , a+ b 2 a 2 distincts possibles de X

5(x) = -({X-(0) , X-(a)
,
X(b) ,

X + (a+b)) 2) X"(vp)
= ~(S(AUB)? ALB

,
BLA, ARB3) - tribu engendrée par X

↳ ce sont desensembles

- P(X= 0) = P((AUB)) ↳ Expliciter la loi de X

IP(X= a) = P(A(B) [(f(x)] =(f(x(w))dIP(x)
IP(X= b) = P(B)A)

-P(X= a+ b) = P(AnB)



Par exemple, sia= b,
5(x) = 04X-(0), X-(a)

,
X
-(2a))

= d ([(AUB)? A B, ARB3)

IP(X = 0) = 1P((AUB) ↳ différence symetrique
IP(X=a) = 1P(A B) [elts de A qui nesont pas dans B

iP(X= 2a) =(AMB) elts de B qui ne sont pas dans A)

b) (v,
F, (P) = ((0,

1) , B(50, 17)
, x)

X(w) = zw0Xw-]/ X:
> [0,1]

(x)
12 (wX

&(x) = EX(B),
BE B(20, 133

X*

(B) =

-

GwE SO,
1 C

, 2wCBY IB

-

EwETO, 12 [, zwEBYU[12 , 1] ICB

5(X) = SCUD CEB(0, 125) , DECO,
[12 ,1)

· Uf continue bornée * dP(w) = dX(w)

ECf(x)] =(f(x(w))dIP(w) =C +(2w)dw +) f(1)d = dw dans [0, 1] (X[0, 1] = 1)

12
X = 2w

2w = X
,=2)

'
f(x)dx +2 +()

t
= (2) f(x)dx + 1) f(x)dS ,(x)

2) = I quand X= 1
, O sinon (mesure de Dirac)

=(jf(x)d((2 .
X + (S)(x) LoideX:

/2x + 128,

c) X(w) = w2
, X: 1+ 20

,
1]

BE B([0
, 1])

X-(B)=BU-VB (VB = Ex,
x( BY)

f(x) = [Cu(-C); CEB(50,17)} ( ?B(3- 1, 1[]

Of continue bornée
, P = 4/2

#(f(x)] =(f(X(w))cP(w) =) f(w2)d
=x)f(02) Yd

X =w2 w= VX

= ('f(x) ex= Mso
, 1](x)dX

densité
↑ (pour se ramener

à l'espace de depart ?)

Ex3 : (???)

Rappels: X : -2 IR

PX loi à densité

-fx , BEB(IR)
, Px(B) = (fx(x)
"DPX(x) = fx(x)dx

"



0) fin
, 22 (x) =1 exp)(X

1) fx(x) = 1 exp)
#(x) =) xax =

fotn impaire
#(xz] =/xfx(xx =e 1)-XY2x) =/e-*dy a

X = rcosfFPP((x) (e
*2 d

yarsino =fa-rad= (- xe
-x278 -x)e g

= 0 +fe- =&
= Et

(-e
-

ra(2)2

2)a) Loi de m + +X = Y

Vf : R < R continue bornée

E(f(y)7 = [[f(m+ rx)]

= (f(m+ X) le*
2π

y= m+2X = X =
y-m

- (y-m)2
-( -m)2 I 202

=f +(y) /
·

&
dy densitédey :I e

R
29 28

- 2

y= m + 5X N(m, 52)

b)((y) = ((m+ cX] = m+([X]
= M

var(y) = Var(m+0X) = 5
-

Var(X) = 5

3) X , Y indep ~N(0, 1) si X est à densitéfy

z =
Y XYindep

!
14-fy

X ↓
If continue bornée, et si X, Y sont indépendantes

[(f(z)] = E(f)])] =f(f) caxy alors (X,Y) est à densitéf
2TT 25T

= in (in(n*( *x)e
- **+442axay Kiraf(x, y)dxdy

& de

= I/ne
= (i+(2))/ex(x)

= 2*ex
= 2(

D
=

2

.22
=(

densité deZ.

> /z = X/y même loi que Y/X.



4)a)R= X2 + y2
,

S=
R

Vf : R-> R continue borne

[[f(IR3,s)] = E(f(x*
+y2,

X

X2+ yz

-x2 + 42/2

E)xy, 1e dxdy
2

X2+42

fonction paire pour4 1807% s

S ~& 2S Vr .

()
1- 92

2ur

- 52
-

1 - 52
=

2
21-92

- S2- (1- S2) - I

= =

valeur 21- 92 21- 92
G absolue

2fre
I

drdS

2FS2

=free ↑0,+
q(r)1(1 ,,y(s)ardS

densité de (R2, s)

fina(r) =( f(r,Cr, sasle

fs(s) = (f(r, s)(r,

5) fonction muette
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X- N(0, 1) xn ==XVn, /

fx(x) =
1 e

22
- e 2

6) (TD précédent) Ett Vit If (fx)2
siXvN(0, 1) eta,

bER alors a+bXvN(a, b2) Vf continue bornee : IP

Ici , X =X vNCO, Y1) C changement de variable dans l'expression de la densité) [[f(XI]=(f(X1] =(
D convergence p.

s.? =
(en géneral ,XnX où Xn ,

X v. a . sur l m
, f,P veut direEXn(w)

donc ~NCO, Yn2) !
Pour convergence p.s, on veut mp IP(Xn(w) < 0] =

* pour P-p .+w,
A est vérifiée

n-> + d

Ici , pour toutu
, Xn(W) < 0 veutdire IP[A est vérifiée]=

1-> +a

Donc pour P-presque tout w
, Xn(w) > 0 i

.
e

.
Xn P.S.

, 0

cv (r)

[DefiXn L
, XooùXn, Xava. sur (m,

F
, IP) ssi Xn

*

et Xo intégrables et ESIXn-X0]
Ici, IXnl , IXI intégrables N(n ,52) tous les moments sont finis)

et ([(Xn- 0(r]= [[(X(1) > 0

(+an)+ d

Dona Xn >0

NOTES :

Candidat limite: la loi So "Dirac en O" +PSoCAl =MSEA . CAEBCIRI
-330

, iPCIXn-Xo1E] > 0
↓

n->+d

convergence p. S = convergenceen proba

convergence (vN

-> P[IXn- Yok,
E] = IP[(Xn-X (r), [5]

Markov-> 1) - [[(Xn-Xor]

<+Xn > Xap.
S

p.s#L" : penons X +q ElX1=
N

, alors X-> X

Mais pas L car XELr

Lp.
S.

2) Yn = f(Xn) , f(x) = My0
,
09() 14n - 41

*

= 0 p.
s., donc ElYn-Y1= 0

"Xn P.
S.

>0 doncf(Xn) PS f(0) "D! Il faut f Co donc yn L Y

Pourn), 1
, Yn = 110

,+ ((+x)= 120, +09(X) =>Yni > Y

Donc Yn P.S
< Myo, [(X) Cetaussi L", IP)

Ex 2 : (Xn) ne IN et(Yn)nEN

1) Xn
*>X, Yn

*
>y= Xn +yn

*
-X+ Y

A p.S .

Soit El = SW : Xn(w)
n= +

a) X(w)}

Ez= (w : Yn(w)
x- +24(w)}

Par hyp, El et Ez de proba 1 sous IP.

DONCIPCE, MEz] =

IPCE ,
") + IP(E2) - IPCENE)
"

I



orGnEz= EwiXn(w) > X(w)
,
Yn <Y(w)}

[Sw : Xn(w) + Yn(w) > X(w)+Y(w)}
Donc PP(Xn(w)+ Yn(w) > X(w) + Y(w))=

n-> +d

(5 , r)

[note : (Xn + yn - (X+ ())" = ((Xn -y) + (yn- y))" (J(Xn -X(+ 1yn-41]
I

SIMOR : sirEJO
, I [dansRV : 11 X+ YIIr XIIXII + 11 yllr

Inégalité de Minkowski : (ECIX-y1]) "(ESIXIr])** (43) ** où 11 x /Ir = ([(xi(r)"r]
i= 1

↳ passage à la généralisation (D!)

en Probas passer par des fonctions étagées etutiliser

Soit E> 0 .
Pour 1),

P
*[I(Xn+ yn) - (X+4)k, E] > 0

Ona((Xn + yn)- (X+y))
-
)(Xn-X) + 1yn- Y)

Donc Gril Xn+ un - (X+4)k
, 24C\w : (Xn- X) +1Yn-417, 23

donc IP[((Yn +yn) - (X+ 4)(, E]
_

>IP[(Xn- X1 + 1Yn- Yk,2] [sia+b), 3 alors al, ou b,2]

< IP[(Xn- XK, ET Ul[Yn-Y 1,2]
< IP[(Xn -X(,23 + P((Yn - 41,)

> 0 car Xn
P

< X , Yn P
> Y

n-> +

2) Xn* X
, Y134 = XnYn PS

< XY

SiXnP.SX
,
YnEY

alors El = Sw : Xn < X3 a probat

E2= Sw : Yn < 43 idem

Donc IP(E, MEz) =

↳ [{wiXnYn-> XYY

3) Xn "yX ,Yn4sYXnYn XY

On n'a pas forcement XnYn intégrable ! oubien : Xm = niso,]
On veut ma X, Y integrable # XY intégrable yn = n + [0,m]

- sur (1 , F - IP)

prenons X +pIP(X= k]= , e+ Y= X

Alors PCXY= nT
= 0 si n n'est pas un carre #[(Xn-ol] = n.2 > 0

= IP[XEn] - sin = k2
n->+d

142+ s
[[(Yn- 03 = + -> 0

n++ 0

Donc #[X2] = [MIPEXEn] = [21P(X= 12] or XnYn = 12 120
, in]K),

#(XnYn- 013 =
1*0

donc X2 pas intégrable =2k2 = + d
n->+0

k>0 K2+ E

Ex3 : (Xn)nEIN i.
r . d . ~Ber(p)

VnE IN
, Yn = XnXn+

1) Loi de Yn ?

Yn)
, 1

, Yn alaloi Ber(p)

car YnE50, 17 et IP(Yn= 1) =[Xn= 1
, Xn + 1 = 1]

= P[Xn= 1] IP[Xn+1] indep deXn et X12+1

= p2
2) Cor(Yn

, Yin)

Disons n M

sim = n

Cor (Yn , Yn) =Var (Yn) = p2(1- p2) (YnvBer(p2)



Sim = n+ 1 :

Cov (Yin, Yn) = [[YmYn] -E[YnE[Yn]

= [[XnX2n+1Xn +2) - (p2)2
Il

~

Y~ Ber(p2)

*n][[Xn+ 1] ([Xn+ 2]
= p3

= p3 - p4

= p3(1-B)

sim>n+ 1

Ym = f(Xm ,Xm+ 1)

Yn = f(Xn ,
Xn +1)

or Sn , n+1} n{m , m+ 13 = 0 et(Xj); mutuellement indep

Donc (lemme des Coallitions) &(XIm ,Xm+2) indep de 5(Xn , Xn + 1)

Dona Yn indep de Yi

Donc Cov(Ym , Yn) = 0

5) var(y 1 + + yn) =
E((y1 + +yn)2] - (([y1+ + yn])2

~) developper + utiliser.

=[E +2YY]-(Y) (developpementde([]
=[4] + 2 [EYiYi] -(4)" Clinéaritéde]

1[i<j < 1

=Y+ 2 [[Yi4] -( (carYES=YY =T
(kijn

= npz - n2p4 + 2[((YiYj]
1ki <<j

= np2 -n2p +2[YiYi+1] + 2 [[[i4j] [separation voisins/eloigne's7
1ij< M

jyi+2

= Mp2- n2py + 2(n-1)p3 +
1(n- 1)(n -2)p4[[(Yi Yi+i = p3 ; ((YiYj] = p4si (i-jk,2]

2

= np2 + 2(n-1)p3 +((n-1(n-2) - n2]p4
= np2 + 2(n- 1)p3 -(3n- 2)pY

= np2(1-p2) + 2(n-1) p3(1- P]
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Ex 1 :

(Xn(n)1 +q(n), 1
, IP(xn= 1) =n , P(Xx= 0) = 1 - yn

1) MqXn ou vers O en probas

SoitE EJ0, 1. Alors IP[IXn-ol>E] = IP(Xn = 13 =n , 0

250
, 15

1-> N

Donc Xn Proba O

2) MqXn1,
0

E[XnD = 0 .
(P(Xn= 0] + 1 x (P(Xn = 1]

Ix0) = Ya
> O

n-+a

Donc Xn " 0
n++d

3) Mq IP(Xn= 1 infiniment souvent) = 1

Rappel:

B-CI.
Si [(Ai)(a alors P(An n'est vraie que pour un nombre fini de n)=1

[RAT
B. C . Il : si [P(Ail=+d et les Ai sont indépendants ,

alors[Ai a souvent] =1

Contre exemple si on ne suppose pas l'indépendance :

On prend Xor Ber (1/2) et Xi = X2 = = Xo

Alors P[Xn = 1 infiniment souvent] = IP[Xo= 1 =2

or [IP[Xn= 1) = 2 12 = +a

On a2[X = 1) = [ yn = +

M

Or les événements ([Xn= 14) 1), , sont indep

Donc par le lemme de Borel-Cantelli (II), ona(7 oridenta Xn = 1) = 1

4) MpXn P. S

., 0

on a EW :Xn(w)/ > 03 2[w : Xn(w) = / infinimentsouvent
Donc IP[Xn / > 0]),[Xn= 1 cont souvent] =

i . e . p.
S. Xn ne tend pas vers O

5) ss Suite (Xn)n), -> Op. s.

(Yn)n)
, 1

= (Xnz) 13
, 1

En effet
, [[Yn = 1) = [[Xn = 1) =En < 0

n),

Donc P[Yn= 1 d souvent] = 0 i .
e

. P[qn : Yn = 13 estfini] = 1 (par BCI).

Donc 1=[Yn = 1 un nombre <a defois]

< P[Yn = 0 pour nassezgrand
-> P[Yn < 07

n-+de

Donc[Yn+0) = 1 ,
i . e . Yn P.So



EX2 :

(Xn)n>
,

1 : Un> 1 , P[Xn = m2]=n2
, PEXn =0] = 1

12

1) Mq (Xn)1,
1 cups

On a [IPEXO]=na
M

BCI
Donc[Xn0 at souvent] = 0

, i . e.[Xn = 0 pour nassez grand)=I

En particulier, Xn> O

2) (Xn)* 0

[[(Xn -ol] = 0 . P[Xn=0] + n2x[Xn = n2) = 1Vn,

Donc #[IXn-oR#0
Donc Xn X < O dans L'

EX
.
3 :

1) Malim suppXv . a

OnSuppose (Xn)n v. a . r

On a wi < (In(w))wan < lim supIn(w)

(2,
F) >CRY, BCIR) IN) <

"

(E, BITa)
↑

mes par hyp ↑
Souvert de Fr)

Il

=accadi-ocadle-

-> On veut montrer que lim sup Xn v . a . à valeurs dans R

inf SupXK
n), 1 >,

M

Il suffit donc de montrer qu'un infou supde v. a . r.
est une var aléatoire.

Si(Yn) neiN sont des v. a . r.

Soit z : (1 > In

wi < SYpYn(w)
Pour vE M

, on a :

z+(( - 0, a]) = (w(z : 2(w) -
>a}

supy(w)

=MEwEYn(wa ou
\Yn -ah

= MYn ([ -0
,
a])

&mesurable
- EBCI)

↑ ↑

EB(IR)
Donc 2"(C-o,a)) EBCI) par intersection dénombrable

Les ((-0,
a] jafi) engendrent la tribu BCF) (carles [a

,
b) = (5-0, b) MC-0

,
a]PUSa,

a] sont dedans

et engendrentB(FR)

2) [w : (Xn)n)
, l admet une limite 3 est un événement

{xn admet une limite = GlimsupXn = lim infXn3 = Z({(X ,XixE3) où Z = (limsupXn , liminexau
est mes (1 ,

F) -R

or &(x , X) : xEF3 = [(+0, + ad)
, (- 00

,

- a)3U(Y02) 203 Où Y: R2 He mes

(x
, y) ++ X- 4

On en déduit que [Xn admet une limite 3 est un évènement (i. e. appartient a



3) Comparer limsup[X1),al , ElimsupXn,a 3
,

lim supEXe
n -> +do n-> x

Si (An)n sont des événements
,
(i.

e . éléments deF)
,

lim supAnAn
Donc lim sup[Xn,a} -en un sens

Par contre ElimsupXn),a3 =EwEr : /im supXn(w)), as

(limsupEXn,al = [Xn),a+ suvent3limsup(nKa
-

· pour [

Soitw +qXn(w)), a tsouvent
,
i .

e . UN , In>, NXn(w))
,
a

Donc infsupXn(w)> le
a

Donc lim sup XnCwK,a
I

Donc limsup{xna ElimsupXn,u ·
- Att

[lim supEXn]a2 = &X1)aune sté de fois limsupe

4) lim inf{Xn), a3
= UREXnae

=EXn), a pour tout nassezgrand EliminfXi), a 3

NOTE: (14/10/25)

"Mq limsupXn est une v . a
"

17

On a montré que les 2"(3-0,a]) était F-mesurable que Yi V . a . r . sur (1 ,
F).

↳2 = supYi
17

Pour conclure : T= &BEB(IR); -(B)EFY est une tribu qui contient les]-N, a) , doncTI &(3-0, a] j aEIR)
(i)
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RAPPEL :

Si on se donne (Xn)neIN des V .a.

La tribu asymptotique des (Xn) neIN , estM5 (Xn ,n

Un événement asymptotique est un élement de A.

EX1 : (Xn)ni , (Mnineini Minett

1) Mq les événements sont asymptotiques pour (Xn)neIN

-> SYn = +03

Si (Xi)i sont des rels
,alorsil=+il = + (car

Donc S(Xil = +Dy = [[(Xi) = +035(Xn , Xn+ (VNj

Donc EXil=+3 EM(Xnin,NA

< Elimsup(XXn,3

+> JSi (i)i sont des reels. Ona+

> pour tout K fixe
Un 1- +0

- car Un-> +do

Donc limsup
+ >17

= limsup+
+xM

Un Un

Donc&limsup, 183 = & limsup
X

Un

+ <, 103E5(Xk+, Xk +2) (
I I

donc CA = 10 (X+, X+2 C

< [SYPYn = +0

Similairement
, pour (3) desreels

,
FN, max( , (n)<+ e

et donc Sypn= ESY

On en déduit que [SYXn = ta} &(XNHN , ( pour tout
Donc il appartientà A.

(v IP[E] = IPCEME) = IP(E) . IP(E)]
[indep

2) Mples évenements ne sont pas asymptotiques pour (Xn)nEI
(x , F) = (50, 13 ,

P(50, 13))
POSOMS :

↓a cependtaaleur
X1 : 1 -> R

XI(w) = 10 . Mşiz(w) pour wego, 13
Xn :1- IR

Xn(w) = 0 pour 1)



les (Xi) sont des v.a.

Mais [w : [IXnk
, 103 = [1]

nE IN# = si OEB
- = 1si OEB

Maist(XN
, XN+ 1 , ( = 0(Xi (B); BEBC)

= 5(90, 23) = 50 .23
On a donc A=, 0(XN , XN+, ([5(X2 ,3 , ( = 50,22]

DoncXnk, 103 [1] A i. e . ce n'est pas un évènement asymptotique .

< [lim sup (X1+ +Xn), 103
n-+d

Avec les (Xi): construits sur (50 , 13 ,
P(50,1) .

On a :

{ [Ink, 103 = EXi, 103 A (cf. ci-dessus

=Elim sup X + X1 )
, 183 =

car Vw,n), 2
,

Xn(w) =0

= Esup Xn>, 103n3,

3) Construire une suite de V . a. indépendantes de sorte que ces événements aient probablité 1/2.
Il suffit de définir P proba sur (50

, 13 , P(50, 13)) par

P(0) =0 P(50, 13) = 1

P((03) = 1/2 P(514) = 1/2.

Alors les (Xn)n)
, 1

définies à la question (*) vérifie :

>. (Xn)n mutuellement indep

< Xi ~ Ber (1/2) , Xn = 0 p.S. pour n)

> preuve : si Bi BNEB(IR)
IPCX, EBis XnEBN] = IP[XEBi

,
Of B2, OEBN]

= IP[X, EBi] MoEBc i MOEBN
= IP[X/ EB,J IPCX2EB2] MCXNEBN]

~> Tous ces événements ont proba IP[X1, 10] = 1/2.

Rmp : SoitXis /2 in: b +q(p(X1 = = 1) =2 et X3 = X, Xz

X, #X2 Mais (X1 , X2 ,X3) pas mut indep

X1H X3 car IP(X1 = 1 , Xz= 1
, X3 = -17 = 0+ (8 = 1P[X, = 1]P[X= 1]IP[X3=]

X21X3

EX
. 2 :

(Xn) ne in ,Ttribu asymptotique
# une v.a . X est dite asymptotique pour la Suite (Xn)

nein Sit(X)CT (où &(X) est latribu de X)

1) Mq liminfn et limsupXn v . a asymptotiques pour(Xn

On pose Z= limsup Xn

Soit aEl
.

"

2(2a , +S) = [lim supXn)a}
= [Xp, on a Xn), a- yp ort souvent 3
=[Vp,

on a Xn >a-yp ont souvent après 1 ENo}

=MDUEXa-YPSEOXNo XNTIls se



Donc Z"(Ca
,

+5) EM +(XNo , XNo &
"A

Or EBEB(IR) : +(B) EAG) = +(2)) tribu (car A tribu , ...) contenant les Sa
,
+o S , afR qui engendre latribu BCIR)

Donc VBEB(IR) ,Z"(B)EA.

sinon : limsupXn = limsupXnest& (XN , XN+, J - mesurable /X G-mesurable
17), N

Donc limsupXnestd(XN , XN , - mes I reutdire 5(X) [G)
11

A

2) Mqzv . a . sur (1
,
F) +q[X=) = 1 et est asymptotique .

Pu:(w) = lim supXn(w) siwE5]lim X3
1 ↑ va. a.

↑ ev. a .

~ Yva
. a.

= O sinon (D! cv ps nedit rien

sur les événements de

Alors * est asymptotique. proba nulle)

3)a) On suppose (Xn)neIN independantes ·

BEB(IR) P(XnEB dont souvent) EEO, 13 ?

Loi du 0-1 : [XnEB at souvent= [XnEBat souvent après n =N3 pour tout N

Et latribu asymptotique de(X,,
X2, (

or les Xi sont indep , donc por la loi du O-1 (de Kolmo gorou
IP[XnEB et souvent] E 50, 13

Borel-Cantelli

- si 2 IP(XnEB] (o0 , alors[(*)] =0 par BCI

-si [IP[XnEB] = 00 , alors((*)] = 1 par BCII ,
en utilisant que (Xn) indep.



Ex 3 : (Xn) neIN i .niduN(0
,

1)

6) MqX(Mn) neIN #O, 7CERUE-o, +oY limSup


