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N—y +00

Donc pove P presque Hoot w, woew) — 5 0 ke, ¥n 5 50

o L7?

L0 Yo L5 Yool Yo, Xor.s0 €0, T B) ssi [ Xa | et 1" inteyrables e E[1Xn-XL] — 0]
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< T w: Yaw)+ Yalw) —5 X(w)+4w) §
Donc. P(Xa(w)+ Yinlw) —— X(w)+ Yew)) = |

N—y+00
L', o
L note: [Xn+ Ya=Cxs9)1" = | (o= + (- D" < 1 X0 -X1 4 1Ya-¥1" )
sinon: si ré?‘_lo, \c [dans IR™: Wxs+ vlle "Xll, + Nylie
Tncjalite’ de Minbowsi: (EL IX-v17J)" <(ECxe D)% (EQvrrd)” o Mxles ( Zix)”]
Ly possage o.la gereralisation COV)
en Probas fasser par des Rnctions eHagdes et utiliser 5 -.\

Soit £ 0. Pour n> |

+ L1 Yn) - (X0 (% €] ‘50

Ona |(¥a+Yn)- X+  \ Xo-X | +( Y- Y]

Done ol Xnetn () 1% €4 C § w IXo-XI +1Vn-Y1 > €

\ X3 >E wb2E7)
done @[ 106 +Ya)-(xs 1% €] < PLINa-x] + 14y-yine] [ F b7t clom og @0 Bog

<P X% £ U@ Gvn-Y :>,£)
< PLYn- lzi‘]+ PL 1Yy -1 > E'J

30 ar XnL> X ,‘/n—p> y
n—> +00
2) Yo s X :Vn—P’—>'1' > Xa¥y £ oy
SiXnLE5 X | ya RSy
alofs Ei= fw: Xn —» X} o probaA
Ey: ¢ w: Yn— YY idem
vonc P(E\nE; ) =!
LS lw XnVn—;XV:‘;
3) Xntsx Yt 5y b ¥nth L, xy
On tva. pas Forcgment Xo Yo integrable ! oubien: Yn=pntgg; L]
o«wwfmq iy integable 5% XY integrable Vn = n'd,:q_\_j
prenons )('k] @CY-K]- = eti/=X
Alors PLYY=nT = [0 sin oer pasLn core’ EC Ixn-ol]:= o -#-‘—"\— — 50
= PLy%d] [_ sin=K? ECMWa0l=2 _,0 "%
" NS4
Done E0X?] = Ln PLykal = J_ K2®PL kY] or Yn¥n =02 g Al
K20 FlaYn-oll: t 250
donc. X2 pas intégrable =%B K :"i: +00 N—S+c0

Ex3: (¥ndnemv <4-d. »Ber(p)
V(\e W \/n X“X(\-ﬂ
) Loi de ¥n?
\o%1, Wy o-lo-loi Ber(p)
ot Yn€§0,\Y &t PWn=0) = PlXn=l,Xar= ()
z PDa= V1 PLXn4) indep de X et Xax)
=p?
2) Cov (Yn, Yon)
Disons n<m
si m=n
VR IRYSVGFEYR) = 02 1-?) € Yoo Ber(pD))



simz=nil:
v (Yonyyn) = [ [ You¥n ] -ETYnQJE LY
=ElX X% eXosa) "@"- )2
u ~ Y.~ Ber(o2)
E(y)ECvadE [sz]
- P3—p‘|
= 0*(p)

?

St m)m—\
Y= €£(Xm Xens )
Ynz ""(X(\ , XO-\-\)
ot F o0ty N fmmety =6 er(y )j mutueliement indep
Oonc (temme des @AIION) G Xim M) 6def de OCHn ) ¥nsr)

Denc Yy, indep de Yn
Donc Gov (Ym, ¥n)= 0

S) Vaf( i+ + ‘/n) = EE(VH—-NO\'J “(FLYi+—s+ S/n'.l)n
a7 developper + utiliser @.

- [I-[.Z_‘ﬁ( +22Y; ‘{J (l EEVK]) [ devetop; ement dc(ZVK) ]

=l |<s(]$n

= 2_ ELv 3+ 2 L!E[\/Lv]-(L [EEVK'J) Clinéasite’ de EJ
K=l

\ J [

= %_—_[EEV«]'*? Z;[F[Va. VJ (Z p)2 [GH‘VKG L] > Y=Yx, ELV¢) =p2]

($e<j<n

=nP" -n’P" + 2 LE[VA.V)]

14c<n€)

zopt-niph 4 2L[E'[% Yo )+ ZZ_ EE\L v;J C %e'pamﬁon Voisiﬂs/doigne'sj
'Sn(}Sr\
J2a+2

z0phmpt +20n-0p2+ A2 o [ ELGy] o5 FLV: 47 < plsi (22
z

= np? + 2(n-0p3 4| (n-0(n-2) - n3] pY
=0p2+ 2(n-1 p? -(3n-2)p"
| =hp*(1-p2) +2(n-0)p3(1-p) |




[[)X]

Ext:

Gindaxt 4q Va2 1, BXn=0zYn ,P(Xn=C)=1-Yn

() Mq Xn ov vers O en probos

Soit€ €30,1C. RAlors PLIXn-0|DE] =PCxn=T=VYn—, 0

1T N—s 00
£€l0,1C
Donc Xn-2X%¢ O
2) Mq Xn LO
Elvnd = 0. PLXn=0J +1 x PL¥n=(]
r _i
Moo| =71 —2°
Donc XnL> o]
N—>+oo
3) Hq rP(Xn:| infinimen Qdee(H'): l
Rappel:
B-C T. Si ZP(A:)< oo alors P(Ra niest uraie que poor un Nombre fiai de.n) = |

(PLY 0, A <]
8.c.IL: si ZP(H&):-wag- les A smi-il\de?)endmr(s ,alors (PL‘A.: 0o ssuvertt] = |
Conre exemple si onnesuppase pas |'indep endance :
On prend Xo~ Ber(Y2) et Xi=Xp = = Xo
Alors PLxn =] infiniment scovedJ = IPCXo= 1=Y%2
or 2 @[Xn:lj =2 Y2 z+00

Ona ln_ [PEXn=I]: Lﬂ l/r\: +00
Or les éyenements (§ Xa= 13) nY, sont indep
Donc parle lemme de Borel-Cantelli CIL), ona. P (3 co'dentq Xn=1) =

4) Mq Xn P>, 0
On a fu:!n(u)+> 0] D [w: Xalw)=| infiniment souvent §
Donc PLXn 45373 PDnz! oo™ Soovent Iz |
i-e. ps. Xn netend pas versQ

5) ss suite (XY nD! —>Ops.

Encfw,grprv“n - % Plxn2=1) = Z YL oo
n2,

Donc PLYn=! 00 scwvend J=0 «.e. PL§ 0:Yn=\Y esthini J= | (par 8CI).
Donc 1= Pl Ya=lunnom bre £ a0 defois’)

{PCY% =0 pournassezgrand’)

£ PYo —507]
Donc PLY n 50T =1, <-€.Yn_ P55 0




Ex2s

nIn>y VN, PLY¥n=n*])-= ‘/n", rPEXn =0J=z I=—
n

1) Mg (Yo)axicvps

Ona %ﬂ’[x»;&o’l = 2;__ Yn? < oo

. e

Donc PLYn#0 oot sooventJ=0 , i.e. PL¥n=0 pow n assez grandJ= |

En pacticulier, Xn 2250

2)(Xn) 5O
E[) ¥n-0lJ = 0- PLXn=0]+n2xPl¥n=n?T1 =1 ¥n> )
Done Elin-013 40
Donc Xn—y—s O dans L'

1) Mq lim sUan£ v.a-
On Suppose (¥ V-0-F
Onaowir—» CZnCw)) wyn — lim sgP Za(w)
(2,%) — (R BCRIN) — (R, &(R)
mes pas hyp T oCowert de R)

= On veut mondrerque  lim Sup Xn v.0.. . valeurs dans R
"
inf sup Xk
ad,1 K0

= O(Ca,b]; -w<agbs+a) /] (‘
A a

VARV N

T soit donc de montrer quiun infou supde v-a.r. estune var aléatoire.

Si(Ya)peqn S0t desv.a.r
Sett 2: (2 —> R
wu—>s%anCw)
Pour UE R, on a.:
Z([-00,07) = fwEa:20w)€a)
?P‘/n(‘*’.)
= nQ' E‘De-ﬂ. n, Ynlw) € 0.3
Yoy
=N\ Yo' (C-0,03)

’,\>" T nr\eSu(oblc\9 € BUR),
€B(R)

Donc Z-'(f' 0,a]) EBCR) par infersection dénombrable

Les (C-ao,o.'.l,‘o.G I’R) engendrent la tribo BCIT“ (mrles Ea.,b:]‘-'(f-co,b']n['-cn,o:f)UEo.,aJ sont dedans

et engendrent B( R)).

2) Fw:(Xn)n>,\ admefunelimitey est un evénement

an odmetune limite g = f tim 30pXp = lim infXn 7] = 2"({(1,1),16 mﬂ o0 Z= Clim%up)(n) um.;,nfy,.)

est m&(.n.,’F') —> rRZ

of $Cx,x): Xef-Rs = 2(+00,+oo), (-0, - )} U('/OZ)"'EOQ o0 YV:R2_H5MR \ mes

(x,y) > %~y

Onen dédouit que an admet une limite  est on événement (i.e. apportient o F )



3) Comparer IimsoPXnDay , FlimsupXndo T ,lim supfxada)
N>+ n—>» 0N— o0

Si (An)n Sontdes evenements, («.e. élcments de ') , lim sup A"(gd:ug\ { A
” N

Donc lim supt ¥nd ey ~7en unsens ’

Par contre E(limgupxn) Ya =} wea lim wp¥alw) Y a

[ imsopdxndoy= Xo Do ot s oventy ;f(lirn supOXn)> 2y

_——- O
.&rg _I—C

Soit @ 19 Xn(w)D & cotsowvent, c.e. YN, 3N N ¥nlw) 2 a
Donc inf sup Yalw)> @
N n> N

20
Donc u‘m Sup Xp(w) 2o

Donc li%supf)h) a.} Qzlirxmpxn)o.g ¢ [tﬂﬁ M
[ tim sup$xndag = § Xadaune oo*de Ris g T limsupXn> @)

= LN exnde
Y) tim inf $¥nSal” ¢Lv)n>,Nn !

= fx,,),o.pourho'!'nossczgmndlj ;% flimirrFYm)a_'ﬁ

wote: (u/10/25)
“Mq lip\n supXn est one y.a.™
On a. montre que les 2-(3 -oo,a_]) ctait £- mesocable que Y, va.r. Soc (0, F).
2 = supy,
Poor conclure: T=T BEBCIR), Z-(B)E F'{ est une Hibu qui contient les) -®, 0, donc T2 o(3-ma7; o.erR)
]

B(R)



07 (/iops

RAPPEL :

Sionge donne (Xn)qe py des vaa.

Lo tribu asympiatique des (Xn)neqy - esi-Ng\ c (Xn ) N2 N)
o

Un euenement osymptotique estun element deA.

Ex\: (Xn)ay) , (M'ﬂneuu i u“,\—_,a,;“o

|) Mg les evenements sont asymptetiques pour (Xn)ne v

S f Z IXnl =+co§
n€mn
+00 t o0 Nt
Si (%), sont des reels, NOG,ZSI»LI = 400 & LNW,;\= +o0 (cor Z_1%\< ao)
] ns {=0

Donc f.L.|Y¢|:+0°3=EL|YL|:+oo.ﬁ € G'(Xn;Xn-n, ) VN>/J

%0 ON
\) Z_1\:|= - -A.

onc § Zliif =400 € 1) (o s N)=A
Co
-1 lim sup - (Xt + Xn)> 103
Si (x:)i sont des reels. Ona. Xt* hasal ;Dpaor fout K five’
An N—s 10
T cor Upn—> oo
Donc limsup X* *X0 L lim sop et txo
n Aln n An

. Xit+ +Xn . XK+1 + +¥n >

Donc flumnsup Rl ieidel i 3 10'5 = ? lion s0p 2107 € 0 (Xksy) Xk 42
Mn , An

donc €fA= Q O'(XK_“ 1 X4, —)

sup¥n =
—)? n>(.,)ln +ao5
Similaicement, pour (x;) desreels , Y, max (), ,Xn )< 400
et donc s(\u)egcn - +00 & ?\%E)s.:\‘ = 4090
On en deduit que E%lgzgn =+0°} O‘(Xnm RIVEW ) pour tout IV

Donc il appartienta. A.
(~ PLE]= PLEne = P(e). PE))
indep

2) Mq les évenements ne sont pas asymptatiques pour (Xndne gy
(-, F)=(F0,13, P(30,13))
Posons:

X 5 R

Xi(w) =l0.‘ﬂ§|-,,Cw) pour WEFO, 1Y

Xn::n.—5 R

Yn (w) =0 pour NI

‘g depend
l de o 1¥® valeur?



les (Ye) sont desv.a.

s Lo Z_MoDYa2)  gw ofe
. Si O€EB
Mais G(XN, X+, ) = O'(Xﬁ'(B)j Bng:%(ﬂz»

({6, 2378, 2}

Ona donc F[:NQlcr()(N 1 Xvay/ ) < c(X,x,

Y ={d-n)

) .
Donc 2%B|Xn|>, lOl] (: EIS ¢ﬂ A-e. ce n'estpas un euenement asymptotique.

—7E lim sUl'—‘()(|+ +Xn) 2 \05

n—>+o0
Auec les (), construits soc (Fo,14, P(f0,3). Ona:

E {-lYnl>, lOﬁ = EXI 20y ¢ A (cf. ci-dessos)
+Y¥n> 103 o @ Y, ¥o3 2, ¥n(w) =0

=} lin sup X+
= >
{37 Xn 10

3) Construire une suite de v.a. independantes de Socte que ces évenements aient probablite 1/ .
T soffit de definic (P proba. sur (§0,13, P(F0,13)) par
P (¢) =0 fP(EO, |9) =l
P(so)=1n P(f1Y)<//2.
Alors ley ()(n)n>,| definies o lo. question () verifie :
—> . (Xn) mutvellement indep
— 5 Xi®Ber (12) , Xa=O ps. pour N>

prewe: si By, ,BnE B(R)
PCY.€B,, , ¥EBn] = PIX€6,, OEB, , ,0€By)
=(PLYi€6] Mpeg, 1 tocay
=P €8] Pr;€6,] Pryy €6y7

~7 Toous ces evenemends ot groba. [PLY 2107 = V2.

Rﬂ: Soi‘i'Yn Yz i&'-d"q rP(Y|=tl) =l e+¥3 =Y xz
Yol X, Mais(Y,,% %) pasmut indep
NLYs e PCyi=), Yoo ,%=~1=0# /g P =13PLXy=" ]l?[{s:-‘]
Ya L Ya

(Xn) ne g > [ Hibo asymptotique
¥ une v.a. X est dite asymplotique por lo suite (Xndne v S ONST (06 G(X) est laribo de x)

l) Mq lri\m_it_\)ﬁl(on et lirr:n_lufw)(n v.a. osymptohques pour (Xn}nem.

On pose Z= lim sup Xn
Soita.€R. "
Z.-'(]Q., +oo[) = E lim supXnda 'ﬁ
=T¥mona Yoo oo souvent]
= [ ¥p, on axnJa Y 00" souvent aprs NE N J

_ p;\ NY, Ba>es ] € T(Xne Xuger

)




Donc Z"(Eo,,-t-oo[)e 9 U'(XNO; Xnot s )

"H
Or $BEBLR): Z(8) €AY ( = 3(2)) ribo(aar R Hibu,)  contennat les L+l s 0€ R quiengendre lo-tibo BCR)
Donc VBEBCR) ,Z7'(B)€].

Sinon: 1im sup¥n =limsup Xo est T (X, X4y,

ny N
Bonc lim sup Xn es+9 o In» Xny,),
1

3' mesuable ( X G- mesucable
mes

veutdire 50K) < 6 )

2 Mq3Xv.a. soc(n, F) qPLx=X]=l & X est asymptetique.
pu: 'i(w) = \i'l‘:\ Sop YnCw) si mef';lh'm X’) ¢
Tw. o Teva - wXw o

= . ' M ov ps nedit rien
O sthon (sor \spe_'vénemen-fs de

Alocs X est osymptotique,  pruba. nutie)

3)a) On suppose (Xn)nenv independantes.
BE BLR) P(YEB oo™ sowvent) €30,13?
oi do0-4: FXn€B " sawent]= % Xn € B 0¥ scoventt aprés n =N § pour 4ot N
of les ¥ sont _indep , donc paila lof du O-t(de Kelmo gorov)
PLYnEB 20" sowveny 1 € £0,1

Borel - Cacrtelly
- SUZ PIXn€B]< 00 , olors (PL(M] =0 par BCT
- 80 Z PLxn€8] = 0, alors PL&)] = 4 pov BUL |, enchilisant que (¥n) indep.




B3 (XnVpegn coxd AN (0,0)

0) Mq V(Un)ncw#o IceRUE- °°,+oo'j lim P I oc

nN—¢ °°Mn

%1 TR0

TS (@l

le [ ‘P[ 7<(2>@\
()m \mV(gi f)t B-C ﬂ/ : 5
PN s eodmad 7! ‘




