


TD 8 - Les Lois des grands nombres 04/11/2025

Exercice 1 :

1) Mq Fa70 FtL, 0 iP(IX1),E)+#(IX1) QI,2 :
ta

* Markov : P(Y>, (C] <[SY] (x70 ,
Yv

. a .L,0) fonction strict .
Y

x application ineg Markov

i[(xk,t] = P[(X1*,ta] <
#SIX19] Q3:

appliquer Q2
↑ ta avecX = Xi-1 Xn ett= nt

41 y9 [inegMarkov utiliser i . i. d.

strictement croissante (IX14L,0) Optimiser
sur R+ (ineguraie VX.)

2) MpXX)0,
VEER

, IP(x), t) -
> IP(e** (,ext)<ECe** )

= exp) -xt + In Se**])
ext

Pour X70,e
**

est strictement croissante sur

donc [x, t3 = Ge** )
,
e
**

3
*
ECi ↑ inegMarkov

-> IP[X), 77 _>IPCe**>
,
ext) ESeX) = e-XeSe

*)
= exp(X+ne]

3) Mpsin), I
, XIs Xnii. d. pour XO

,
EEl : IP(XIt

***
<
,t) exp(-nsup(xt-in(exp(xxl

Par Q2
, XX)O ,

ER :

P[X1+ +Xn>, nt] <exp(Xnt + In(((e**1+ (xn])
↓

in (f(e** exXn])
indep

= In(ECe**1] [Le*n]) Xin
,
Xin

↓ ont la mêmeloi

= n(n(((exY,])

Donc , pourtout X)0

p(X1+ +* L
, t] -) exp(n(xt -mn(exp((ex/T))

En optimisant le majorant en XX
, 0 (minoration de l'exposant),on obtient :

P(X n
** <

,
t)-Jexp)-nSupExt-inse]

Chernoff

Exercice 2 : [APARTE]

ex : Mp si X ~ Cauchy(a) PROP:. Si M , v mesures à densité sur (IR ,
B(M)) alorsMQ Vest

Yv Cauchy (b) à densité sur(M2,
B(IRP)) de densité(x

,y)f(x)g(y)
X ,Yindep.

AlorsX+Y ~ Cauchy (a+b)
Méthode de la fonction muette : ·m a densité f par rapport aysim(A)= (f(w)Made(c)

Soit g : R < R Co bornee

On a :

(PMYg(X(w)
+Y( =/ (x+y)fx(ofy(y)doy

S
4

= (g(x+y)dP(x
,
y)(xy) Fobini)/(g(tuxc)fy(yllethin R2 I

de transfert X
, Y indep donc

2 = x+ 4

P(X
, y)

=x QIPy
dz =

¢))(p()fx(2-ydfl ilComme X, Y à densité fx,
fy
.



Fopini /p(2)(px(n-yf(y)d)a
: = fxxfy(z) produit de convolution .

On a mp: (PPx+ y
= (p(z)(fx *fy)(z)dy

Par méthode de la fonction muette, on a montré que

Px+y
est laloi à densitésur R

, dedensité (fx +Y)(x) =(x(x=ulfy(u dee

bIci , on a don X + Yu loi à densité, dedensité(pat
=

u2+(a+b) 2

idée : décomposer en élements simples

I I =
Au + B

+
Cu+ D

u2 +az (x-u) + b u2 + a (x- u)+ 132

Thm [Fubini] : pour l'intégrale de Riemann (ou Lebesque
-

sif : IR2 R est borélienne

Alors : ((( (f(x
,y) /c)by (00 et

,
dans ce cas

· (((f(xy)dX(x)dX(y)

((((( f(x,y)(dy)dx)a = (((f(x ,y)dx(y))dX(x)

E)If Ylady =/(, axa(x,y
Thi [Fubini Tonelli]

Jx(x)(xy)=yavcy)du =(fu) aly

1) Loi de Sn= Xi+ +n , (Xn)m, 1 v . a i . i . d ~ Cauchy (a)

Par récurrence :

XI+ + Xn +Xn+1v((a(n+1)
~

indep

Donc Un
,XI+ + X,

~C(an)
Z

Q: Xv((a)
On cherche la loi de -> X, + + Xiz

-> Méthode de la fonction muette :

~((na) par
récurrence

Soit g : R >I Co bornée Poser En = XI+ -+ Xin
Loi de Zn/n :

fet muette
,
thm

(d(() transfert,
iP = densite

de la loi changement
de variable y=

thintrastep(y)
+an*

= (g(y)yz+ a2)
*Y

CCL :
Xi+ + Xn

~ Cauchy (a) Un, l
17

29: Si X-Cauchy(a)

XXv Carchy (xa) XX)0



2) (*n, ouvers une de ?

On a :

VcVS
, P(X+ +

-c,3)=un +al)
du 0

En particulier, pour toutc EIR
,

XI+ + Xi
ne converge pas vers c (parcontraposition)

M

Q: IP[XcER , En X > c] = 1 ?

VcER
, IP[zn >c] =O

IP[JcEIR, zn +c
_
> [P(zn->c] = 0

Q2 :

CEIR #ale
3) contredit la loi forte des grands nombres?

Ne contredit pas car :
Noncar

ESX,D =/
al

du = +a
[ def de

#(a) + ut) + def deM

1=mASatury de

=linzn(c+A=

Exercice3 : [ ...]

(Xn)n, v . a . i. id Sn = Xi+ + X1)

1) 1, 1
. Exprimer Xn enfonction de Snet Sn-1

VnYl , Xn = Sn-Sn-

2)Mpsiw) cv
,alors ouver

Soit wER

si
Sn(w)

nn-+(w) , alors Y = Si - Si

=- > e(w) -((w) = 0

e?
"

e(w)

3) En déduire que IP)Sn converge) IP(Ink, nis .)
silP[cr] >0

Ona :&Stwlcuy

doncIP[X"
->0])0

donc P( *n *0<I

or w ((Xn(w)), ni . s .) -(0
donc (In1>nis.)(/>d <

Q: Peut-on avoir LGN faible si [[IXn1] = +o ?

Non : parcontraposée de Q3 Con aurait P(XnIL, i
. s) = 1)

4) (((X,))) +0



TD 9 - Convergence en loi

EX
.
I :

Soit (Xn)n
,
X v. a .r.

et filR > RCP.
.

On suppose Xi 10iyX
.

Montrons que f(Xn) loi
< f(x)

Soit g : R < Re Cobornée
,

alors pour Yn = f(Xn) ,
n> 1 ,

Y= f(X) :

#(g(yn)] = ([
,
(gof

,

)(Xn)] > #[(gof)(X)] = [ [g(y)]
n-> +0 Coursi

Cobornée Xn =Xssi

car - gof Cobornée UfCo bornée

[[f(Xn)] - ([f(x))
- Xn< Xenloi

Idée :

donc - continue
, gbornée

Yn
10

, Y => gof Cobornée

Q Trouver des (Xn)
,
Xif +q Xn 10:

< X , fpas continue etf(Xn) 1*, f(x)

avec f=Mi Con peut poser n'importe quel espace de probas, par ex = (503
, 50, 2013 ,

P
(voir : THM Porte - Menteau

Si Xn(w) = /n VwEm in),J
et X(w) = 0

J Alors Xn 101
> X

([ - [g(Xn]) = g(((n)
n +
qg(0) = #(g(x)] Vg continue bornée)

Mais f(Xn)
1*Yyf(x) ,

f= Mi*
Car Vg Cobornée avec g(0) g() (exig = sin)
or E(g(f(xn)) = E (g(1)) = g()) x (g(0)=(g(
Ex .

2 :

Soient XI, Xn n v . a. r. indépendantes

Un = min[X,XnY , Un= maxEX
i,Xn3

Q: Fx(x) = 1P(X(x)
Un = min)

=> Xi>Vx

Un = maxx=XiVi

1) Fonctions de repartition deVn et Un
Q2) si les Xi sont ind,

Pour le max:
M

Fxi (x)= Fx,
(x) Vi .

&Un(x3 = MEXi-) Q3) Fun() = [0Six

i = 1 [ tous les Xi 1 sinon

par indep desi
doivent être /x

Fun(x) = [0
Six

I sinon
Fun(a) =P (Un -> x)= un 70, un
Pour le min :

n

&Un=DEXiêtre >x

Donc(Mnoc)=(iLo=-Fi
Fun(=(Mnx) = -Exi

2) si (XI, ,
Xn) i

. i . d.

alors FMEIR . Fun(x) = (Fx
,(u)

"

Vn)
,

1
, Fun() = 1 - (1 - Fx,(u)

"

3) a) i. id -M50, 12

Fonctions de repartition :

limFun Fu où U = Op. S:

Pour un : Fun(x) = 1 - (1- Fx
,(x)) (t) 7 [

sicO
, Fx(x)0 donc Fun(= O

si xh0
,

(1 - Fx,(x) > 0 [

donc Funcc) = 1

h => +a si limfun

!
= Fu où V= 1 p. S.



PourVn : Fun(x) =(Fx(x)" =xV0(x))

Fun(x)=O siO

xsi0(x < /

-

1 Si x)I

donc limFun() = O sixI
,

Isinon on

Convergence enloi :

On a montréque

FunCul < FCu) où U = O p. S. pourtout Mpt de continuité de Fu Ci . e .
tout M F0

Donc Un
101 yy

On a aussi mg Fun(w) Fu(w) où V=I p.
S

. pour toutoh

Dol Un 101
, v

b) X, ~Exp(a)
Donc Fy

,
(x) = 1 - e

-x

Fonctions de repartition :

Fun(x) = 1 - (1 - Fx,
(x))"= 1-(1- e

-x)"= (Vxy,0)
Fun(x) = (Fx

,(x))" = (1 - e
-x")

Convergence en loi : Uni Vil :

(1 - e
-x") < O (VAER) 1 - y

-
xi

17++

/ et pour0 Fx,
(x) = 0

car six =0 e= 1 donc 1-1 = 0

sic)01-e-xj0
,

19 Ici
, Fun() <0 pourtoutes (A)

11- +do

Fun(x) >Mir() VER Or il n'existe aucune v . a .r
. VtqFv= 0 hors des discontinuités de fr

Il

Mso
, + < pour +0

loiDoncMn - 0

NOTES :

Q : MqnUn
2

< U ; UnExp(l)

Xis
, Xn i

. i . d ~ M(50
, 1])

Vx, 0
, Fnun(d = IP(nun(x) = IP(uns)

= Fun() = 1- (--e

La fonction limiteest : F(x) =
-

O sic(O -> fonction de repartition d'une v. a .
~ Exp(1) .

-1-e-six, O

si XI ,
,

Xn i
.
i . Dr Exp(a)

Vx, o

Un peSe re
donc nunwExp(x)

↑ résultat d'analyse :

si G : R > croissante, alors G n'a qui un nombre au plus dénombrable de discontinuités.



-
ETAPES

Ex3: Castuce

RQ :

1) x,0mp((x) = (
*

(1- Ex(t)dt IPP
Six à densité fxCo, mp(f(x)dx = (91 - Fx()dx

Ici , Xv. a . r . à valeurs0.

On a [SX]
=(x(x) =()diPx( suggestionon

j
de l'enonce

formule

detransfert =(30,
+(t)dix()

Fubini pour Ides
fonctions, O

-Metad) dt or(adr =(A) VSm
,Filespace de probabilité ettout A

[ci :/Mct+X =x(Ct+l

= 1 - iP(X(t)

= 1 -Ex(t)((x= t) = 0

On note A = EtER;(X= z) 703 les indégrales son égaux sur RIA et leb(A)= 0 car A denombrable
↓ d I preuve : VICA,

Ifinie
,

lo 21P[X= E] = P[XCI]
=
>(A) On a donc

*

/M*
St

, +<dIPX)dt = (1 - Fx(t)dt
Donc (P[X= t]

,
LEA) sommable

tEl

donc un nombre au plus date0

2) Xv. a .
r

. à valeurs dans IN, [[X] = [(1-Fx(n)
nENj-

[P(X
, E] =[X= (X=)

K)
, 0

&

= SoiP(X=j) = ((X]

3) Mq[[XP]=-Ex(t)pE"at E

#[XP] =/x dP(x) =(ptP)dPxc
mcalcul
queQ = ())PM,d)du

=())MStockdx(x)dee

#[XP]=-Ex(t)pt"at
↑ pour savoir

si une v . a . admet des moments d'ordre p

EXO 4 :



TD 10 - Fonctions caractéristiques

RAPPEL: * si X admet une densité fx,

X v . a .
r. alors &x (t) = (entcfyk dea

Fonction caractéristique : Yx : R+ K * siX a densitef
,

Yx(t) = #SeitX]
,
tEIR f(x=ex(t)dt)

*)

(fot bien définie car leit/ (1)

Ex 1 : Calculer lesfonctions caractéristiques des lois suivantes :

X ~Ber(p)

Ona : P(X =0) = 1 - p,(X= 1= P

Yx(t) = ((eitX)
= P(X=0)eit . 0

+ P(X= De t.

= (1- p) + peit SiX a densité Ex :

VLEIR,
X~ Geo(p) Yx(t)=feit

* P(X= n) = p(1-p)"
- 1

formule

vuER, Yy(m) = [eiMr. (l - p)
"

p
detransfert

n), 1 Si X v. a . discrète

&x(t) = ([eitX]
-

= Pn(eiu(1-p))"
- 1

= Leitk(P(X=k)
k = 0

=
P [(eiu(-p)"

1 -Pn/

P fir(1-p) pein
= =

(1 - P) 1- er(1-p)1 - (-p)eiu

X-P(x)

P(X =k) = e
-

XX(k = 0,12
VLER, *

Yx(t)=et
-XXk

= e
-x[(eit .

x)1

K ! 130 K !

DL de exp
I
e-Xexeit

Donc Yx(t) = e
-Xexeit= ex(eit - 1)

↓~ Exp(a) : densité defx(x)= de*,x), o

3x(t) =

(0eitye
-2xdx =a)+d+ it)x(x (pOSonsc= -C + it

, +ex)
O

O ex(t) =&(A+it) = ait

XvUnif[a,b] a<b dans IR

X est adensité surte de densitéfx = MSa
, b29 D'a

Alors FEEIR
,

&x(t) = 1Pert(x(x)(x = p))Peit
T

formule de =

1

transfert (b-a) Series on

eitb- gita
=

it(b-a)



EX2

2> 0
,

X , Y - Exp(x) XIY ,
z= X-Y

2) 42(t) :

VEEIR, (X , Y indep

42(t) = #[eit(x-y)] = E [eitX]((e i+Y]

= 4x(t)4y(t) =
2

r

&
I

22

[
x-it 2 +it 22 + 12

X, Y ~Exp(x)
1) Loi de Z

Méthode de la fonction muette

Vg : R>R Cobornée,

transfert(, o Ty,
odegy)daydrouf est ladensitéde

(g(zd
2

Fubliv,ode)(-oegy
Navodey) (Euvoye(27dz) dy

Fubinixcg(2 ((2404+Y,oYay-

& I

siz
,
0 :

/e-2ydy= +
2

siz0: /0 deYdy =
222

2
donc 2 à densité foù : - 2

f(z) =

de
-c

Si 27, 0 = xe
- C(2)

I-in 2

3) 4w(t) ,
Wu Cauchy (x) de densité X

π(x) +Xi)

Par()
, f(z)=EitnY

i . e.et t (**)
x2 + th

Sir Cauchy (X) , wa densité fw(x)=+
On prend (**) avec z = -u

,
< = X :

xe- x(M)
= t . XYw(u)

2 ↑ pas de signe-

dans lafet caractéristique

Donctw(m) = e
-X(m)

;MER

4) MHVvCauchy (x) ~Cauchy (n)
MpVx , B)0

,
Cu + BV ~ Cauchy(xX + Bm)

indep
Yau+Bu(t) =

# Seit(au+ Bu)] = [[eitm. citBV] = #SeilM] #CeiBr]

= Yu(xt)Yu(Bt) X ,
BLO

= e
-x(xt)

.
e

- miBt
= e

-XB(t)-mc(t)
- e

-(xx + Br)(t)
= Yu(t)où -Cauchy(xx+ Bm)

On a donc montré que YautBr(H) =Yj(t) où wwCauchy(xX + BM)
Or lafonction caractéristique caractérise laloi,

donc <X + BM ~ Cauchy(xX+ Br)



EX
.
3 :

1) X HY
, 4x+y(t)

X, Y indepalors Yx+y
(t) = [[eit(X+Y)]

= ([eitXeity]
XHY [eit] #feity]

= Yx(t)Yy(t)

2) Pour n V . G. indep,

Par récurrence immédiate, pour Xi, · Xn indep,

P XI + +Xn(t)=xi(t) ; t

3) Yx(t) ou XvBin (n, p
SiXi,, Xnind ~ Ber(p)
Alors Sn = Xi + + Xn ~ Bin (n , p)
Donc par2) 4sn CH=Yxi(t) = ((-p) + peit)

loi d'un

Spas faitenTDTax , loi somme,
4) Yx+

(4) = exp(x/ (evu -1)
donc Yx1+- + Xn(u)=x(4)

= exp)(x1 + m Xx)(eiu - 1)
donck1+ - + Xn - P(x,++ Xn)

5)Yx(e)= ~Ex

Yx1++ (u)=ut

(sixi = XVk
, Yx+ - +x-(u)=/mi)")

6) Xkw N (mis ,
sic)

Y(M) = exp(imt -= 52 (2) pour N(m , 22)
donc

& x1 + - + Xn(u)=expim-

~Nmisium



TD 11

Rappels: Xv. a . r.

MER
, Ox(u) = #Serax]

*Px = Py = X et Y de même loi

3 facons de déterminer la loi d'une v. ai
S

- la méthode de la fonction muette

- lafonction de répartition : Ex = Fy= Xet Y de meine loi

- lafonction caractéristique

THM: [Paul-Levy]
(XnIneIN var.,

X v
.a .

r.

Xn &
, X (Af continue borne ([f(x)] < [[f(x)])
E Fuer , ¢xn(e) > &x(u)
#> VEER +qFx continue ent

, FxnCt) <Fx(t)
11-+ d

Ex
.

1 : étudier la convergence en loi des (Xn) :

1) Xn= an + X ou X v . a. fixée arbitraire et (an) neI Suite de nombres réels

&xn(u) = ( [eiu(an + x)]
= einan #[eiux] linéarité

= einan Dx(u)
si an >a :

n> +d

Pxn(u) < eina Px(u) = Pa+ X(u)
Donc Xn &

< a+ X [Thm Paul-Levy7

Donc an+ a =XnY, a+ X
n-> + 0

inversement,

. si (Xn)nei converge en loi versY, montrons que an converge

· (annein borne [ . siXn &,Y, VE Fy(t) continue,

FX(n(t) > Fy(t)
↓Supposons par l'absurde que (an) nei non borné croissant -> Et , Fy(t) non continue3 dénombrable]

(sous-suite) akn > + 0

n-+d

Xkn = akn +X2, 4

Fx
,

(t) = 1P(Xkn[t) = 1P(Xt - akn) = Fx(t -akn)

ort-akn -o ,
donc Fx(t-akn)

n=+10

Vt , Ex
,C

~ an borne

Xn &> Y

donc eillan Dx(u) > Py(u)
· ¢x(0) = 1

=>7S, 0 +qu([- S
, S7 , 9x(m)+0

EME[-S, 87 ,
eiman

,
Py(u)

=L(u)
dx(u)



Mq an converge :

(an)newborné : si (an)nei ne converge pas,
7 deux sous-suitestpaknb b

ali >

VuE[-S,
S]

eimb = einc= L(u)

gin(b-c)
= 1

VuES-S , S]
, ulb-c)2TZ . On prend U ,UzE-S,S] Q

↳ =DEQ contradictionet

2) Xnv B(n
,
Xn)

& xn(u) = (1 - p + pein)" , oip="
= (1 +k - x(eiu-1)" < exp(X(eiu ..) ((1 +7)"xe* ]

donc n &, X
n+ + 0

= 0x(u)ouX -P(x)

3) Xn =YYP
&xn(u) =

ESein
=
e-inSein] linéarite

= e-indyn) def de

= e-intexp(n(ei -1)pdeP(x)

iM/ = 1 +iM + 0((n) (e=oc

=> Px(u) = éum(i-
+ 0+)

=-iurziun-u + 0()

= e
- 442+ 0(1)

n->+
e

-4
= dy() ouX -N(0,1) ,

Xn2 , X

4) XnN(mm ,52) avecet

&xn(u) = eiunu-02 42
< einm-

am
= Py(m) oiX-N(m ,2)

n->+d

Xi X

Ex
. 2 : (an)neinO

(Xn)nEIN indeptq P(Xn = an) = P(Xn= -an) = 12

1) À quelle condition sur an lasuite de v . a. Xn converge-t-elle en loi vers O?

Pxn(u) = [(eiuxn]
=Leilan +1 ciman = cos(uan)

sian

YuER
, (xn(m)n

+ +2) = Px(u) oix = 0

rq : même façon si Xi 2
, 0, alors an 10 anborné : Exn

1->tro an Converge



2) Sn = Xi+ + X1

Mp (Sh)nein converge en loiLai converse

DEM : Psp(u)=Pxul=(u
LEMME: Obl,

alors(1-bk) converge

DEM:n-In
H-> +d

(inbi) (l-bi)convergence de ces deux séries positifs sont équivalent

donc (1-d,) converge

Pk =+

lim-1nx
x-> 1 1-x

<

M

PSn(M) = 11 cos(mak) < Ps(u)
k= 1

PsCol= 1
,750 +qXm(- S

, S] , PS(u)70 donc par le lemme :

uEC-S,
S7

, [(1-cos(Mak) converse
k= 1

Si on aak > 0
k-> +d

alors -cos(Mak)ona convergeen

alorsa converge

PSp(u) < Ps(u)
VnE(-S

,
S]

, &S(m) +0

cos(Man)=PSn(M) <
↑ Sn- , (l)n

+ +0

FuE[-S
, S] ,

cos(Man)(1 = an-0
1-+ n ++d

Sir
3) Mq [an diverge , Canneinborné = Yn =

n converge en loi

&
DEM : On mq (41)nei converge en probas

#[Xn]= 0
, var(Xn)=an

#- [Yn] = 0 Tai
Var[Yn] =

Var(Sn)
=

k = 1

(a (ais)"ai
370

, -OK ) var (n) =

ta+
doncYn0

=>Yn, 0



Ex3 : (XnneINV . a
.
dans,

Xn & X

1) MpP(X(z) = 1

Cliée ex 4 TDIO)

[Thm deporte-manteau implique directement ce résultat

↳ Xn&X E F fermé
,

lim P(XnEF) <IP(XEF) (Z fermé dansi) 7
n+ +d

DEM: XnEZXnEIN hypothèse

donc Dxn(2T) = #[ei2iXn] = 1

n
+ Px(2)

=>#[e2πX]= 1

Y: = ei2X , (y) = 1
,
var(y) = E[(y- E(y31]

= E [(Y12] - 1ACY]1 = [[1] - 1 = 0

var(4) = 0
, alors Y = #(4) p .

S.

c . a . d
. erX= 1 p.

S.

doncXEZ p .
S.

i. e. P(X(2) = 1

(méthode similaire : ex 4TDIO)

2) Ma7(;)iEz +q

Vjfz , IP(Xn = j
+gx;,

[2i = 1

jEZ

Il suffit de mp (P(Xn =j)n
+ +adj

· Xn &
,X

Fxx(t)Fx(t) ,
Vt tqFx continuent

XEX p. s . ,
alors Fx continue sur IRIZ

t = j +1/2
,

alors Fxn(j +z) > Fx(j+ 1/2)
jEZ

11 = Fx(j)
P(Xn[j+ 1 (2) = Fxn(j)

=>VjEZ Fxn(j) -> Fx(i)
n-> +a

IP(Xn = j) = Fxn(j) - Fxx(j - 1)

> Fx(j) - Fx(j- 1) = a ;
n +> +d

EX" : Il difficile (conditiondeLinderber
,et

1) XY ~ Ber([/n) independants

Yip Ber (B(n)
K

Mn=2 (XX(+ 54*)
1[kn

&un(u)=[eiu),


