
DM Probas
PROBLEME 1 :

(AnneIN , An = U An
nEIN

1) Ass=DAn Clois de Morgan a

2) Bn= An WAk
0(k(n-1

U Ak = Q
0 Bo = Ao0 = Do

3) Mq les Bn sont 2 à 2 disjoints

Soient m , n EIN
n - 1

Ona : Bn = An UAK Bm =Am
k = 0

Supposons m <n.

XCBmMBn =EAmIN (xAk) N(XAn)A
En particulier , (XAm)X(xA

-(carm(n)n - 1

Or Am C WAk XE WAk contradiction
k = 0 k =0

Donc BmHBn= Amen

4) Mp An = UBn
MEIN

· Ano LUBM · UBn C Ad
nEIN nEI

Soit wE Ao, Soit wE UBn
i . e. W appartient à au moins un des ensembles An. nEIN

L'ensemble desn +q we An est non vide
Donc InoEIN +q wEBno

· Donc IngEIN le plus petit entier possible +q we Ano
Donc WE Ano WAk

,
donc WEAnd

·
Si no = 0,

alors wE Ho = Bo O(k .
> no- 1

· Sino)0, alors we Ano et we Ano-1
Donc wE U An

donc weB no par definition REIN

Dans les deux cas
,
we WBn

nEIN DoncUBCA
donc AnLUBi

MEIN

Donc par double inclusion
,UBn =s

5) MqP(A) = lim [P(B] Con dispose dutriplet (-,
F

, P)
n++ d0Xk\n

Ona : An = (Bn (Q. 3 +4 [Bn ; ne iest une partition dénombrable de U An)
n7, 0 MEIN

Donc IP(Aod = [IP(Bn) (o-additivité(
no

=limP(Bk (par définition de la serie infinie (somme dénombrablar



6) IP(An) = lim IP(An) si VnEIN, AnCAn+

n->d

Si (Annei est croissante pour l'inclusion
,
alorsneIN

,WA=
Par définition de Bn

, Bo = Ao

Bi = An WAk = An An-1 ; n)/
0.>k>n-1

Q.2

Donc (BK) = IP(AO)+IP(A-IP(A -l

= P(Ao) + P(An) - P(Ao) =(An)

série téléscopique

La suite de terme général IP(An) est convergente car elle est croissante (AnCAn+ 1) et majorée par1

Donc elle converge et vaut lim IP(An)
n-> + d

En remplaçant dans le résultat de laQS :

IP(Ad) = lim IP(An)
n-> + d

7) P(nAnimp(An) pour (An)ne décroissanteet

An + 1 <An An+ JAn

En appliquant QG à la suite croissante (An)nei

P(UAn) = lim IP(An)
nEIN 1 +d

Donc P(nAn) = 1-IP(UFn)
nEIN MEIN

=1 - lim IP(An)
n->+ ap

= lim (1-IP(Än) = limIP(An)
n->+0 n> + do

Donc IP(nAn) = limP(An)
nEIN n-> +d

8) (An) ne in nicroissante ni décroissante ?

Sans l'hypothèse de monotonie, on ne peut pas en général conclure que PCAn) converge.

On peut poser lim infan
=Un Ak ,

lim SupAn = D
n-> + d n-> +0 m>0k0

↑ ↑

evenements qui finissent evenements quise produisent
par êtretoujours vrais

infiniment souvent

On peut encadrer IP (liminfAn) [lim infIP(An) < lim sup(An)
_
/IP(limsup(An)

n-> +d n->+d



PROBLÈME 2

-4: IN-> D
, E(4(x))= P(X= n)Y(n) UseS0,

1
, gy(s) = E(sX)

↳ fonction génératrice de la loi X

1) gx bien définie + dérivées de tout ordre Soit X v ... à valeurs dans IN.

Vs[0,
17

, 0 (P(X=n)s" ,
>p(X = n)

or [P(X= n) = 1 donc [P(X= n) ev absolument
n 70

=> [P(X= n)s" converge absolument (par comparaison)n)0

=> La fonction gy est bien définie USE[0
,
1]

c'est une série entière derayon au moins 1
,

donc elle admet des dérivées detout ordre. En dérivant terme par terme:

g((s)=En(n- (n-kP(Xng

2) XvB(12)
Si Xv Bernouilli(p) alors gy(s)= [P(X=n)s = (l-p)so + ps

-

n>0
= (- p) + ps

Donc pour une loi de Bernouilli symétrique (p = /2) : gx(s)= Its

2

3) gy caractérise la loi de X

Soient X et Y deux variables aléatoiresi valeurs dans IN
.

· SiX et Y ont lamême loi
,

alors elles ont même fonction generatrice
· sigx = gy alors gy(s) - gy(s) = [P(X= n)s" - [P(Y= n)s"

n)0 n>0

=
[P(X=n) - P(y=n)]s = 0
n70

Donc le polynome gy-gy possède une infinité de racines

Donc les coef du polynôme sont tous nuls

Donc UKEIN
,

P(X= K) = P(Y= K)

Donc Xet Y suivent la même loi

4) E(Xk) lim gy finie
S-> 12

9x(k)(x)=n- 1 (n- k)+1 (P(X= n)gn- 1

en s+-1 :

g()(1) = E[X(X-1)(X- k + 1)]

(E) X(X- 1) (X- k+1)(XK pour Xavaleurs dans IN

doncE[X(X- 1) (X- k+11] E[X]

donc siE(X")(0
, ECX(X-1) (X-K+ 11]=mg

(E) SiE[X(X- 1) (X- k + 1)] < d

Ona
,

UnEIN
,

n" -C(in(n-1) (n -k+1)]) où Ck : = max & (2k(k
, 24

[sin<2k alors n < (2k)
*

sin)
, 2 alors n (n-1) (n- k+ 1)), (n- k+1)k)

,
(n(2)"

,
d'où nk42

" (n(n- 1 (n-k+1)]

Donc E(Xk) = 2nP(X = n) [Ck(1+ [(n(n-1) (n - k+ 1)p(X =n) = (k(1 + E[X(X-1)(x-k+1)])0
n),0 n>0



5) E(X)e+ V(x) = ?

On a : Gx(s) = kP(X=k)Sk- et Gy(1)= (k- 1P(X =
K)

k= 1

n M

6"x(s)=[k(k
-1)P(X=k)s

-2 = P(X=) - [KPX
k =

donc Gx(1)= KP(X=) = E(x) = f(xz)- E(X)

Donc v(x)= E(Xz)- (E(x))
= G" x (1) + f(x) - (Gy(1))2
= G"x(x) + Gy(1) - (Gx(1))2

6) (Xilisin v. a . indep Sn = Xi+ Xn

Magsn = Tisin 9Xi

9Sn(s) =
[IP(Sn =n)gS
n), 0

↑

Pour KEIN , IP(Sn = k) =
[P(X 1 = X

,
Xn =xn)

X,
Xn)

,0

X1 + + xn= K

= 2
X1
X Xi = vi) (par independance

X1 + - + xn = K

donc 9s(s) = [IP(Sn= 1)s" =
2[

K, 0 1970 x.-
20P( =vi) s

X1 + +Xn = K

2
=

1 >,
0 (Xi =vi)St

=P( =Xi))=9X:

7) Fonction génératrice d'une loi Binomiale

Soit Sn ~ Bin (n , p)

Par Q6 et Q2 : 9 (1 - p) + p

=[(l- p) +ps]c

- valeurs [[I . _, n4
8) Vimloi UiXX2iXnindep Y, i
Magy = 9u09X
Puis E(y) = E(u)E(X,)

9y(s) = f(s) = E(s)= P(M =uE(s + -+a) (10i de l'esperence totale selon la valeur de Ul

-PM-(si) (indépendance des

= P(u= u)(9x
,
(s)) (Xi i .

id)

= gu(gx
,
(s)

= gu09x
,

(s)



et f(y) = gy(1)
= gu(gx

,
(1) . 9x ,

(1)

= giu(1) · g(x,(1) (gx
,
(1) = 1

, gu(l) = 1)

= E(u) .
E(X,)

9) gx(u) bien définie +qMIXI

etMaYKEIN , P(X= K)=gy(eve ido

· gx(ei0) est bien définie. Soit OER
,

X une v . a . àvaleurs dans IN

Par définition
, gyleid)= P(X= n)ein

OrVnEIN
,

einO = 1.
&

D

Donc [IP(= n) eind = [P(X= n) = 1
, donc gx(eid) converge absolument

n = 0

Donc gx(ei0) est bien définie VOIR

· Soit KEIN .

Notons [k =((en) e-iodo

Ik= (2) P(X = n)eino)e-ilno

=Pin-lod parcu absolue, on peut permuter somme et intégrale (fubils

· integraledo = 2π

j

· sink (ind =Selo gink careinki(n- 4)

Donc la somme se réduit au seul terme n = K

Ik = 2πP(X = k)

Donc P(X = k)= Ik

d'où le résultat : P(X= k)=gx(e)e-1040 UKEN

10) (Xn)nein suite de v . a . à valeurs dans IN +q (9xn)ne in
CV simplement sur le cercle unité vers g

Mq UKEIN
,

P(X = K) = limP(Xn = k)
n-> a

Par la question précédente :

VEN , YKEIN P(Xn = 1)= ((eio)e-id et P(X=Kl= LeiO)e-iO

et 19xn(ei0) -)

Par hypothèse,
VOE [0, 25]

, gynleio)-> 9y(ei0) (cu simple de gxn vers gy sur lecerde unité
n +> + 0

Par letheorème deconvergence dominée (Lebesque)

limP(Xn = 1)=(0)e
n-> +d

= P(X= k)


