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Partie I :

X distribuée sur le réseau <2 ; x) 0 si(XEx2) = 1 et VBLx,(XEBE)X
si Auntela : X est distribuée sur 02 identifié à IR

. sultat
aussi re

tard
6) THM: [Classification des sous-groupes fermés de IM]

G acinst
Tout sous-groupe fermé HCIR est de laforme H = BX pour un certain B), o

avec la convention OX = IR

preuve : (idée) sit= 20} rien afaire
-

sinon,
on pose < = infrecO:CEH3

-si <>0 alors H =2

- si x = 0
.

Hcontient des elts . arbitrairement petits, donc H= 1

Application au cas de lamarche aléatoire :

· si la loideX est de type réseau , alors Jun plus petitpas 2) 0 +q(XEx2) = 1

Le plus petit sous-groupe fermé contenant le support deX est alors &2.

· Si laloi de X est non-réseau
,
i . e. 7 x)0 +pP(X(x2) = 1

IR tout entier

or 1est less-groupe B2 avec B= 0.
jsp si j'ai bien

~ C'est cohérent avec la structure des ss-groupes fermés de CIR
,
+) 2 compris la Q

X v. a . r distribuée sur le réseau a ; 170 (ri . e
. (P(X((2)=1)

So = 0
,

Sn = XI+ + Xnin)/

point possible : xEIR possible si FELO In
,

1 IP(ISnc((2)>0

point récurrent : CEIR récurrent si XELO, IP(ISneck i . s
.) = 1

Xi intégrables i . r. d. in loi que X

1)a) Mq l'ensemble des points récurrents estune partie ferméede IR

On note R = SccEIR i récurrent 3

Soit (xm)m El une suite de points récurrentsquic . MqaER .

m -> +0

Soit EL 0
. JMEIN +pVm), M

, kcm-x)(E/2 .

Commexiestrécurrent
, 1P(1Sn-cmIi .S . ) = 1

or 1Sp-eck1Sn-xm)+m-x)(E si (Sn-cm)< /2 et (xm-x(2/2(m), M)

- ineg A

Donc IP(ISn-c[Eis)= 1

Ainsixest récurrent .

Donc par la caractérisation séquentielle desfermés,

l'ensemble des points récurrents est ferme

1)b) Mq un point possible appartient à↓

Soit aEl un point possible .

Chaque Xia2 p. S.
donc p. s

, Sn = XI++XEna*.

(les valeurs possibles de Si sont donc les points Ka ; KE2)

Deux point distincts de na2 sont distants d'au moins a car11, x-122) = 1,-K219), & ; Ki,zE2
Soit EEJo

, %27

Jx-E
,
x+ E[ estde longueur 2E/L : il ne peutdonc contenir qu'un seul point den2.



x est possible : InEIN +pP(1Sn-x(2)
SnEnap.

s : Jx-E, x+ El contientnécessairement un pointde naZ

il ne peut y en avoir qu'un : E nCZ

or tout elt de na estaussiun multiple dea car Kna= (Kn)a avec KnEZ

donc n &[CaZ ,
donceE all

~ Un point possible appartient à 24

2)a) MqVE)0 ,
n

, K)
,

1 [ISk-y1 < E3MGSn+- Sk-(x-y))(2Ef. S
. 3CEISn-x)[ f

. s
. 3

Soitwtq (Sk(w) -y)E et /Sn+k(w) - Sk(w)- (x- y)) <22 pour un nombre fini de n

c. à . d : JNz +pfn), Ng (Sn + k(w) - Sk(w) - (x-y)k, 25

Ineg Di

(n> NE (Sn+ k(w) -x(, (Sn+ k(w)- Sk(w) - (x- y)) - (Sk(w) - y)
7, 22- E = E

Donc à partir d'un certain rang ISn+ (w) -x)E

reindexation: posons m = n+ K

Alors (m>
,

N(E) + 1 /Si(w)-<13E

Donc pourcetw,
ISn-e)(E se produit finiment souvent .

Donc wE{lSn-x[Ef . s
. 3

[(Sk -y((33M(1Sn+ k
- Sk - (x- y))(22 f. s . 3 < ElSn-x)(Ef. s

. 3

2)b) En déduire que si est récurrent et y est possible alors y est récurrent

On cherche à mp VE)0
,
P(ISn - (x-y))(Ei . S

.) = 1

Y possible : JK EIN* +p1P(ISk-y) <[/3)70

Posons Tn : = Sn+ -SK

les Xi sont ii.d donc Sn+ -Sk = Xk++ + Xy+nalamémeloiqueSn = Xi+ + Xi

De plus,
les ensembles d'indices [I, Ket[K+,K + n} sont disjoints.

-> Thest indépendant de Sk

x est récurrent : IP(ISn-x93r:s .)=

donc IP(ITn-x) <[/3 i. s) = 1 (m loi que Sn)

Ineg D:

1 in - (x-y)) .
J /in-x1 + 1Sk - y) < 28/3

Donc IP(1Tn-(x- y) < 29/ i . s))0
Donc IP(1Sn+- Sk - (x -y)) <25/3 i

. S
.)0

Par Q2 .a : sur [ISK-y) <E/34 MGSn+ 1- Sk-(x-y) / < 25/3 f
.
s

. G on a [Sn-(-y)<Ef
.
s

. 3
Donc IP(ISn-(x-y)) < Ei

. S
.
) > 0

Loi du 0-1 de Kolmogorov:

{lSn-(-y)))E i .
S

. 3 est un évenement asymptotique, donc sa probabilitévaut O ou 1.

Comme elle est >0
,
elle vaut 1.

> (ne dépend pas des Xi, , XM ,
ne change pas lefait que

2 /x-y) est récurrent pour nassezgrand /Sn-(-y) /E se produise ont souvent (



3) a) Conditions une partie de IR soitun sous groupe

Soit HC IR
.

--

H sous groupe E OCH

_,YCH =x-yEH , ( H+0 et Vx
, y(H,x

-y(H)

b) MpRssgpe ferme de IR.

(On note R : Exis récurrent3)
+OER sitsspeferme

de IR .

SupposonsR*0 ,
soit sER

.

Alors estaussi possible , car IP(ISn-Ei . S) = 1 =En ; IP(ISn-x([E)>0

Q2b) si c est récurrent et y est possible,
alors- y est récurrent

En prenant y= c
,

on obtient c-x =OER

Donc OCR

->x , y (R = x- yER

Résultat de Q2b et y récurrent => y possible

De plus Rest ferme (Q(a)
~

Donc Restun sous-groupe fermé deR

3)c) Mq <2 est le plus petit se groupe fermé contenant tous les états possibles
Posons P := Gx; In ,

IP(ISn-KE)> 0 pour un [30]
Par Q1b) PC &

Donc c2 est un sous groupe fermé contenant 4
22 est minimal :

Convertma
SiHssype fermétaPCH ,

alorsaZCH)

par définition
Soit Hun ssgpefermétq PC H

. point possible avecn = let

(supp(X)
Supp(X) = Ex ; IP(1S,

-x)(2))03CP = les valeurs que X peut
prendre avec probas non nulle

don Supp(X) CH =B2 pour un B),0 parle résultat admis

*O (cas réseau) est défini comme le plus petit pas tel que la loi de X soit concentrée sur le réseau 22

donc pardéfinition de <2
,

XX = plus petit sous-groupe fermé contenant Supp(X)

donc 22 CB2 /siBLa , alors &2 serait un pluspetit réseau contenant le support ,
contradiction

Donc **= MEHssgpefermés ; PCH] i . e . L2 est leplus petit ssgpe fermé contenant tous les etats possibles.

Applicatedentde

4) (Sn)nein admet un point récurrent

a) O est récurrent

cER
, par Q2b) avec (

, y = x)
, on aOER

.

ou : R est un sous-groupe (Q4) ,
of R

,
donc Oest récurrent

b) y possible,
-y récurrent

Soit y EP

Qua) OER

Q2b) avec = 0
, y donne

0- y = -yER
donc - y est récurrent



c) Tous les points de 22 sont récurrents

tout point récurrent est possible,
donc RCP

Q (b) un point possible E <
,

donc RCPCCZ(A)

Q4b) si yE P alors-y ER

R est un sous-groupe donc-yER EYER
Donc PCR

.

Q3c) <2 est le plus petit ss gpefermé contenant P

or Rest un ss gpe fermé (Qi contenant P

donc alCR (**)
En combinant (A) et (**) :

<2 CRCx2 donc R =al

Tous les points de <2 sont récurrents

PartieII :

I intervalle borné de R +PIna2 &

5) Mpsi&P(SnEI)Lo
,

alors aucun point de 22 n'est récurrent

SoitcEInal

I est fermé borné
,

donc]E>OtpJx-3,+[ CI

Alors UnEIN *, GISntcl(2} CESnElY
4P(1Sn-x)(2)([IP(Snfi)(@(x)

n30

Supposons par l'absurde queest récurrent

alors FEL0
,

P(ISn-xE i
. S

.)=
Par BCI : [P(ISn-cck(3)= contradiction avec (4)

n30

Dolk n'est pas récurrent.

CommexEIl a2 était arbitraire :

- aucun point de In a Z n'est récurrent

On suppose [IP(Sn (l) = d (HI)
no

6) Soit 370 (longueur(1)
. MpFecExZMI [IP(ISkocKE)= 00

2 KL
,0

I est un intervalle borné
,

XX est discret , donc IMaZ=So,Gestfini
Soit E > Otq :

<{ < longueur (1)

=> VxjE
, 2xj - 3

,
xj+EsCI

1E(5
=> Jaj -E,j+ E[ a de longueur 25a

-> (m raisonnement quellb) deux points distincts du réseau sont distants d'au moins a
, donc :

7j -E,j+ E[ contient au plus un point de 22 (**)

Ainsi
,

UnEINY
, m

E SnEIG C
,UEISn -x;<EY (***)

En effet
,

si Sn EIM al
,

alors par (** ) , 71jE Ina2 +qISnikE



(***) = P(Sn(i)(ISn -x; )(E)

[P(SnEI)<PCISK
,

= + 0

in, 0
HI I

Comme lasomme d'un nombre finim de séries positives = to, au moins l'une d'entre elles diverge.

-> ExInak +p[P(ISk - x (2) =+ 0 (D

On Fixe
,
Everifiant (1)

. Ak= EISK-kE;n)
,

l /Sk+n-K, EY
,

KEIN

7) MpElSic-cl[E,n> l ISnk-Skl], 293C Ak

puis que IP(AKIL, IP(ISK-xIE) IP(Xn, I ISnk, 22)
Pour tout w et UnL,

Sn+k(w) -x= (Sn+k(w) - Sk(w)) +(Sk(u) -x)

si(Si(w)-x)[Eet) Sn+ k(w) -Sk(w))), 25 , alors

1 Si+ k(w) -x)
, (Sn+ k(m) -Sis(w)l- 1Sk(w) - x1>, 23 - 3 = E

donc El Sk-ecke ,
Un

,
l ISn+ -SkI, 223C Ak

(Sn+ -Sk)ni (Sn)n>
, I et est indep de Sk (m raisonnement que dansalb)

Donc

IP((n), 1
,
ISnk-Skl, 2E)=(Xn), 1

, ISnk,22)
donc en utilisant l'inclusion précédemment obtenue

, onobtient :

IP(Ak)
, IP(ISk-cI(E)IP(Xn >, 1 , 1Sn /328) (2)

8)a) Mp IP(1Sn-cl < E finimentsouvent)), IP(XnL. 1 (Sn1>
,
22) /[ PIS-eKE

K)
, 0

Les événements Ak sont deux à deux disjoints (lederniertemps' où ISnc)& ne peut pas être deux indices différents).

De plus, U Ak = [1Sn-xEf. S
. 3

K)
, 0

donc IP(1Sn-x3f. s.) =
[IP(A)IP(Xn)

,
1

, 1Snk
, 23),(IS)130

b) IP(Xn> 1 ISnk, 22) = O

Par (1) ,[ IP(ISK-x) < d) est infinie
,

donc (Vn> 1
, ISnk, 25)[IPISK-/E est soit O,

soit + oo
.

<P(ISn-[f.s) o car c'estune probas

donc IP(n)
,

1 , ISn/L, 28) = 0

9) S
,
2 +pO/S/E et KEIN

a) Mp[15kk8,n>1 /Sk+n1], E] [EISkkS , Un> l /Sien-Skal], E - S3
Soitwe ElSKIS

,
Un>I ISkank, E3 In-vl > (se)-IVI Ineg D 2

&

InegD: (Sk+n(w) - Sk(w)k, (Sk+n(w)) - (Sk(w)l), E- S donc en particulier

(M-U1, (M-1V1

donc wE ElSkK8 , Un>, 1 /Sk+n-Skl), E-S3



b) Ma(ISk)< S ,n 1 (Sk+nk, E) = O

Par QPa) IP(ISK)(S , Fn)
,

1
, ISank

,
E),(ISkkS , Un,

1
, ISk+-SKIL, E-S),

On a (SK +-Sk) n)
,
1 (Sn)n,, et (Sk+-Sk) n

,
1Si

fu

Donc
=O

IP(ISKK8
,

End1 ,
ISk+ -Skl]

,
E-S) = IP(ISk(8) IP(Xn), 1

,
ISnk, E-S)

Par Q8b avec (0) ,
on a IP(X, 1

, ISnk, E-S) = 0

Donc P(ISK)<S , URL, 1 /Sk+ n 13
,
a) = 0

c) IP(ISkIE
, Un> 1 1Sk+nk

,
E) = 0

ElSkIE, VnL,
l , ISktnk, El= ISial3-Ym ,

Vil
,

ISktnk,Ex

Pour chaque m
, on pose Sm= E-m ↓lebutpliquerab)

Par QPb) (0)Sin<E)

#(ISKISin
,
Vn>, I , ISk+nk,3) IP(ISKISim ,

VnY1
,

ISk+ n 1]E) = 0 (**)
Cunion denombrable

En combinant (*) et (**) : IP(ISKKE,n> 1
, ISk+ nk

,
2)

_
> [0= 0 deunes de probas nulle probas nulle (

m>

Donc IP(ISKIE ,
Un>1

, /Skink, E) = 0

a) MqVE> 0 IP(ISn) <Efs.) = O

L'événement 'ISnl Ef
. s .

' s'écrit :

ElSn/ <E f
.
s.= UEISkke , Anal , ISk+

/L
,E3

k)
, 0Par QPC) pour tout

,

IP(ISkKE,n> 1
, (Sk+n1,) = 0

donc par sous-additivitéet union dénombrable
, IP(ISnEf

.
s .)=

VELO, IP(ISn) < Ef.
s .
) = 0

10) Orécurrent + thin demontre

Par compleimentairite

{lSnkEis.3 = 1) { lSn)Ef
.
s

. Y
Par Q9d) IP(ISn)Ei . S) = 1 VEXO

↑ définition

Donc dela récurrence

O est récurrent :

THM : Soit (Sn)
nein

une marche aléatoire sur le réseau <2

Pour un intervalle bornéI +pInd0 ,
on a :

O est récurrent[P(SnEI) = + 00

1130
et dans ce cas

,
tous les points de 2 sont récurrents·



PartieI:

(Xn) nEIN+ intégrables

11) [(X,)0 , mq Si+o

n -> +a

Les Xn sont intégrables et ind

Par la loi forte desgrands nombres SnPSEX =m

Vw +p * soit vraie
, INEtqFn, Ng, StCW)),

Comprenant E mal

donc Sn(w), n L + de

n-> 0

donc Sir > + d p.
S.

(2) #[X1] =0 => aucun point de n'est récurrent

#M parLFON (Xn intégrables +ils

p.
S.sim>0 : alors comme dans Q11) Sn-to

n-> 00

si m <0 : Q11) appliquée à (-Xn) (x [[- X,3 =
- m>0)

donne - Si &S +a Sn5-a
n-> do n->0

fm+0
,
ona : (Sn) P. S .

> + o (A )
n-> 0

->(SwSoht detoul

intervalle
borné

[ccER est récurrent si XELO
.
P(ISn-c) <Ei

.
S.)=1]

SoitcER
.

!

Soit I = [x-E,+2] un intervalle borné (l'évenement ISnckE équivalent àSn-1)
Par(A ) , pour presque toutw JNstq n)

,NgSn(w)I
Donc P(SnEli . S

.
) = O

donc IP(ISn-x) <E i
.
S

.) = 0

Autrement ditec n'est pas récurrent.

x étant arbitraire ,

Si[X1]0 aucun point de R n'est récurrent

Cjai fait bavant a

car ça paraissait plus logique)

13) #[X1] =0.
I intervalle borné de lR.

NitM(Sn) ,Teinfr), 1 :Snel]

b) valeurs possibles de N etT

N = [MI(S) donc NE IN US+ 3
n30

(N = + do signifie[P(Sn(l) = +o
TE IN US +3

c) Que représentent T et N

T: premier instant où SnEI (la marche visite l'intervalle Il

N : nombre d'indices n vérifiant (le nombre total de visites dans 1)



a) MpN ,T sont des v . a.

[ surfa ,
F

, IP) Y :-IR mesurable si Y-(B)EF VBEB(IR) 7
T et IN prennent des valeurs dans INU[0] ,

il suffit devérifier que [T= Khet{N=my sont dansF.
Cinfimum d'entiers

positifs est son plus petitelt)

I: Pour >
,

1 : T= k) SKEI et ViCK , SifI

Donc = 13 =5SEINES3
> pour toutj , S; mesurable carv. a.

-> IEB(IR) = [SjEI] = Sj"(I)EF

->[Sj1] = [Sjel]'Ef complémentaire d'un ensemble mesurable

-> F stable par intersection finie

Donc [T= K Gest dans F.

Ainsi,

Test mesurable

N : Pour m-JIN

EN = m3

=USESmesurable mesurable
I ↑

mesurable
↓

car intersection finie
union
de nombrable donc mesurable

DONC
↑ Am = {ACIN ; /Al =m} dénombrable

car on peut coder tout A CIN fini de Cardinal m

comme unelt de IN,dénombrable
Nest mesurable

(4) MpF(N)=Ne
#(N) =/NIP = ) N car N, et N surETl

ST(03 (si on n'entrejamais dans I
,

onne compte aucune occurence

Pour m) 1
, posons i

Ami= [T-my = UST= k}
k= 1 - formentartition de ET +o

Les [T= k] sont 2 à 2 disjoints, donc (Am)m), suite croissante d'ensembles

No car les [T= k} disjointsVm> 1
, /Nalp =( NAID=/Si

= 14
(k)

Am UET=
N

,
0

, les NMAm sont croissantes et NMAm > NMETLo= N

Donc par thm convergence monotone :

I N dIP
=imNe

Cl'échange lim - [est justifié

(* ) croissante determes positifs)
ET04

=imat
=1

car il s'agit d'une somme

NDIP

NCIPDonc #(N)=
t=1



15) Soit >1
. MpET= KY, +(X, Xx)

On a <T =ky = [Skn\{S1}(cf QBa)

↓ on applique un

raisonnement similaire

Vj(k , Sj = X++ Xj
Chacun des X1 , iXjestXI, XK) - mesurable

Une sommefinie defonctions mesurables est mesurable donc Sj est(X
,,

Xk) mesurable.

Donc Sj est+(X
, XK) - mesurable

IEB(IR) doncESjEI4 = Sj'(l) Et(X. -,
Xk)

Par complément , [SjIGE5(X,, Xk)
5 (X1,,Xk) tribu donc stable par intersection finic

Donc

[T=k3E0(X1. Xk)

16) a= longueur deI.

Soit K
,

1 et wEET= KY

a) Mai=(Sk(w)) =1
,
(n(ki

= (Sn(w)) = 0

Par définition deT
, (T= inf & n>, 1 ; Sn(13)

T(w) = k E
-

Sk(w)EI

-Sn(w)IVn<K

Donc

MI(Sk(w)) = let Un <k= (Sn(w)) =0

b) MqN(a) -
>1+ [I - Sk(u)(Sn+1(w) - Si(w)

[1+Ms-a
,
a) (Sn+ k (2) - Sk(w)

1E inegi
N(w) = [1+ (Sn(w)) = 1+ (Sk(w))+2,

M = (Sn(w)
R)

,
0

= It =
(Sn+ (wi)Gaa)(x)

Xn), l et pour tout w
,

Sn+k(w) (l => Sn+ (m) - Sk(w) ( I - Sk(w) où l- Sk(w) = Ex-Sk(w)fI} en

Donc MISh(wi) [MI-Sica) (Sn+(2) - Si(w)

Dans (* ) :

N(W)
-
(1+=- Sk(m)(Sn+ (w) - Sk(w)) (**)

2 ineg : (on veut remplacer I-Sk(w) par 5-a
,
a]&

I est une intervalle de longueur a

et Sk(w)El(carwEET= k3) doncI est de longueur a contenant Sk(w)

I-Sk(w) est encore uneintervalle de longueur a (unetranslation conserve la longueur
et 0 = Sk(w) - Sk(w) El - Sk(w)

"EI
2 I-Sk(w) intervalle de longueura contenant O dolk I-Sk(w) ([-a,a]

&
détails

Soit J un intervalle de longueura contenant O d'extrémités Met V
. (u(V)

On a M-V = a .

OE J = [M , UJdonc M0[V

VxE[M
,
V]

,
()a

-> doncJC [-a, a]



I-Sk(w)([-a
,
a)

donc FN)
,

1 , [Sn+k(m) - Sk(m) (l-Skcul] <[Sn+(w)- Sk(m) (5- a,a7}
donc ↑-SiSn+(W) - Six(wi) <Fa

,a)
(SM(m) - Six(w)

~ En remplaçantdans (** ) chaque indicatrice MI-Sk(w) par cettemajoration, on obtient la deuxième inégalité.

Donc on abien fw EST = K],

N() -+-Sk()(Sn+
(w) - Si(w) [l+Ms-a

,
a) (Sn+ (2) - Sk(w)

calcul un peu
-

en désordre
désolée

c) En déduire que (NA_(T=) (1+(ISn(a)
GT=k}

&(6) b) : VwEGT=K3 N(w) [I+, sa
,a) (Sn+ k(w) - Sk(w)

donc VW :

MET= 1}(w)N(m) <MST=y(W)+ METRY (2) Mca
, as (Snk()-Si(w)

en prenant l'espérance,

# [MST=13
N]

-
>P(T = k) +[( [MSi=13Ma- a

,
a) (Sn+ k

- Sk)
,

](*)
QIS) (T= 14 Er(X, .

~ , Xk]
N/ I

donc MST=Ky
est(X,,,Xi)-mesurable

-tous indep
et Sntk - Sk = Xk+1 + + Xk+ n ne dépend que des XK+ , X+1 et est donc indépendante de r(X

.-k)
Donc VBEB(R) :

#[4(T=13MB(Sm+k
-Sk)] = ( [12T

= 1y] [43(Sn+k
-Sk)]

pour B= C-a
, a) :

E [MainMc-a ,al (Sit-Sil]=(T=/Ga ,
a) (Suk-s)I

= IP(T= k)(P((Sn+k -Sx)(a) = IP(T=k) IP(Isn) <a)
T

Xi i . i . donc (Sn-Sk), (Si)n),
Donc (*) devient :

[(MT=k3N) -) (P(T=k)+CIP(T= k)IP(ISn)(a)

=> ASMST= KINT = IP(T=1) (1+[P(ISna))()

6) Conclure que(N) [IP(TE0) (1+P(Inl

En Sommant (3) sur K)!

& [19+=k]N] -) [IP(T= k)((1+ [IP(ISn(a)) (* )
k = 1 > / 13

,
1

Les [T= K3,,
2 à 2 disjoints et leur union est [T(+oY (Q14)

donc [IP(T=K) = 1P(TC +a)
K>,

et par Q(4) (IN) =&[NMET=

Donc en remplaçant dans (A) on obtient : E(N) > IP(T(+o (I+,P(ISn(a)



17) ML
.

1
. Mp,CSnKM) <(KSn<K

[2M(1+[P(ISni)
yere ineg:

& (Sn) <M3 = E -M(Sn(My= GK> SnCK+ 1} -MMS
k =

-M

donc H(ISn)(M)= (KSn(k+1) (reunion disjointe)(les [K
,
K+ 12 sont disjoints(

en Sommant sur n)I,

[P(ISn) <M)=Sn> ↑ termes positifs

2 inegi

UKES-Ms ,M13 , on note IKi= [k
,
k+ 1) et

I

2M termes longueur

N4=MSn) b de visites de Ik etT le 1 temps d'entrée dans Ik

Par(3) (Q16c) : (a=2)

#[N(k] -
> (P(T((+a)((+ [IP(ISn)(1)) <It IP(ISnI(1) carP(T*(+d)

et Un
, [kSn[k+ 13 = &SnEIk4 ,

[IP(kSn(k+ 1) = [P(Sn( [k) = #(N()
13

,
1 n),

=> [IP(k(Sn(k+ 1) -
> It[P(ISnI-)

2M val

=>/In) ensommantsuk .
Mil

Donc on abien :

CSnKM)<KIMCIS

18) Soit E>0

L
.
Jpartie entière

a)MaP((Sn)((n) /
n ->+a

Par hypothèse , les(Xn) n), , sont intégrables i
.
i

.det[X] =0

ParLFGN SiPSo
Soit w +p

Sn(w)
>0

M

- 7 Nw +qVn), Nu,
ISn(w)lnE

et ISn(w)) <ne = (Sn(w)) <(nE) + ne - 1 [LnES carLnEK
,

ne -

(w) p. S
.,1Donc MSISHLnEsk ne+

On posefn(w) =MSISn) Lng)(w) , f(w) = 1

Ifn 11 An etfh <f
p .S.



Thi convergence dominée :

↓fndPf
I

or (fndP=Mn SnsP =N(ISn.

donc

IP(ISn1
_>LnEs)

n+ +
a

b) Mp[P(ISnKLmVES) > [IP(ISn KLnd)
n)1 In <m/s

Soit m),

Vln ona ne < mV2 donc LnE) [LmVE) carL . ) croissante

2

ElSnI < LnEsY CGISnICLive/3
=> IP(Sn) < LnEs) IPCISnI < LiVe3

=> [PISnI <LnEI)
_
)[IP(ISnI Lina))<P(IsnsLes) en somment sur 1

.Jn
1n< M/E InM/E

↑ plus grande
qu'une somme

partielle

donc [P(ISnKLmVES) > [IP(ISn KLnd)
n)1 In <m/s

c) En déduire quelimin(ISnima))), y
Soit SL0

.

Par Q18a) [N +p(n), N P(ISn) < LnEs)L, -S

(m IP(ISn) <LnE) > 1-S pour nassez grand (

Soit in assez grand pourqueL N.

[P(ISn<Lnds)), [ IP(ISnKLnas)]
, (z- N)(1-S)(x)

In<M/E N-n(M/S

Par Q18b) en divisant par me

↓ [IP(ISnKImEs)?[IPCISnILnES)
men)1 m& In <M/g

(A)

=> (ISnimas m(E -N)(1- S) = (1-S)(a

=>iminP(ISn<Linds)(1-S) US30

Donc lim inf[IP(ISn) < Ling)L/E (5)
m= 0n),

19) Conclureque[P(ISn)) = +o + critère de recurrencee

Pour chaque m
, posons Mm = LmVEJ EIN

En appliquant (4) avec M = Mi :

[IP(ISn) <Min) [2Mm ( I+P(IS)
n)1



Min = LmV) umVE
Pour m assez grand :

[IP(ISn)Mm) _
>2M(Isn) (ISn) -x)()mu n> 1

D'autrepart
, [1SnKMm3- [lsnl <LinVs)

donc [IP(ISn)<Mm)> P(1Sn) < 1 mV)
n)

(**)

donc lmin [PISnM Y pas
En combinant (*) et (**) :

V3(0+(2(1+ IP((Sn(1)

SupposonsparlabsurdeIA
ce qui est impossible quand [->0

Don [IP(ISn(1) = + o

n

CRITÈRE DE RECURRENCE :

Soit (Xn)n)
,

une suite de va. i
.
i

. d. intégrables +q([X,] = 0

et Sn = Xi + + Xn ,
N

,
1 So = 0

Alors [IP(ISn/1) =+o et la marche aléatoire est récurrente mesn)
,

0

(en particulier, en appliquant le critère de récurrence de la partie # avec I = [-1
, 17 on en déduit que O est

un point récurrent et
,
dans lecas réseau

,
tous les points du réseau sont recurrents.

=>seeeeeeeeeeeeeeee


