OM 4 Reine. AL MASRL

Partie L:
X distribuee surle resenu dZ ; k>0 si POXE o(Z):l et \1370(, fp(xepzﬂ@
si Buntela: X est distribuée sor O2 idectifie & R,

{ resove

oQuse s

Y oisvord

q THM: [ Qassi@dion des Sous - Groupes frmes de R ]
Tout sovs-groupe ferme’ HC (R estde 1o.forme H= PZ pour un cectain B 0
avec la.convention OZ =R
prewve: (idde) SiH= 0oy rienatuice
sinon, on pose ¥z ief Facy0; X EHY
- Sid>0 alors H=Z

. Si =0, Heowtient des éds. arbttraicement petits, donc H<1

Application aucos de la.marche. aleadoire:

» si la loideX est de type (eseau | alors Jun plus pefitpas o> O 1q PXExT) |
le pls pekit sous-qroupe ferme’” contenontle support deX est alors oZ.

. Si laltei deX est non- résean, i.e. A Y0 4q P(XE ) =|

R fout etier

or Rest less-groupe BZ avec B=0. o e
. * . b JQD“’\P'{\!‘BQ
5 C'est cobe'rent avec lo Struciure des ss-groopes ferme sde (R ,+ )

X v.a.c disiribuée sur leaeona ? ;o0>0 (i-e. (P(X €)=\
So=0, Sn=¥+ +Xo ;02

point possible: <€ possible si Y230 Iny1 RIS ) <€) >0
point récucreat: X € R recurent si ¥e>g P(ISnxl<e i..s.) =1
X integrables <-«.d. W loi que X

)a) Mq Vensemble des points weturrents estune portie fermeede (R

On note R=FxER ;x recorenty

Soit (< m g )y Une suite de poiats recurents 4q xu'.n:;wx -Mq x€R.

Sott £70. IMEN 4 V¥MI M, |xq-x| {EA.

Gmme xmestrcurent | iP(\gn-xml <§i £s.) =l

or 1Sn-2) € |Sn-Xm| + 1Xm- X\ <E S 150- Xm|<F2 et lx p-x) <E2 (M)
1 negd

Donc P(I1Sh- X< € 18)=1

Ainsi x est recureent .

Oonc par lo. caradensation eequentielle desfermey ,

I'ensemble des paifts returents est ferme

D) Hq wvn point possible appactient & oz
Soit 2¢€R un point possible.
Chagque Y€ aZ p.s. donc p-S, Sn= X+ +Xo € 0kZ.
( les valeurs possibles de Sy Sont done les points Ka. ; KEZ)
Devx point distindts de ntZ soat distonts dlaw moinsa. cor | Kjok- Ky dl =li-Kal e o 4K, K, €2
Soit £€730, %2 [
9 Vx-8, x+£[ estde lonqueur 26 d : ine peutdone contenic quion el point de o «Z.




Inenv+q B(ISn-xI<e) Y
Tx-g, %+ £ contientnecessairement un point de. naZx

x€ nAZ
or tout ett de na.Z estaussiun moltiple de a, cor Koz (Kn)a awec Kn€ 2
donc 0 /€ &Z, done x € ocZ

© | Un point possible appartient & A Z

Na) Mg YEYO , kYl T1Sk-41<EINT S - Su-Cx-) | 2E£.5.5= JISn-xI<E £.5.%
Soit w tq |SKk(w) -yl <E et [ Snak(w) ~ Sk Cd - (ac-y) | <2E poor un nombre fini de 0.
c.d.d: INg+q ¥nd Ng | Snpglw) -Sk (w) - (x-y) [S 26

Yo% Ng | Snelw) -1 | Saenlw)- S - Ge-1d |- (S (w) -yl
% 28-£=¢

Donc d partic dun certain rang | Snyk () -x| > €&

reindexation: posons m= n+K

flors Y!M D NE) +K | Smlw) - |, €

Donc pourcet w, |Sn-x|< € se preduit Animent soovent.

Donc wE ?(Scr 'xl<£(.s.3

11Sk-g1 <EY N T ISneg- Sk~ G-y <26 485 = flSn-xl<£€.s.'§

23b) En deduire que si x est returrent et y est possible alors X-y est recucrent
On dherche 6. mq YE>O , (P(lgn-(x-yH{E C.e)=!
TR EN* +q P(ISk-y| <E/3) Y0
Posons Tp: = Snk - SK
donec Snek -Sk = XKars
De plos, les cosembles dlindices § 1,

~ Taest indépendant de Sk
(P(Isn-ad<€/3 A’..S): \
done (I1Ta-l <&z .8)=1

+¥n

+Ygin a-lo-méme lol qQue Sp= X+
Ky et TR+, , K+nYy seotdisjoints

| Ta-Ce-) | < VT |4 ISyl < 28/3
Done. (P(| To-Cx-¢) < 2R <. §)>0
Oonc (| Snex-Sk-Ce-) 1 <2603 £.5)>0

sor § ISk -yl <E/5Y N7 Stek- Sk-Ge-) | < ¥/3 f.sY ona § Sn- (- <E €5.9
Done PlSa-Cx-Y1 <€ (.5)>0

TUSh-Cx-) 1< € ¢.5.Y ext un ésenement asymptotique, done sa. probabilite’ vast0 oo,
Comme. elle est S0, elle vaot.

LCne depend pas des X, — ¥, ne change pas lefait que
povr 0 assezgrand | 8n-Cx-9) 1 <€ se produise 0™ gouyent )

v [ -yl est recument




3) o) Conditions une partie de [R Soitun sous grovpe
Soit He R
H sous grovpe & [0 €H

X,yEH >x-yEH , (&2 H£P ot U, yEH,x-yEH)

b) Mq R ssgpe ferme’de. R,

(00 note R: E-ac,'xm'cutr:mﬂ)\

aoeﬂ Jsﬂ=£‘;§§?um¢'

Sopposons R# @ , soit x ER.

Alors X estaussipossible, cor P(I1Sn-x1<8 £.5) =l =3n; P(ISH -1 <EY DO
@2b) si x est retorent et y est possible, alos -y est et

En prenant y=x, on obtient x-x=0€R

Donc 0ER

>%,yER Dx-yER
Resottar de Q12b et y returent = y possible
De plus Rest ferme’ ( (033

Donc |R estun sous-groupe ferme” de R

2)c) Mg A Z est le plus petit ssgrovpe ferme” Contenant +0us les tals possibles
Posons 'P-..-:} x; 3n, PClSn- x|<e)>0 pour uo €>0'5
Par QL) Pc oz

Donc o eston sous groupe ferme’ contenant P

P Canveutm
QZ est minimal: 0&( Hs:quqfc‘:lme'*qPr_'u., alosoZzcH)

Soit H un 98 gpe forme’ 9 P< H. (8%5(‘.5;‘;“::’{&: ovecnsies
SUPPCX\ = Exj mC|S| -x|< E) >O2] < p =les valeurs que X peut

prendre aver probos mnnulle)

done Supp(x) < H =B Z poorun B0 parle resuliot admis

o> O (cos resean) est defini comme. le plos petit pas fel que lo-loi de X soit concentrel sur le rfseon w7
donc pardefniton de o8 Z , ®Z = plus petit sous-groupe ferme’ aontenant SoppCX)

donc 'z <BZ (siB<a,alors BZ seraitun plus peht resean cntenant le sopport, conrodiction )

Done |dZ= N H scgpefermes ; P HY | 4.2.o{Z es+ leplus petit ssgpe Reme contenant 4ous les efads possibles.

ot caerte,
VR TR

L\) ( Sn)nenu admet un point recurrent
o) Oest recucrent
x€R, por (2b)avec (x,y=2),0na 0 ER.
ou: R est on sus-Qroupe (@U), 0€R, donc O est recurrent

b) v possible, ~y wetucrent

ity €P
®u4a) 0ER
@2b) auec x=0,y donne
O-y=-y€R

donc |-y est retucrent




<) Tous les poiftts de &2 Sont réturents
Yout point recurent est possible, done R< 93

@ |b) un point possible € «Z, donc RSP CaUw

QUb) s YEP alors-y ER
R est ub seos-qrovpe done -y ER Sy ER
dbonc PCR.

Q32c) K Z est le plus petit s gpe ferme’” contenant P
or R est un 33 gpe ferme’ (@1 contenaunt P
done 2R Crw)

Ev combinant (6D et Grk) -
¥Z cR C«2 dox Rzaz

~ [Tows les poinds de oZ sont reécumrents

Pm'ﬁe]I: :
T infervolle born€ de R+qINUZ £

5) Mq si %_ PEn€ 1)<, clors awcwn point de ofZ n'est recomrent
n>o0

Sot x€EINQZ

T est ferme’bone, doncIEV04Hq Tx-€ xee[ <1

Plos Yn€ ¥, § ISa-xI<ey <€D

» Z_P(1%-x1<8) { Z_P(Sa€T)< o >
n>o 3o

Suppasons par l'obsurde quex est returent

alors V&0, P(ISn-x1< € 4.8) =)

Por BCT: %_ I'P(lgn-xl <g) = 00 conradiction awec &)
nSo

Done x ntestpags recucrent.
Gmme x€IN aZ eoit orbitraice;

~> | oucon point de TN a'Z nlest cecorcent

On suppose Z__ P(Sh €T) =00 (HI)
n>0

G‘) St €90 ¢ lonquerr(T) Mg ix€azZnd L‘p(lgk'xkﬁ):“
2 K20
L estun intervalle bome , Wz est discret, done INA? =%, ——,xmYest fini
Soit €Y01q:
L€ longueor (T)

> V"ie%:j’q'i,xret c1
— 8 E
= Txg- €, x;5+€C a.de lonqueur 28 <o
~ (i raisannement queNb) deur points diskncs de reSenn Sant distomrts d'oo mains &, danc.:
Tog-¢, x+€ 0 contient avplus un poiat de ®Z ()
Ainsi, Wn € INY, o
tQnETYy < U 2L Sh-xj| KEY (sis)

En effed, =i Sn EINaz, alofs par (k+ ), I, € ITNQZ +q |Sn-x; 1<K E



m
ey > P(SneD) < LYP(! S-xj| <€)
> 400 Z (P(Sne‘:) < L_Z_@(l&rx_,K g_)

.l, n,o Jll\ao
HI

Comme lo.somme dun nombre ini m de Qenes positives =400, @ moins lune dlentre elles diverge.

© Ix€I NaZ +q Z)_@(‘SR"Jq <€) =+00 | CV)
R2.0

On fixe x, € venfiomt C1) . HK-.—_E ISk-21<€; ¥adl |Sgan-xI> €Y  KEWN

) Mq ISK-x1 <€, Wa%l 1Sk -S\D28 < Ay
pois que PCAR) > P(ISk-x1<€) P31 1Sal> 2¢)
Poor 4out w & VAl
Lnsx (W) ~Xx = (Smu(&b\ - %R(mﬁ +( Sklw) - )
i 1S(w)~x| < € et | Snyk (w) -SkC) | 2€ , alors
| SnexCu) =2t D 1S newlw) -SgCw)| ~ | Sktw)~x| >, 2€-€ =¢

donc |3 Sk-xI<e , Va2t |Saen-SkID 28y — Ay

( Sk ) > =) (Sadny) et est indep de S (@ roisonnement que dans2)b )
Donc

P(Yadl, 1Sae-SkI%2€) = RP(Yndl, lSnD,QQ
donc en utilisont pinclusion precedemment obtenve, endbtient:

P AR P (\Sk-cl <IP(Wa D1, 1Sn 1 2E) | )

Do) Mq [P(1Sn-x) <€ finimerdsoovent) > (P (YnD1 1Sal 2¢) (L(P\Qu-ocKE

Les evenements Ak sont deux d deux disjoints ( le ‘ dernier+empe’ o6 1Sp- ,lf | <O£ ne peut pos &tre deuy indices dl@(-‘emﬂls\
e plus, U Ag= 7 1Sa-x|<KELS. 3
K20

(2)

done (P(lgnﬂd(f'cs) ZTPCQ(-Q> IQLPAR l3n|>2E\Lr‘)(lgk‘¥-‘k€
KXo

b) ®P(Yn3) 1Sn1 %28): 0
Par (1) , 2__ P(Isg-x < E'.\ est infinje, donc (¥, \Qn\)li)Z— (PISk-x) <€ est Soit O, Soit +00.
< (P(\Sn-x\<f €. S) < \> carc'estune grobas

done [PCYa%1,1Sn1%2€) =0

Q) §,& +q 0L §<E et REMWN

Q) Mq T1SkI< 8, 9% [Skenl™ EJ FISKIKE ;U020 I Sen -1 £- 8%
witwe T1WI<E, U (Skenl > €Y el Latotvil Tnegd2
Tneg b |SkanC)= Sk | 1SkenCd)] - ISl B E §  ° com chsortster

[V W=t

done [w € F1SKIKE ,¥nD) | Sken -S> £- 3")




) Mq P(ISkI< § ,¥ad1 1Skeal 2€)=0

Por P(1SkI< 8 Y 1Skn 1N €) < PISKIL S, U020 (Sken-Skl 2 €-8)

On a
Donc

POISKILS , ¥adl ,ISken-SkIS E- 8)= P(ISKk1<E) P(Yn%), 18012 €-§)

Por avec €8 (50),0na DAY, 1Sl E8)=0
2

Done | P(1Sk) €S, ¥nD1 1Sken I%E)=0

) (PO Sgl< E, vn3) 1Sk4nl >, 8) =0

TISKICE, Und), 1 Skaal €Y = 9\? ISV SE~Tm, ¥ad, |Skaal €36
m2

l‘e.gfk e QD
Pour choque m, on pose Sm= E- /m = S
Par (0< Sm<E)

POISKIC S, Y03 1, 1Skadd DE) LP(ISKI <8 , U0, 1SkenINE) =0 )
Eo combinant ) et (#4): ﬁ>(lsﬁ(‘<£,‘dﬂ>,\, 1Sken) D ) < T 0:=0 (nion denom!

Done [POSKI<E, Und), [SkaS€)=0

dlevatsde oo nule™ pranas nalle )
M3\

d) Mg VEY0 P8l <€ €:)=0

L’ Q'Ue:nemer\'k f1Snl <€ L5 Sleteit:

PASAl<ELS Y= U § ISkt YN, 1SKn XY
(0]

Pac poe oot K, K>
P1SkI<s, ¥nd\, 1Skl €)=0

donc por swus-additivite’ et snion dehambrable , PCLSaI< g €5) €

2 [NEO, P(ISa)KE€s)=0

%0:0

K20

10) O recotrent ++am deméntre

Par

T loni<eesy =\ FISnl<E£ 2]

Par P(\sal £ 2.)=1 V&D0
2 definthion

DQOC dela recorene

O est recorent )

Soit (Sa) ¢ q, Une marche  aléadoire sur (e résean w2
Poor unintervalle borné T +q INoZ £ @, ona:
O estrstoment &> J__ P(Se€T) =400
S0 j
erdans cecas tous les paints de ' Z sont recuenys




PQI"HC :HI::
(Xn) ne mut integrobles
l\\ (>0 )Mg  Sn— +oo
n —> +a
Les Xn sont intéqrabie, eF 4d

Por lo. (ol farte desgrands nombres 3_'; PEEDGI=m DO @)
n-co

Cen preaast €= ml’-\

Vw4q # sorturaie, INg 4q Vo2 Ng, g"c:ﬁ >

4
donc Snlw) 2 %- N— 3400
n— o

m
2

donc Sa —10 ps.

w) E X3 #0Q = avn point de (R nrest recorrent

Sn BT m par LEGN (o intépables +iecl)

N a0
si m>0: alors comme dans B\ %nﬂ ro
si <0: QD appliquet & (~Xn) (~> E L xI= - >O)
donne - Sn gﬁ-m = ShP3 -

n—> o f—>0

\Ym=£0, onas \Snlnl—s‘:m e
23 cg@;&o‘ggg&&
U x €Rest recament i ¥e>0, P(ISomx| <€ sy
Soit € R. .
Soit T = [x-€, x+¢] unintervalle borne” ( 'venement \Sa-x|< € equivolent d. Sa-T))
Par () , pour presque toutw INg +q N Ng = Selw) #I_
Donc P (Sn€I £.8)=0
donc P(1Sn-x\ <€ <.5)=0
Autrement di o« test pas retorrent.
x etant arbitrmie,

8 EDAY #£0 auasn pointde R ovest rerreat

(i it bavanta

\_5) € Ox1=0. T intervalle borne deR. R0 G parmislt 2 lege)
Nz r%o‘ﬂl(grn’ T=inf { h}l;%nGlE

b) valeurs possibles de V et T

N=Z Ax(s) donc{NE NUP+eod |
(= +o0 signifie JO(Sn€T) = +00)

TE N Uf+rw }

¢) Que representent T et
T: premier instant o0 Sn €T (lo. marche uisite V'itervalle T)
N nombre dlindices 0 venfant (le nombre 4otal de visites dans T.)



o.) Nq N, T sort des v.a..
C sor@,F,P) V.o 5 R mesoroble 8i V(B)EF VBERCR) ]

T et IN prenneat des ualeurs dans NUEeoYy | il sofat deverifier que ¢ T=K7 et N=mY sont dansfF.

€ dlentiers
C&ﬁ'@é"&f ::f\ plos petitelt)

T Poor K2 1: T=Ke> SKET et V<K, &I
K-
Pone $T =y = F Skexyn N §s;¢1Y
J3

— poor tout, S; mesurable crv.Q.

5> TERIM) » §5€xy:-§' () er
-1 S€1y= FSjeIEC € - complementaire dlun ensemble mesurgble

-5 T stable parintersection finie
Done fT:K ‘je?f' dans 'P‘

“iﬂ&'\
T est mesyroble

N: Poor mE€N
IN=m}y= U n Eske:[?l KQHf' S“¢I%)

AC IN\KER®
mesucable mesurcble
L mesvrable
aar intersection finie

onion
de nomb rable denc mesurable
%ﬂc T Ay = EQC N; lﬁl:m"] denombrable
uf on peot aade +out B CIN Qi de ardicalm
camme uneltde (N, ~ deaon trable.

Al=m

[V est mesurable

W) Mg !E(m:zij nNdf®

K=1 /3ty

E(n) =I NdP = I NdP car N0 et N=O sur §T=400}
) iKY (si on nrenire. jomais dans I, enne ampie auCune OcCurence)

Pouc m3 1, posons o,
Ay := ETSMB =KU ET:K}
=l

R Lomett . n ae
one

Les {T=KY sont 2 2 disjoits, done (Am)yy, witeooissante dlensembles
m
NAp - ZJ Nd® cor les $T=kty digoints

Ve, J Nd@:/
LT K=t fT:K’j )

A -
" K:lET- R}

N0 ,les Nflp, sont croissantes et Nfpg, —» NAgreoy=N
Oonc par +hm anvergence monotone:

] Nd@:\im ] Nd® ' -
§T< oY m>e Aem +® Cmgg‘btuitmﬁ‘
Cim [ napo ZJ Ndf T e )
M—sa K= /3Ty R=1 / {T=KY

Done E(N)= fi J NdeP
K=t a'l':l('l,




15) Soit K31 Mg {T=kY€ O (X,, Xk
Ona BT=ky=7scedn N\ T4 ¢ (cF ARa)
J=

onh applique un .
fa(sawn etc}\ex\-\- similasre

Vi<K, S=X+—a X
Chacon des Y, JXjest o), , XK) - mesuroble

One somme_8inie. deonctions mesarables est mesurable. donc S5 esto-(y,,
Donc §jesta(y,, ,¥K) - mesurable
TERCR) done ¥ SETY=S; ‘(1) € o(x,
Par complément, 3G €TYE (X,

)Y K\ mesurable.

'
s %)

Q'CX,, JXK\ +dbu donc Stable par (rtersection fnie
Donc
tT=KYy €0 (X, LXK)

1€) o= longueor de T.
Soit K2 | et @€ T=k}

o) Mq A1(Sk@) =t , ¥n <K A7 (SacM)= O
Par defnitiondeT, (T=inffad(;Sn€TY)
TW =K & (W) €T
[ SnC)€ T Yalk
Donc
A42(Sk@)=let Ya<K A1 (Snlw) =0

b) Mq (W & “‘Dzl 11 5 ( Sneil) * )

<lv n%ﬂ -0, a7 (Sask () = Sklw))
_‘Q= il\gl 3 -

N(W = 2— ‘ﬂ:(sn(w)) = ‘ﬂ-I(SK(m\)+Z-11 I(Sn(m))
>0 K

por
= l+ )Z_‘dl(s‘m«&n\) Qlea) &)
Yo et pourtout w, "2
Sa«k(WET = sm.“ (w)-~ SKC(M) € I-SkCw) oo I- Sk (w) = fx-SKCub,-xGI'j a(:lacss«\a
< Donc 4 1(Stk(w) < T‘-_L_g\((u) ( Sner (@ - Sk )
Dans (k) :
N(w) '+ )L A4. SK(‘")(SnH(C(u\ -Sk Cw\) (X
(4} >\

2% ineg: (on vevk Emplocer T- Sl par f-a,07)
T est yune intervalle de longuewr o
o RCIET (car WE ET=KY) donc L est de longuenr o contenant Slw)
T-SK (w) est encore wreintervalle de lonquenr a_( unetransiotion conserve la. longqueur)
et O= Sklw)-Skw) €T -Sk(w)
ex
~> I- Sk L) intervolle de longueu-o- contenant Q donc T- Sk(w) < Go,0)

: J
%c:irc{l-ma' on intervalle de longueur a. Contenant O dredremites U et V. (udv)
Ona 4-V=o.
OE T =0u,V]done L OV
Vx€Lu,v] , lxlgo
~»> done < C-a407]



done ¥n3l, T Snek(w) -Sklw) € I‘SKCu.ﬂ] < T Sawlw)- SK(wW) €C-0y0] ’5

donc “:-&(S\g“""‘(‘ﬂ -Skw) <4 Cae] (Saugle) - Sklw))

)

~> En remplaatdans qex) chaque indicatrice g gy por ceitemajoradion, on dbfient 1o. devriéme inegalite!
Oone on o_bien Yw G ?_T:K'lj'

N(w) £ “;\g‘-l ﬂl-sxfw) ( SnaC?- S“G")) <ls n%—ﬂ C-a,a7 (Snsk (W ~ Sk(w))
» 21

m\tu\d*ga&e:&w\ée
c) En déduireque J NdP ¢ P(T=K) ( I+ Z_ P(Isal ¢ oq\
3 T=KY n>!

VQ)C ?_T:K'b NCL») < & ’é“‘ E-Q.,Q:I (Sn.‘. KCU.D - QKC&A\3
71

donc Vw:

g 1ok Nw) < 1yt e o) + n%"“m“" (& Vg ag (Saek C) St G )

EC ﬂET:K",N] \< @CT:K) +é|—— E [IT( {T:\('l,-ﬂc'o-,encg'\ﬂ’\_sk)‘] (€D

donc 1iT=K‘1 et o(¥,, YR -mesucable

tous indep j
et Sk - SK=km + + kean Ne depend que des X, M etest done indépendante de O, — Hk)
Donc ¥V 8€ BCR):
EL4 {T-.«?,“B(gmn‘gk\] =k [“irﬂo,-l E L8 Gews “SK\_}
pour

E Cllpra fp-a,07 (Sksed) = ] J:\ L J | A, (Snn-sda®

= PR (1Snek-skl €o) = PCT=K) Pllsnl <o)

Xi 4.0 done (Snug ~SK) oy, € (Snay,
Oonc G) devient:

EC taroy, V1€ Plr=k) + n)Llrb(-r: K) P(snl £o.)

| Et3raam = P 1+ 2 PCI 20l $0) | @)

L]

d) Cnclure que E(N) € P(T@oo) (14 %_P(lsml $o.\\

En Sommant () sor KD)
Z EE“?T-V@.N] 4 Z—l’PCT.:KXC“' L(p(lSQ‘SO.% Q)
K:l - KZI n>J|

Les $T=KYyy, 24 2disjoints et leor onionest FT<+a Y (QIY)
donc %'@(Tz\ﬂ: (PCT<+00)

et ear E(N) =] Z E EN“ET:K"!_&

K2l

Donc en emplag@nt dans &) on obtieat: | E(V) S 1P(T¢so) ( l+n£— P(ISal Sod)




F) M3 Mg Z RS < TPk sq <Ked)

"M n/l

< aMCls Z‘_ P(Snl < l\)
" mg

TSal<cMY =] Mo <MY= Uik<sn<m’]

M
T-MME- U TR L
Kz-M

donc  P(1Sn1<M) =KLM P(k ~<%n<K+0 (reunion disjointe)( les Tk, ka1 sont digjoiots )

en Sommaunt sur n3l, M-

Z_ @(l%nl(M) Z_Z_ P(K<§n< R-\D
K=-M nY) R dermes positifs
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