OM3

PROBIEMET: (Xn)nd,1 ,(-ﬂ-,'r;-n-) ) X

PartieT: Onsuppase (Xa)ny,) _ﬁ’) X

) Xa—P X sit yevo, P(I%-x1>6)— O
n—>+oo

2) Soit ME V¥ et posons €= Y/m.
O'aprés la definition dlune suite . rejle et QI
NE' >0, I EN, Yodnee), 10(1x | [<€’
Enprenant €'= Ym?, on obtient :

o> ncod, P(1XaXI>Ym)< w2 | c4)

) w3 NN g YmEN, P |Xog=X] >Ym) < Vm2
On disgose pourchaque md\ , un entier NCm) +q Yad Nim), ) (Q2)
Soit @: NE__5 N definie par:
[ (PC()), NCI) e L% gemeny-X1D mm ) <eers>
BCen+1)> max F N(me1), (m)+

1 por Quorantic (6. croistance
Rinsi, ¢ est stictement croissante
Comme P(m)> N(m), on obtient posrtout m:

ﬁ)(h(um\ -XI> Vm) < Ym?

4) Am= [ (X=X [>Ym
Mq avec probo seuls un nombre fini des événements (Ammenn astivent -
Par @y = -
L P(Am) 42_ lmz. <o (série de termes pasitifs + séde de Riemann cv)
m=! m= 1

Lemme de Borel-Gorrtelii T: [ 81 Z_ PCRa< o0, ators P(Rm 00" soovent) =0 ]
On conclut done : P(Am 2™ souvent)=0

i.e.

avec probas™; geuls on nombrefini des éuenements (Am) men, ofrivent.

?
5) (Xom) >, 22— X
Sur ltevenement de probabifite’ 400 Am trarrive quion nombre fini defbis, ilexiste m, tel que Y mg ,
Donc | Xgeamy-X| —— O p.s.  par thm des Gendarmes
M—> +00

Done | X gem) ———3 X
m—c0




6) >4t soite extraite ( Xg(n)) 021 CONverge p 5. VersX. odmet une ss Soife extaite cu ps- versX
SOH{X,,J 5,1 Une sous Souite de (¥n)
. CommeXn— 5 X : Y€>0, tP(lxn-x|>£)_, 0
Blors, pour (ng) croissante , (P( 1Xng X\7€ )_,o (toute soussuite d'one suite convergenie converge vers lo.m limiteJ

Donc Xa, —B5X

« On peut alors reprendre la. construction effectuce dans les questions 2-S en remplagant (Xa) par (¥ny,)
On construit de lo. méme mani€e une extraction V: N 5 (N +q (| X,\Q -X| >"m)  Ym

En posant Bm= { [Xaygyg =X 1>V, ona Zo. P(Bm)<e0

Done par 6C I ) seulemcn-l- on nombee @i de Qm Se produisent awec probasd  ( roisonnement QW
Don X X ( raisonnement QS)

" 9tm) m—> 00

CCL: | toute Sous Soite extraite de laSuite (¥n)ny,, admet one sous ite extmite quiov p.s. vers X,

PastieIL: On suppose quetoute sous Suite de Olo) ) admet une sous-suite qui onverge pis. vers X

7)  Vsous-suite (Xny), 35008 suite (¥, ) +a Xnyy 255 X
c.d.-d. pooctoute Sutte sirictement croissarte B (definisiant une Soos soite (), il existe one Suite dtindice stictement Croissante Y

(definissantone Sous-So0s suite (Ynge) ) telle que XNw{el)"’ X

| Y N*, (WK, GCre0>00) IV Y, (Ve Ve >0 A (X‘,Nm)—> X

m—>+co

00+ Y(BCK) 5, Stricrement-, I{0(m)) s, wickement 7, X gy S5 X
Mmoo

Y Suppasons(Xn)nva +X T eatrtroposee. ]
o)Hq3£>0 §50 , (Xgg) ma+q YnEN, P(lgm -¥(>€) > >0

+x 38050 4q W[ Xy-X] >&) —450

n—>+00
2o, 3850,3850 ,YNEMN, a2 N P(I-YIDEN2 §  ( négation de la défnition quione suite tend vers o)

Rinsi, il existe une infinite’ dlindies n vénGant celte ineqalite’
On peut donc definic : v —5 N 4q [In€m , P(IXp@)-XI>E)>S

b) Mq aucune soos suite de (X ) ny,; 0e anverge ps. versX
Supposons par labsurde quiilexiste une qons- sous Suite YQ(wm tq ( Yuwmﬂ —)X
Donc X¢(\p(mﬂ L, X (arcps=>cP)

Donc ﬁ’(lx«wm)) -Xl)Eo) m__N-)MO (urai V€, en particulier &)

contradiction avee P(|¥geay-X! % &) 2 820 Yne€N  (Q. 2.0)

CeL:| Aucone s wite dg()(“m) ne converge p.s. vers X

q) CCL probléme T :

Yo —P 5 x & tovte sws suite de CYn) admet one Sos-Sous wite  qi whuerge p.s. vers X




n
PROBIEME2 . (Xn)ny, 444, P(n=+1)=¥2, S0=0, Sn= éx;
4=

|) Q) W[Szn :0\ =?
Pour que San =0, ilfaut exactement n pas+ et a pas-I.
Nombre de cheming: 2">
n

LesX, etoat independantes, R(¥%=x,,
Probabilite’de choque chemin - 'y
Donc

. a0 20
) )(,n=xm) ‘=(—i) =2

P(S200) = 15 (2:) , P(S200=0)=0

b) Equivalententoo de P(S54=0)
( m\) _ )
nj TN
(nt)
2 n
Par Sticling: (2)) » utin (i:-) " et atv\amn (%)

o
1l (am) (—2—)"" 2Tn \ T

Donc (F(stho)% !
m™n

€) Consequence: |P(Sz=0)—>0 d-nlm_ﬂ’(sz.,:o):m (car L5 divenge)

NOTE: Celo. ne uffitpas o cnclure loreawvence ( les evénements §6,, =0 ne sont-pas independants ). On etablira. |o. fetumence
en 67 parune famille d'events independants (méthade blocs + Borel Canteli)

2) soit KE 2
Q) M(Sa=K)=?
P(3a=K)=0 si n%K mod 2
Si Kest pair, le ‘nombre de pas+1 = . (il(-‘wl-que Ne = No=K ety + - =0
0G N = pas +\ et . =pas-L. €n resoluant le systeme, N+=%“)
d'od P T ilfast que 0+ Soit pair
(t)(Sn=K)= n (n+K) si ns Kmod 2
2" \72

b) lim rP(Sn=K)?
N—>+00

Si nz K mod 2, P(Sn=K)=0 5O
Si 0 = Kmeda: N>

Lo. suite ((?))°<,§nes+ vnimodale et maximale au centee j= | nf2l (0“ (,:)/(.?) =(nj )(j+l))
§

donc [\ ([ "
"_*K L2

insi , 0¢ L =
Rinsi , 0L Plen=K) € 1~ (L"/.l) =

—0 (par Ob) awec C = Bz st impair et /T si nesl-po.ir)
—> 0

donc ﬂ)( Sn=I5 ) ‘? Q




C) P(150l €K)— ?

0=+

K
M15n1<K) = .Z_fp(&p",) < QK +) max PSn=3) — O (par la question precedente)
JeK HISK Nn—>+00

doac |P(ISalgK)__5 0
n—>+®

3) P(IShl< R) —>0
N—>+00 .

g (lerang depend de K)

Donc VE €70,10, 300 +elque P(|Sp 1 <K)<E

ie. [VE€ IO, IL, YKEN, 3FCKIEIN; (| Skw [ K)SE

W) ¢ N—s INet V:N_—IN 7

An = § Xecarst + + Xca) € ~9(0) j 0] Xty + + Xcary 2 PO 3
Mq les CAn) ne gy Sont indépendants
Q) ¢(n+1)
Posons 0= J X, v® o T X, fa= U000 T W3
<z Qln) {= Yoy

5 Y e depend que des vasiables z’(@fmﬂ’ ’ )(W"ﬁ
— Vrfz) ne deépend que des vasiables T Wkt ‘ m&'ﬁ

—3 Poor n£Em, les@umilles dindiees intervenant dans AnetAm sont disjointes ([ ¢(n) < 90)<QM+) etla croissance est sticle )
—> les X sontindependantes dofic toute fonction mesurable deblacs  disjoints de X est independante des aurires blocs
[ stabilite’ de tindependana’)
Donc les fin Sont deux d deux disjoints
Comme cette proprieteuast pour 10Us les couples (n,m) dishincts, on deduit :

(An) >, 0 st mowellement independante

5) Mq st An arrive alors lamasche aléadoire visite O entre P (0)+L et (p(nﬂ)
[ idée: chaque évenement An est construid- pour provequer un changement de Signe de la marche entre deux instants consecutifs J

Supposons fin.
Surjd)(n\, \lJCﬂ)J ¥ <y
ona: Sy~ Sdcn) = i. X<~ [ dropms lo définition du gremier evenement de fn’)

<= Q)1

donc SWcn) S Sgtn) PO €O Laor por anstoction, |Seca)l < G )

Sor J ‘P(n), ¢Cﬂ+()] “Deaei)
S¢cad) ~Sweny = Z_ X 2 V) [ seande oadition dans fin)

i= Y@+
d'0d Sogay > Swce + P2 =) +90) >0 [eor ¥(0) > )]

Ervire ces deuk instants, 1o mardhe est passee diun nveay O & on niveao> O
Comme chaque pas vawt t1, elle doitateindre exactement O ol on moment EE[ Gla) w, q)(nu):l

Oonc

An=> FLECPM)+1, Plae)] +q $,=0




6) Mq Yn€ 0, P(An) > (l-e)‘/i‘

Soi+£€TIONL. Par @3 ,VKE N IRK)EN 4l que P(ISe] SK)
Onchoisi par recumence
(o) - Pln) =

@Cn)) et Dne1)- V(o) := £ W)
On obtient donc, par symé e,c.\— independance des X:
W(n)

@( &xmp{ ) = P18, O0) > :1-6)

et de meme
Y(n+t)
P(Z ve> W) 1uli-g)
Y +!

Doac par independance des 2 blocs?

vo P(An) > (-2
l.'

F) Mg le marche symetique passe une infinite’de fois par O
Q6: {P(Hn\> C>O dOﬂC%ofP(ﬂrﬂ:rw
BCL + Qu4: (P(An o™ sevvent ) = |

@S. Chaque An implique an moias une visite. de O sue LPln+, cb(m-l)]
Oonc revenement 3 s visite O 00" souvent § a prodas

o~

fP( S passe par O uae infinite’defoi's) = 1

) Mq la.marche passe infiniment souventpar -
Par Q’!) »\a. marche visite O one infinite’de Ris p.s
Notons Tix les temps de retour O : To =0 et Ty = IFF DTk ;Sn=0 '3

Les ¥, etant independantes , (e pas Suivant de chaque etour ot Qest indépendant dy passe’et-venfie rP(XTu ol = +() la
On pose BK ES-[-“.._, —l‘lj EXTK"‘I -+l3

Les éuenements (Bx) sont independants et de probas '/ e!-Z_ ﬁ’(BK) +00 donc por BCIL :
P (Bk oo™ sowent) = |

Rinsi, lo. masche atteint4 p.s- P(Sn=! ”"*Swvef\*) =l

) Mq lo. marche passe une infinite’de dis par m
@%1-2: lo. marche afteint O et | une infinite” de oIS p.s.
Yme€ Z, on considers (Sp ~m)nd,

Comme chaque X prend les valeurs £ 1 avec probakilite” /2., la. lof deCSn -m) est lo. méme quecelle de (Sn) ( invoriance par
transiation )

En opeliquant le raisannement de ©7-2: on deduit que (Sn -m) passe une infinite” de fois par O, c.¢t. d Sn passe
une infinite’ de ®is por m ..

Donc fP(Sn-.-m 0°“+Wﬁ) =l ¥m€eZ.




lO) Lo marche atteint Simuttanement tous les entiers

Comme chaque entier m est atteint vne infinite’ de f0is quec probabilite’ | Pevenement $la mardve atteint tous les entiers
est Vindersechon des cuenements Em:ESn:m oo™ souventy

Qr chaque Em est de probas 4; donc leur infersection deno mbrable Vestaussi,

X.€.

P ( Qe g m) = 1, d.e lo- marche uisife 100S les entiers une infintte’de RIS ps.

I1) Heudstique

Lo mardhe aleatoice symétiquesur Z fait d chagque pas un mawement de | awec lo.méme prebas - Elle feste done " centree ¥
en moyenne elle nedenve ni Uers +ao ni vers -ao.

Comme les pas sontindependants, 1o marche S'edarfe parfois beancoup deQ, mass la proba de fevenic uers O test pas nolle.

Les geands etarts positi® et negatifs 8e compensent o longieme et la masche repasse Porchaque poitt (en porﬁculier o)
one o de fo)s.

—|Lo. marche simple symetnique sur Z est rwaente




