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PROBLEMET : (Xn(n), 1 , (e2 ,
F, ra)

,
X

Partie l : On suppose (Xn)
, 1

P
> X

1) Xn P
> Xsi : VE) 0,((Xn-XKE)

n+

2) Soit m IN* et posons=m
.

D'après la définition d'une suite réelle et Q1 :

VE')0
,
JN(m) EIN

,
Fn >, N(m)

, lIP(IXn-X 17 Ym) /E
En prenantE'= 1/m2, on obtient :

Un>, N(m)
, IP(IXn-X 1 > Ym) < "m 2 (1)

3) -JP :N
-> INX+PFmEIN, IP((Xp(mi-X1 >"m) < Ym2

On dispose pour chaque), 1 , un entier N(m) +qUn), N(m)
,
(*) (Q2)

Soit P : IN*IN définie par:

-

p())), N() ↓
on aura IP(IXcme-X1]t

- P(m+1), max (N(m+ 1)
, p(m)+13

↑ pour guarantir la croissance

Ainsi,est strictement croissante

Comme 4(m)), N(m)
, on obtient pourtout m :

P(IXp(m) - X1) Ym)<

4) Am= [(XPc) -X1)n 3

Mp avec proba1 seuls un nombre fini des événements (Am)mei arrivent

ParQ3

:AM) (série de termes positifs + série de Riemane

Lemme de Borel-Cantellil : (si2 IP(Am)/0
,

alors IP(Amment souvent) =0
On conclut donc : IP(Ai amentsouvent) = O

i . e.

avec probas1 , seuls un nombrefini des événements (Am)mein arrivent.

5) (XP(n))n), ,
P. S.?X

Sur l'événement de probabilité 1 où Am n'arrive qu'un nombre fini defois, il existe mo tel que Vm), mo,

Ain se produit, donc IX(m) - X1_m

Donc XP(m) - XI < O p.
s . parthm des Gendarmes

m= +d

P.
S.

Donc XP(m)
m=dX



6)t suite extraite (Xp(n),1 converge p. S. Vers X
.

admet une s suite extraite cvq.
S. vers X

Soit(Xm)
, 1

une sous souite de (Xn)
P

· Commexn < X : VELO,(IXn-XKE) > O
11- +d

Alors, pour (nk) croissante , P(IXniXKE) (toute sous suite d'une suite convergente converge vers la in limite]> 0
k-> +d

Donc Xni
P

> X

. On peut alors reprendre la construction effectuée dans les questions 2-5 en remplaçant (Xn) par (Xnk)
On construit de la même manière une extraction P : /NA <IN +pIP(1/nucm)-X1 Ym)/i

En posant Bm = [(Xn4()-X17 "my , on a [IP(Bm)<a

m7 ,
Donc par BCI , seulement un nombre fini de Bm se produisent avec probast (raisonnement Q4)

P. s .

< X (raisonnement QS)Donc Xny(m) m- a

CCL : toute sous suite extraite de laSuite (Xn)n>
,

admet une sous suite extraite qui cu p.s . vers X.

Partie l: On suppose quetoute sous suite de (Xn) n>1 admet une sous-suite qui converge p.s. vers X

7)sous-suite (Xn), 7 sous suite (Xnice) +9 Xnke P. X

c . à . d . pourtoute suite strictement croissante /définissant une sous suite (Xn)
,

il existe une suite d'indices strictement croissante Y

(définissant une Sous-sous suite (Xnie) telleque XP(4(es)
-> VP : N*-IN*, (VK, PCK+IP(K1) =54: /N*N*, (Vm, P(maY(m)) X(X4(4(MI)

ou : V(P(K) 17,1
strictement t, 7(P(m)m>, strictement Y

, X PCYCmi)insta

8) Supposons(Xn)n,* >X [contraposée

a) Mq7270 ,
870

, (XP(n)m), 1 +qVnEIN, P(IXp(n -Xka)), 830
Xn P/ > X : JE00 +PP)(Xx-Xk20)/0

n+ + 0

:e , 7200 , 7S70
,
UNEIN, In,

N(IXn-X17EoK, S (négation de la définition qu'une suite tend vers Of

Ainsi, il existe une infinité d'indices n vérifiant cette inégalité
On peut donc définir P : IN- > IN +p UnEIN

, IP(IXpin1-X1E0, S

b) Mq aucune sous suite de (XP(n)
, 1

ne converge p.s. vers X

Supposons par l'absurde quil existe une sous-sous Suite XP(Y(MD ta (XP(Y(D)
P.S

< X

P X->+ de

Donc XP((m))
m-+X(carcup.

s =c (P)

Donc(IXP(4(m) -X/LEo)- (vrais, en particulier

contradiction avec IP(IXQ(n)-X1, Eo) S0 UneIN (Q .
8

.a)

2: Aucune sous suite de(XP(K) ne converge p.
s . vers X

9) CCL problème I :

Xn P LX toute sous suite de (Xn) admet une sous-sous suite qui converge p.s.
vers X



PROBLEME 2 : (Xnm,
ii . d

, IP(Xn = 1) = 42
, So =0

,
Sn= :

1) a) P(S2n =0) = ?

Pour que San =0
,

ilfaut exactement n pas et npas-1 .

Nombre de chemins. (2nM
LesXiétant indépendantes, P(X=, ( Xan=2n) =(2)= 22

Probabilité de chaque chemin : 14

Donc

P(S2n=0) = in(2 ,(S2n+1 = 0) = 0

b) Equivalent en +o de IP(San =0)

(2)=
Par Stirling: (21) !~net niv ain (E)
donc(n)w( in25T1

Donc IP(San=0)

c) Conséquence : P(San = 0) < 0 et[(San=0+ (cart divergeet

NOTE: Cela ne suffitpas à conclure larécurrence (les événements ES2n = OG ne sontpas indépendants).
On établira la récurrence

en 6-7 par une famille d'events indépendants (méthode blocs + Borel Cantelli

2) Soit KE 2

a) (P(Sn = k) = 3

(P(Sn =k) =0 sink mod 2

&

Si kest pair, le nombre de pas +1 =
1+K. (il fautque N+

- N
-

=KetN+ + N- m
2

où N+= pas +1 et N
.

= pas-1. En resolvant le système, N+ =
n+ K (
2

d'où t ilfaut que n+ K soit pair

IP(Sn=)= Simo

b) lim IP(Sn =K) ?
n ->+ 0

SinEkmod2, (P(Sn =k)=0 >
O

n -> +0

Sin = Kmod2:

La suite (())osi_
est unimodale et maximale au centrej = (n(2) (car(j) (j) =(n-j)(j+ 1)

Donc (en)(
~ 0 (par1)b) avec C= sin impair et" sin estpair)Ainsi ,

0 >IP(Sn =K)(2) 11 ->+0

donc P(Sn=k)n+ +a



6) IP((Sn -(k)=+
n ->+ 0

IP(1Sn1[k)=(S=j) [(2kmax(Sn=0 (par la question précédentet

donc P(ISn((k) > O

n-> +d

3) IP(1Sn) > k)->0

n-+d

~(lerang dépend de K)

Donc FEE]0, 1)
,
7 f(k) +el que IP((Seck)([K)E

i. e .
VEEJO, I,

KEIN ,
Jf(k) EIN ; IP((Sf(k) (_>k) E

4) P : IN > INetY : IN > INX

An = [Xp(n(n + + Xy(n) - -P(n)]M9Xy()+ 1 + + Xp(+1)), 4(n)}
Mq les (An) ne in sont indépendants

P(n) P(n +1)

posons Yn" = [Xi
, y = [Xi , An = EYn)- p3M9yn*, 4(n)}

i = P(n)+ 1 i = N(n)) +1

> Yn" ne dépend que des variables EXPlm+ , X4(n)}
< Y ne dépend que des variables [Xy(n)+ · XP(n)}

> Pour n#m, les familles d'indices intervenant dans Anet Am sont disjointes (d(n)<P(n) <d(n +1) et la croissance est stricte

> les Xi sont indépendantes donc toute fonction mesurable de blocs disjoints de Xi est independante des autres blocs

[stabilitéde l'independance]

Donc les An sont deux à deux disjoints

Comme cette propriétévaut pour tous les couples (n , m) distincts, on déduit :

(An) n)
, a est mutuellement indépendante

5) Mq si An arrive alors lamarche aléatoire visite entre P(n)+ 1 e+P(n+ 1)

Cidée: chaque événement An est construit pour provoquer un changement de signe de la marche entre deux instants consécutifs J

Supposons An

Sur]P(n), P(n)]

ona : Sycn)-Socl ="&XiX-PC) [d'après la définition du premier événement de An]
i=((n)+ 1

donc SUCn - SP(n) - P(n) - 0 [car par construction, (Sp(n)) >P(n)]

SurXi), N(n) [seconde condition dans An
i=(n)+

d'où Sy(n+1)<, SY(n) + Y(n), - p(n) + y(n) > 0 [carP(n))P(n)]

Entre ces deux instants, la marche est passée d'un niveau0 à un niveau O

Comme chaque pas vaut II , elle doitatteindre exactement O à un moment tf($(n)+, P(n+1)]
DONC

An = JtE(((n) + 1
, P(n+1)] +qS= 0



6) MqWnEIN , IPCAnK, (1-3)2/4
SoitEE]0, 1[

.

Par Q3 ,
FKEIN7f(k) EIN tel que IP(ISec(K)E

On choisi par récurrence

P(n) - P(n) . = f(q(n))et P(n+ 1) - 4(n) = = f(Y(n)
On obtient donc

, par symétrie et indépendance des Xi :

Y(n)

IP)[xi-fq(n))= (P(IS+(p(n)))- P(n))),(1-E)
i =P(n)+ 1

et de meine

iP(g
+!

Xi), 4(n) (, y (l-2)
P(n)+ 1

Donc par indépendance des 2 blocs :

In IP(An)), (1-972

4

7) Mpla marche symétrique passe une infinitéde fois par O

Q6 : IP(An) > c>0 donc[IP(An)= +
n,0

BCI + Q4 : IP(Anament souvent) = 1

IS: Chaque An implique au moins une visite de 0 sur (d(n) + 1
, p(n+1)]

Donc l'événement [s visite O dont souvent 3 a probas

~ IP/S passe par 0 une infinitédefois) = 1

8) Mq la marche passe infiniment souventpar 1

Par Q7), la marche visite O une infinitéde fois p.
S

Notons Tk les temps de retour à 0 : To = 0 et Tk+ 1 = infENTk iSn=04
Les Xi étant indépendantes , le pas suivant de chaque retour à O est indépendant du passéetverific IP(XTH = + 1) =2

On pose Bk= [STkH
= 13 = [XTy+ 1

=+ 13
Les événements (BK) sont indépendants et de probas /12 et [P(BK) =+o donc por BCI

IP(BK cont souvent) = 1

Ainsi, la marche atteint 1 p.
S : P(Sn = 1 ontsouvent) =

9) Mq la marche passe une infinitéde fois par m

Q7-8 : la marche atteint O et I une infinité de fois p. S.

Vme, on Considère (Sn-m)n)
,o

Comme chaque Xi prend les valeurs Il avec probabilité/2, la loi deCSn-m) est la même que celle de (Sn) (invariance par

translation)
En appliquant le raisonnement de Q7-8 : on déduit que (Sn-m) passe une infinité de fois par O

,
c.. d Sn passe

une infinitéde fois par m p.
S .

Donc IP(Sn = mot souvent) =1m EX.



10) La marche atteint simultanément tous les entiers

Comme chaque entier m est atteint une infinité de fois avec probabilité 1, l'événement la marche atteint tous les entiers
est l'intersection des évenements Em = SSn = m cont souvent

Or chaque Em est de probas 1; donc leur intersection dénombrable l'estaussi,

i .
e .

(m) = 1
,

ve la marche visite tous les entiers une infinitéde fois ps.

11) Heuristique
La marche aléatoire symétrique sur & fait à chaque pas un mouvement del avec la même probas . Elle reste donc "centrée

en moyenne elle nedeive nivers + do nivers - do.

Comme les pas sont indépendants, la marche s'écarte parfois beaucoup de0
,

mais la proba de revenir vers O n'est pas nulle.

Les grands écarts positifs et négatifs se compensent à longterme et la marche repasse parchaque point (en particulier0

une do de fois.

-> La marche simple symétrique sur 2 est récurrente


